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1 はじめに

Borel 和に基礎をおく完全 WKB 解析を用いた微分方程式の研究は, まず 2 階の線型常
微分方程式 (特に Schr\"odinger 方程式) に対してなされた (cf. [V], [DP], [KT] etc). そ

の高階方程式への拡張についても, Berk et al. ([BNR]) によって発見された “new Stokes
line” (あるいは “new Stokes curve”) の完全な記述を求めるという問題が残っているも
のの, 実用的にはほぼ満足な段階にまで理論は整備されたと思われる ([AKTI], [AKT2],
[AKT3] $)$ . しかし, 具体的な問題への応用を考える際には, 高階方程式よりもむしろ 1 階
の連立方程式系に対する理論があった方が望ましい. このノートでは, 1 階の線型常微分
方程式系に対する完全 WKB 解析の理論展開を考察すると共に, その応用として, エネ
ルギーレベルの交差に伴う (非断熱的) 遷移確率を完全 WKB 解析の立場から論じる.

21 階線型常微分方程式系に対する完全 WKB 解析
1 階線型常微分方程式系の WKB 解析的な取り扱いについては, 非常に詳しい結果を

含めて既にかなりの部分が Wasow の本 [W1], [W2] の中で論じられている. (もつとも,

Borel 和といった完全 WKB 解析的な視点が扱われている訳ではないが .-) この節では,

完全 WKB 解析の立場にたって, Wasow の本のうちで重要と思われる部分を復習しかつ
必要に応じて議論を補充しながら, 連立方程式系の完全 WKB 解析の理論を展開してみ
よう.

2.1 WKB 解の構或

次の形をした 1 階線型常微分方程式系

(2.1) $\frac{d}{dx}\psi=\eta H(x)\psi$ ( $\eta$ : large parameter)
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(但し, $H(x)$ は各或分が正則函数であるような $n\mathrm{x}n$ 行列, $\psi(x)$ は $n$ 次元ベクトル値の
未知函数) , あるいはその局所的なモデルとして現れる

(2.2) $\frac{d}{dx}\psi=\eta H(x, \eta)\psi$ , $H(x, \eta)=H_{0}(x)+\eta^{-1}H_{1}(x)+\eta^{-2}H_{2}(x)+\cdots$

(但し, $H_{j}(x)$ は任意のコンパクト集合 $K$ 上で $\sup_{K}||H_{j}(x)||\leq A_{K}C_{K}^{j}j!(A_{K},$ $C_{K}$ は定
数) という評価を満たすものとする) という形の方程式系を考える. 単独方程式の場合と
同様, 議論の出発点となるのは方程式系 (2.1) に対する形式解 (WKB 解) の構或である.
連立方程式系の場合, 2 階単独方程式の場合の Riccati 方程式に相当するような形式
解を能率的に (つまり, ほぼ一意にしかも代数的に) 求めるような方法が存在すること
は期待できない. その代わりに, [Wl, Chapter VII], [W2, Chapter $\mathrm{I}\mathrm{I}$ ] にならって, こ

こでは “形式的対角化” を利用して形式解の構或を行う. すなわち, $\psi=R(x, \eta)\varphi=$

$(R_{0}(x)+\eta^{-1}R_{1}(x)+\cdots)\varphi$ という形の未知函数の変換によって方程式系 (2.1) を対角化
することを考える. まず, $H(x)$ (あるいは $H_{0}(x)$ ) の固有値 $\rho_{j}(x)$ $(j=1, \ldots, n)$ がすべ
て相異なる, すなわち

(2.3) $\Omega=\{x\in \mathbb{C};\rho_{j}(x)\neq\rho_{k}(x)(j\neq k)\}$

という領域上 (より正確には, この領域 $\Omega$ の各点の近傍) で考えることにすれば, $\psi=$

$P_{0}(x)\tilde{\psi}$ ( $P_{0}(x)$ は正則函数を或分とする non-singular な行列) という変換によって最高次
の項を対角化することは確かに可能である. しかし, この変換によって方程式系 (2.1) は

(2.4) $\frac{d}{dx}\tilde{\psi}=\eta[\tilde{H}_{0}(x)-\eta^{-1}P_{0}(x)^{-1}\frac{dP_{0}(x)}{dx}]\tilde{\psi}$, $\overline{H}_{0}(x)=P_{0}(x)^{-1}H(x)P_{0}(x)$

という形に変換され, 新たに現れた低次の項 $P_{0}^{-1}dP_{0}/dx$ を更に対角化する必要が生じる.
そこで次に, $\tilde{\psi}=(1+\eta^{-1}P_{1}(x))\psi^{\approx}$ という変換を考える.

(2.5) $(1+\eta^{-1}P_{1}(x))^{-1}=1-\eta^{-1}P_{1}(x)+\eta^{-2}P_{1}(x)^{2}-\cdots$

に注意すれぼ, 簡単な計算から (2.1) は

(2.6) $\frac{d}{dx}\psi^{\approx}=\eta[\tilde{H}_{0}+\eta^{-1}(-P_{0}^{-1}\frac{dP_{0}}{dx}+[\tilde{H}_{0}, P_{1}])+\cdots]\psi^{\approx}$

(ここで, $[A, B]=AB-BA$ は 2 つの行列 $A$ と $B$ の交換子を, また. . . の部分は $\eta$ に関し
てより次数の低い項を表す) に変換されることがわかる. 今, $\tilde{H}_{0}$ はその或分 $\rho_{j}$ がすべて異
なる対角行列だから, (2.6) の右辺の (-1) 次の項は容易に対角化できる. 実際, $P_{0}^{-1}dP_{0}/dx$

の $(j, k)$ 或分を $c_{jk}$ で表すとき, $P_{1}$ の $(j, k)$ 非対角或分を $c_{jk}/(\rho_{j}-\rho_{k})$ と定義すれぼ良
い. つまり, 変換 $\tilde{\psi}=(1+\eta^{-1}P_{1}(x))\psi^{\approx}$ によって (-1) 次の項まで対角化ができた. この手
続きは, 帰納的に任意の次数まで続けることが可能である. $(\psi^{\sim(j)}=(1+\eta^{-j}P_{j}(x))\psi^{\sim(j+1)}$
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という変換が方程式系の $(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ 次の項に引き起こす変換は, いつでも $[H_{0}, \ovalbox{\tt\small REJECT}]$ を加えると

いう形だから.) 結局, $\Omega$ の各点において,

(2.7) $\psi$ $=$ $P_{0}(x)(1+\eta^{-1}P_{1}(x))(1+\eta^{-2}P_{2}(x))\cdots\varphi$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$(R_{0}(x)+\eta^{-1}R_{1}(x)+\eta^{-2}R_{2}(x)+\cdots)\varphi$

(但し $R_{j}(x)$ の各或分は正則函数, また烏 (x) は non-singular) という変換によって, 方

程式系 (2.1) は

(2.8) $\frac{d}{dx}\varphi=\eta[\overline{H}_{0}(x)+\eta^{-1}\overline{H}_{1}(x)+\cdots]\varphi$, $\overline{H}_{j}(x)$ は対角行列

という形に (形式的に) 対角化できることがわかった.
こうして得られた方程式系 (2.8) は, 対角化されているので容易に解くことができる.

この解を変換 (2.7) に代人すれば, 元の方程式系 (2.1) の次の形をした (形式) 解が得ら

れる.

(2.9) $\psi^{(j)}=\exp(\eta\int_{x_{0}}^{x}(\rho_{j}(x)+\cdots)dx)R^{(j)}(x)$ .

ここで, $\rho_{j}(x)+\cdots$ は対角行列 $\overline{H}(x, \eta)=\overline{H}_{0}(x)+\eta^{-1}\overline{H}_{1}(x)+\cdots$ の $j$ 番目の対角或

分を (上記の構或から $\overline{H}_{0}(x)$ の対角或分は $H(x)$ の固有値 $\rho_{j}(x)$ に等しいことに注意) ,

$R^{(j)}(x)$ は変換行列 $R(x, \eta)=R_{0}(x)+\eta^{-1}R_{1}(x)+\cdots$ の第 $j$ 列 ($j$ 番目の縦ベクトル) を

それぞれ表す. また, $x_{0}$ は適当に取った定点である. これが方程式系 (2.1) の WKB 解
である. もちろん, 単独方程式の場合と同様, この解はほぼいつでも収束しない. 完全

WKB 解析では, この解に解析的な意味を与えるために, その Borel 和を考える.

2.2 Turning point aStokes curve

WKB 解 (2.9) の位相因子 (指数函数の中の $\eta$ に関して $(+1)$ 次の部分) は, $H(x)$ の

固有値 $\rho_{j}(x)$ の積分として与えられている. 従って, 単独方程式の場合に平行する形で,

方程式系 (2.1) の turning point と Stokes curve が次で定義される.

(2.10) turning point $\Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

$\rho_{j}(a)=\rho_{k}(a)$ となる点 $x=a$ ,

(2.11) Stokes curve $\Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

$s^{\propto}( \int_{a}^{x}(\rho_{j}(x)-\rho_{k}(x))dx)=0$.

( $(2.11)$ 式中の $a$ は $\rho_{j}(a)=\rho_{k}(a)$ となるような turning point.)
以下では, 最も generic な場合として, {\rho j(x垣のうちの 2 個のみが一致するような

turning point のみを考える. その中でも, 特に simple 及び double の turning point (す

なわち, $H(x)$ の固有多項式の判別式を $\triangle(x)$ で表したとき, $\triangle(x)$ の 1 位あるいは 2 位
の零点となっている turning point) のみを考察の対象とする.
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2.3 Turning point における変換論

WKB 解 (2.9) の Borel 和は, 一般に上で定義した Stokes curve の上でぃわゆる Stokes
現象を起こすと考えられる. 方程式系 (2.1) の解の大域的な状況を知るためには, この

Stokes 現象を具体的に記述する接続公式を求めておくことが重要である. 接続公式の具
体形を決定するために, 我々は turning point における変換論を利用する. この小節では,
simple 及び double の turning point での変換論を展開してみよう.
以下, $x=0$ を方程式系 (2.1) の (simple あるいは double の) turning point とする.

上述したように各 turning point では $H(x)$ の固有値のうちの 2 個だけが一致すると仮定
しているので, 適当な行列 $S_{0}(x)$ (non-singular かっその各或分は $x=0$ で正則) を用
いて $S_{0}(x)^{-1}H(x)S_{0}(x)$ をいわゆる “block diagonalize” (すなわち, $x=0$ で重なる 2{固
の固有値に対応する $2\cross 2$ 行列の部分と $(n-2)\cross(n-2)$ の対角行列の部分との直和の
形に変換) することができる. しかも, WKB 解を構或する際に用いた形式的対角化の場
合と同様な議論により, この block diagonalization も $\eta$ に関して低次の項まで含めて完
全に (full order で) 行うことが可能である. すなわち, $x=0$ の近傍において,

(2.12) $\psi=(S_{0}(x)+\eta^{-1}S_{1}(x)+\eta^{-2}S_{2}(x)+\cdots)\varphi$

( $S_{j}(x)$ の各或分は $x=0$ で正則かっ $S_{0}(x)$ は non-singular) にょって方程式系 (2.1) は

(2.13) $\frac{d}{dx}\varphi=\eta[\tilde{H}_{0}(x)+\eta^{-1}\tilde{H}_{1}(x)+\cdots]\varphi$,

但し $\overline{H}_{j}(x)$ は 2 $\cross 2$ 行列と $(n-2)\cross(n-2)$ の対角行列との直和, という形に変換さ
れる. (議論の詳細については例えば [Wl, Theorem 252] を参照.) 従って, generic な状
況を仮定している今の場合, turning point での変換論を考察するには本質的にサイズが
$2\cross 2$ の方程式系を議論すれぼ十分である.
そこで, 以下 (2.2) の形をしたサイズが $2\cross 2$ の方程式系を扱うものとし, $x=0$ がそ

の (simple あるいは double の) turning point であると仮定する. まず simple turning
point での標準形は次の定理で与えられる.

Theorem 1 ([Wl, Theorem 29.1 &29.2]) サイズが $2\cross 2$ の方程式系 (2.2) が $x=0$
に simple turning point を持つと仮定する. この時, 未知函数の変換

(2. 14) $\psi=\exp(\frac{\eta}{2}\int_{0}^{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}H_{0}(x)dx)(T_{0}(x)+\eta^{-1}T_{1}(x)+\eta^{-2}T_{2}(x)+\cdots)\varphi$

( $T_{j}(x)$ の各或分は $x=0$ で正則, また $T_{0}(x)$ は non-singular) , 及び座標変換

(2.15) $x\mapsto z=z(x)$

によって, 方程式系 (2.2) は次の形に変換される.

(2.16) $\frac{d}{dz}\varphi=\eta(\begin{array}{ll}0 1z 0\end{array}) \varphi$ .
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サイズが $2\cross 2$ の方程式系の変換論については, Hanson [H], [HR] によって退化の度合い
が大きい場合も含めて非常に詳しく調べられている. 特に double turning point での変換
論は次の形にまとめられる.

Theorem 2 サイズが $2\cross 2$ の方程式系 (2.2) が $x=0$ に double turning point を持つと
仮定する. この時, 未知函数の変換

(2.17) $\psi=\exp(\frac{\eta}{2}\int_{0}^{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}H_{0}(x)dx)(T_{0}(x)+\eta^{-1}T_{1}(x)+\eta^{-2}T_{2}(x)+\cdots)\varphi$

( $T_{j}(x)$ の各或分は $x=0$ で正則, また $T_{0}(x)$ は non-singular) , 及び座標変換

(2.18) $x-z=z(x)$

によって, 方程式系 (2.2) は

(2.19) $\frac{d}{dz}\varphi=\eta[\overline{H}_{0}(z)+\eta^{-1}\overline{H}_{1}(z)+\cdots]\varphi$

に変換される. ここで, 標準形 (2.19) は次の形で与えられる.

(Case $\mathrm{I}$ ) rank $(H_{0}(0)-\rho_{1}(0))=0$ のとき,

(2.20) $\overline{H}_{0}(z)=(\begin{array}{ll}z 00 -z\end{array})$ , $\overline{H}_{j}(z)=(\begin{array}{ll}0 \mu_{j}\nu_{j} 0\end{array})$ $(j\geq 1)$ .

(Case $\mathrm{I}\mathrm{I}$ ) rank $(H_{0}(0)-\rho_{1}(0))=1$ のとき,

(2.21) $\overline{H}_{0}(z)=(\begin{array}{ll}0 1z^{2} 0\end{array})$ , $\overline{H}_{j}(z)=(\begin{array}{ll}0 ‘ 0\nu_{j} 0\end{array})$ $(j\geq 1)$ .

(但し, Case $\mathrm{I}$ , Case 垣いずれの場合も $\mu_{j}$ , $\nu_{j}$ は適当な定数.)

Theorem 2 の証明の概略を述べよう.

変換 $\psi=\exp(\eta\int^{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}H_{0}(x)dx/2)\varphi$ を考えることにより, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}H_{0}(x)=0$ かつ

$\rho_{1}(0)=\rho_{2}(0)=0$ としても一般性を失わない. 従って $H_{0}(x)$ 及びその固有多項式の判別
式はそれぞれ

(2.22) $H_{0}(x)=(\begin{array}{ll}a(x) b(x)c(x) -a(x)\end{array})$ , $\triangle(x)=a(x)^{2}+b(x)c(x)$

という形をしていることになる. まず $H_{0}(x)$ を標準形に移すことを考えよう. Case I の
場合は, $H_{0}(0)=0$ であるから, $x=0$ で正則な函数を或分に持つ行列 $H_{0}^{\uparrow}(x)$ を用いて
$H_{0}(x)=xH_{0}^{\uparrow}(x)$ と書くことができる. このとき, $H_{0}^{1}(x)$ の固有多項式の判別式を $\triangle^{\mathrm{t}}(x)$
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で表せば, $\triangle(x)=x^{2}\triangle\dagger(x)$ が成立するので double turning point の仮定より $\triangle^{\mathrm{t}}(0)\neq 0$

である. 従って $H_{0}^{\uparrow}(x)$ は対角化可能, それ故 $H_{0}(x)$ も対角化可能となる. すなわち, 適
当な行列 $T_{0}(x)$ (その各或分は $x=0$ で正則) により

(2.23) $T_{0}(x)^{-1}H_{0}(x)T_{0}(x)=(\sqrt{\triangle(x)}0-\sqrt{\triangle(x)}0)$

とできる. さらに, 座標変換 $z=z(x)$ を

(2.24) $z \frac{dz}{dx}=\sqrt{\triangle}$, Le., $z(x)=(2 \int_{0}^{x}\sqrt{\triangle(x)}dx)^{1/2}$

で定義すれば, $H_{0}(x)$ を (2.20) の形に変換することが可能であることがわかる. 一方,
Case 垣の場合は, non-singular な行列 $T_{0}(x)$ で

(2.25) $H_{0}(x)T_{0}(x)=T_{0}(x)(\begin{array}{l}01\Delta(x)0\end{array})$

を満たすものが存在する. 実際, $T_{0}(x)$ の第 1 列, 第 2 列をそれぞれ $\vec{e}_{1},\vec{e}_{2}$ で表せば,
(2.25) は $H_{0}(x)\vec{e}_{2}=\vec{e}_{1}$ と同値になり, rank $H_{0}(0)=1$ という仮定からこの式を満足する
ような $6$ }$|\vec{e}_{2}$ は容易に見つけられる. ここでさらに (2.24) で定義される座標変換, 及び

(2.26) $\psi=(\begin{array}{ll}1 00 \frac{dz}{dx}\end{array})\varphi$

という未知函数の変換を施せぼ, $H_{0}$ が (2.21) の形に変換される.
次に, $\eta$ に関して低次の項の変換を構或しよう. Case 垣の場合は simple turning point
の場合と構造がほぼ同じなので (cf. [W2, \S 5.2]), 以下 Case I の場合のみを考察する. 証
明には帰納法を利用する. 独立変数としては上で構或した $z$ を用いることとし, 今, $j\geq 2$

として

(2.27) $H_{0}(z)=(\begin{array}{ll}z 00 -z\end{array})$ , $H_{k}(z)=(\begin{array}{ll}0 \mu_{k}\nu_{k} 0\end{array})$ $(1 \leq k\leq j-1)$ ,

さらに $H_{j}(z)$ についても

(2.28) $H_{j}(z)=(\begin{array}{ll}0 b_{j}(z)c_{j}(z) 0\end{array})$

という形にまで既に変換されたものと仮定する. (もちろん, $H_{1}(z)$ の変換等, 最初の数項
については別に議論しておく必要があるが, それについては [T3] を参照.) このとき,

(2.29) $\psi=(1+\eta^{-j}P_{j}(z))\varphi$ , $P_{j}(z)=(\begin{array}{ll}p(z) r(z)s(z) q(z)\end{array})$
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を考えれば, 問題の方程式系は次の形に変換される.

(2.30) $\frac{d}{dz}\varphi=\eta[H_{0}+\cdots+\eta^{-(j-1)}H_{j-1}+\eta^{-j}\overline{H}_{j}+\eta^{-(j+1)}\overline{H}_{j+1}+\cdots]\varphi$,

但し

(2.31) $\overline{H}_{j}$ $=$ $(Hj+[H0, Pj])$

$=$ $(\begin{array}{ll}0 b_{j}(z)+2zr(z)c_{j}(z)-2zs(z) 0\end{array})$ ,

(2.32) $\overline{H}_{j+1}$ $=$ $(H_{j+1}+[H_{1}, P_{j}]- \frac{dP_{j}}{dz})$

$=$ $(\begin{array}{llll}a_{j+1}+(\mu_{1}s-\nu_{1}r)- p’ b_{j+1}-\mu_{1}(p-q)- r’c_{j+1}+\nu_{1}(p-q)- s -(\mu_{1}s-\nu_{1}r)-d_{j+1} q’\end{array})$

( $H_{j+1}$ の或分を $a_{j+1}=a_{j+1}(z)$ 等で表した). 従って,

(2.33) $\mu_{j}=b_{j}(0)$ , $\nu_{j}=c_{j}(0)$

と選び,

(2.34) $r(z)$ $=$ $-(b_{j}(z)-b_{j}(0))/(2z)$ ,

(2.35) $s(z)$ $=$ $(c_{j}(z)-c_{j}(0))/(2z)$ ,

(2.36) $p(z)$ $=$ $\int_{0}^{z}(a_{j+1}+(\mu_{1}s-\nu_{1}r))dz$ ,

(2.37) $q(z)$ $=$ $\int_{0}^{z}(d_{j+1}-(\mu_{1}s-\nu_{1}r))dz$ ,

により $p(z)$ 等を定めれば, 帰納法が進むことがわかる.
こうして Theorem 2 の証明が終わった.

上で説明した変換の構或の際に, 同時に変換行列の評価を行えば, 次のような評価が得
られる .$\cdot$ Theorem 1 及び Theorem 2 に現れる変換行列 $T_{j}(x)$ , さらに Theorein 2 につい
ては標準形 $\overline{H}_{j}(z)$ に対して, 適当な定数 $r,$ $A,$ $C$ が存在して,

(2.38) $| \sup_{x|\leq r}||T_{j}(x)||\leq AC^{j}j!$ $(j=0,1,2, \ldots)$ ,

(2.39) $|\mu_{j}|,$ $|\nu_{j}|\leq AC^{j}j!$ $(j=1,2, \ldots)$

が成り立つ. この評価の導出については現在準備中の論文 [T3] を参照されたい.

59



2.4 接続公式

Theorem 1 によると simple turning point においては Airy の方程式 (正確には, そ
れを方程式系の形に書き直したもの) が, また Theorem 2 によると Case $\mathrm{I}\mathrm{I}$ , すなゎち
rank が 1 の場合の double turning point においては Weber の方程式が, それぞれ標準
形を与えている. 従って, それらの turning point から出る Stokes curve 上では, こうし
た標準形の方程式に対するものと同じ形の接続公式が成立すると考えられる. しがし, 例
えば次節で論じるエネルギーレベルの交差に伴う非断熱的遷移確率の計算や, あるいは
(Painlev\’e 方程式等に付随した) モノドロミー保存変形の解析といった具体的な問題への
応用においては, より退化した Case $\mathrm{I}$ , すなわち rank が 0 の場合の double turning point
がしばしば現れる. そこでこの小節では, Case I という退化した場合の double turning
point から出る Stokes curve 上での接続公式の具体的な記述を与えることにしょう.

Theorem 2 に述べられている通り, Case I の場合の double turning point における標
準形は (2.19)\sim (2.20) という方程式系である. この方程式系, あるいは (次節での応用を
念頭に置いて) それにさらに $\eta$ の半整数巾の項を加えた

(2.40) $\frac{d}{dz}\varphi=\eta[(\begin{array}{ll}z 00 -z\end{array})+ \sum_{j=1}^{\infty}\eta^{-j/2}(\begin{array}{ll}0 \mu_{j}/2\nu_{j}/2 0\end{array})] \varphi$

は, 原点 $z=0$ に唯一の (double) turning point を持ち, 実軸及び虚軸を Stokes curve と

するような方程式系である. [Tl, fi3] でも論じられてぃるように, (2.40) は (generic に

は) Weber 方程式の一つの variant であるので, その接続公式は Weber 方程式の場合と
同様にガンマ函数を用いて具体的に記述することができる. 例えぼ, 基本解系として

$\varphi^{(+)}$ $=$ $\{(\begin{array}{l}1\frac{\eta^{-1/2}\nu_{1/2}}{2z}\end{array})+\cdots\}e^{\eta z^{2}/2}z^{\mu\nu/2}(1+\cdots)$

(2.41)

$\varphi^{(-)}$ $=$ $\{(-\frac{\eta^{-1/2}\mu_{1/2}}{12z})+\cdots\}e^{-\eta z^{2}/2}z^{-\mu\nu/2}(1+\cdots)$

を採用し, 正の虚軸という Stokes curve を $\Re z>0$ の側から $\Re z<0$ の側に横切る際の解
析接続を問題にすれぽ, $\varphi^{(\pm)}$ の Borel 和に関して次の接続公式が成立する.

(2.42) $\{\begin{array}{l}\varphi^{(+)}-\varphi^{(+)}\varphi^{(-)}-\varphi^{(-)}-2^{\mu\nu/2}\eta^{\mu\nu/2}\mu\frac{\sqrt{\pi}}{\Gamma(\mu\nu/2+1)}e^{-i\pi\mu\nu/2}\varphi^{(+)}\end{array}$

(但し $\mu=\mu_{1/2}+\eta^{-1/2}\mu_{1}+\cdots,$ $\nu=\nu_{1/2}+\eta^{-1/2}\nu_{1}+\cdots$ , cf. [Tl, \S 3], [T3]). 他方,
Theorem 2 で構或した変換は 2 つの方程式系の WKB 解の間の変換を引き起こす. この
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変換は WKB 解のレベルでは形式的な変換だけれども, WKB 解の ( $\eta$ に関する) Borel
変換 (形式的逆 Laplace 変換) への作用を考えれぼ, 上述の評価 (2.38) により, それは
microdifferential operator として作用することがわかる. 従って, $[\mathrm{K}\mathrm{T}, \S 2.3]$ と同様の議
論から, 一般の方程式系 (2.1) (あるいは (2.2)) に対しても, その基本解系 (の一部) と

して上記の変換を通じて (2.41) に対応する WKB 解を採用すれぼ, (2.42) が Case I のタ
イプの double turning point から出る Stokes curve の上での接続公式を $–\mathrm{E}\overline{\overline{\mathrm{p}}}$

.
述しているこ

とになる.

Remark 方程式系 (2.40) に対する接続公式 (2.42) の導出は WKB 解の Borel 変換
を具体的に計算することによってなされるが, 実際にこれが可能なのは $j\geq 2$ に対して
$\mu_{j/2}=\nu_{j/2}=0$ が成り立っている場合に限られる. また, $[\mathrm{K}\mathrm{T}, \S 2.3]$ の議論を用いて一般
の方程式系に対する接続公式を導くところも, 実際に数学的に証明できるのは WKB 解
の Borel 変換に対する接続公式 (より正確には, Ecalle による alien derivative に関する
関係式) である. 出発点である方程式系 (2.1) の WKB 解 (2.9) の Borel 総和可能性を含
め, この周辺の理論を数学的に厳密に整備することは, 今後の大きな課題である.

3 応用 – 非断熱的遷移確率の計算
前節で展開した 1 階線型常微分方程式系に対する完全 WKB 解析の応用として, エネ
ルギーレベルの交差に伴う非断熱的遷移確率を求めるという問題を考える.
具体的に扱うのは, サイズが $3\cross 3$ の次の方程式系である.

(3.1) $\dot{i}\frac{d}{dt}\psi=\eta[(\begin{array}{lll}\rho_{1}(t) 0 00 \rho_{2}(t) 00 0 \rho_{3}(t)\end{array})+ \eta^{-1/2}(\frac{}{c_{13}}\frac{0}{c_{12}}\frac{c_{12}0}{c_{23}}c_{23}c_{13}0)]\psi$ ,

但し

(3.2) $\rho_{1}(t)=b_{1}t+a$ , $\rho_{2}(t)=b_{2}t$ , $\rho_{3}(t)=b_{3}t$

$(b_{j}, a\in \mathbb{R}, c_{jk}\in \mathbb{C})$ . 以下では, $\rho_{j}(t)$ と $\rho_{k}(t)$ が交わる点を $t_{jk}$ で表す. すなわち,

(3.3) $t_{12}= \frac{a}{b_{2}-b_{1}}$ , $t_{23}=0$ , $t_{13}= \frac{a}{b_{3}-b_{1}}$ .

なお, 状況を特定するために $0<b_{1}<b_{2}<b_{3},$ $a>0$ を仮定する.
方程式系 (3.1) ?よ, エネルギーレベルの交差を伴った時間に依存する Schr\"odinger 方程

式の一つの簡単なモデルである. (各 $\rho_{j}(t)$ がエネルギーレベルにあたり, それらが有限の
時間 $t_{jk}$ で交わることがエネルギーレベルの交差に相当する.) また, その大きなパラメー
タ $\eta$ に関する依存の仕方が, (3.1) が非断熱的であることを意味している. “エネルギー
レベルの交差に伴う非断熱的遷移確率の問題” とは, こうしたエネルギーレベルの交差が
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(as $tarrow\pm\infty$ )

固有状態の間の遷移確率にどのような影響をもたらす力$[searrow]$ すなわち, $t\sim-\infty$ での固有状
態が時間発展の後に $t\sim+\infty$ では固有状態のどのような一次結合に遷移する力 $\backslash$ , を調べ
ることである. このモデルの場合, 不確定特異点 $t=\infty$ での形式解の構或から得られる

(3.4) $\psi^{\pm,(j)}(t)=e^{-i\phi_{j}(t)}|t|^{iA_{j}}\{(\begin{array}{l}0\vdots 1\vdots 0\end{array}\}j+O(\frac{1}{t})\}$

(ここで $\phi_{j}(t)=\int^{t}(b_{j}t+a_{j})dt$ , また $A_{j}$ $\in \mathbb{R}$ は定数) という 2 組の基本解系 (漸近解)

\psi \pm ,(力がそれぞれ $t\sim\pm\infty$ での固有状態に対応しており, その間の線型関係式

(3.5) $(\psi^{-(1)}’, \cdots, \psi^{-,(n)})=(\psi^{+,(1)}, \cdots, \psi^{+,(n)})(\begin{array}{ll}S_{11} S_{1n}\vdots \vdots S_{n1} S_{nn}\end{array})$

に現れる行列 $S=(S_{jk})_{1\leq j,k\leq n}$ ( $S$ 行列と呼ぼれる) が $t\sim-\infty$ の固有状態から $t\sim\infty$

の固有状態への遷移を記述している. 我々の目的は, 前節で展開した 1 階方程式系に対
する完全 WKB 解析 (特に接続公式) を用いて, (3.1) の $S$ 行列を具体的に計算するこ
とである. なお, この問題に関するこれまでに知られている結果等については, [L], [Z],
[CH], [BE], [J] やそこに挙げられている文献を参照されたい (簡単な歴史的解説に関して
は [T2] も参照).

問題の方程式系 (3.1) に前節の議論を適用しよう. ( $(3.1)$ が $\eta^{1/2}$ の項を含んでいるため
に, 実際の適用にあたっては細部の修正が必要であることに注意. この修正に関しては
[AKT4, Appendix] を参照.) まず, (3.1) の WKB 解は次式で与えられる.

(3.6) $\psi^{(j)}=\exp(\frac{\eta}{i}\int_{0}^{t}\rho_{j}(t)dt)(\rho_{k}-\rho_{j})^{-\kappa_{kj}}(\rho_{l}-\rho_{j})^{-\kappa_{lj}}\{(\begin{array}{l}0\vdots 1\vdots 0\end{array}\}j+O(\eta^{-1/2})\}$ ,

ここで $\kappa_{\alpha\beta}$ は

(3.7) $\kappa_{\alpha}\rho=\frac{i|c_{\alpha\beta}|^{2}}{b_{\beta}-b_{a}}$ $(\alpha, \beta=1,2,3)$

により定義されるパラメータであり, また $k,$ $l$} は {1, 2, 3} の置換となっているものと
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する (すなわち, 集合として $\{j,$ $k,$ $l\}=\{1,2,3\}$ が成り立つ). さらに,

$tarrow-\infty$ のとき $\alpha<\beta$ ならぼ $\arg(\rho_{\alpha}-\rho_{\beta})=0$ ,

$\alpha>\beta$ ならば $\arg(\rho_{\alpha}-\rho_{\beta})=\pi$ ,
(3.8)

$tarrow+\infty$ 。’、 $\alpha<\beta ft\text{ら}|\mathrm{f}^{\backslash }\arg(\rho_{\alpha}-\rho\beta)=-\pi$ ,

$\alpha>\beta$ ならぼ $\arg(\rho_{\alpha}-\rho_{\beta})=0$

により多価函数 $(\rho_{k}-\rho_{j})^{-\kappa_{kj}}$ 等の分枝を定める. このとき, WKB 解 \psi (力と漸近解 \psi \pm ,(力
との間には,

(3.9) $\psi^{\pm,(j)}=N^{\pm,(j)}\psi^{(j)}$

という関係式が成り立つことに注意しよう. (N\pm ,(力は正規化に関わる定数であり, その

第 1 項は, 絶対値 1 の複素数を別にして,

$N^{-,(1)}=e^{-i\pi(\kappa_{12}+\kappa_{13})}$ , $N^{-,(2)}=e^{-i\pi\kappa_{23}}$ , $N^{-,(3)}=1$ ,
(3.10)

$N^{+,(1)}=1$ , $N^{+,(2)}=e^{-i\pi\kappa_{12}}$ , $N^{+,(3)}=e^{-i\pi(\kappa_{23}+\kappa_{13})}$

で与えられる .) すなわち, WKB 解 $\psi^{(j)}$ は $\psi^{\pm,(j)}$ の代用物と見なせる.
この WKB 解 \psi (力の解析接続を論じるために, 次に (3.1) の turning point と Stokes

curve を求める. 定義から, turning point はエネルギーレベルが交差する点 tj\sim こ一致する
ことが容易に確かめられる. また, (3.1) の場合 $\rho_{j}(t)$ は実係数の 1 次式なので, これらの

turning point から出る Stokes curve は, Figure 1 に図示されているように傾き $45^{\mathrm{O}}$ の直
線となる. なお, Figure 1 に現れた 2 本の曲線は, 方程式系 (3.1) のい $.\text{わ}$ゆる new Stokes
curve である. 実は, 実軸との交点の付近においては, この 2 本の new Stokes curve 上
では WKB 解の Borel 和の間に Stokes 現象が起こらないことが証明できる. (実軸との交

点が “new turning point” (あるいは最近の言葉遺いを用いれば “virtual turning point”)
になっているので. 詳しくは [AKT4] を参照. この事実を表現するために, Figure 1 で
は new Stokes curve の実軸との交点の付近が破線で表示されている.) つまり $S$ 行列を
計算する際には, 実軸に沿った解析接続が問題なので, 3 個の turning point $t_{jk}$ から出

る通常の Stokes curve のみを考えれば良い. 容易にわかるようり, これら 3 個の tuming
point はいずれも Theorem 2 の Case $\mathrm{I}$ にあたる退化した double turning point である.
しかも, (3.1) が $\eta^{1/2}$ の項を含んでいるが故に, 各 $t_{jk}$ における標準形は $\eta$ の半整数巾を
含んだ方程式系 (2.40) となる. 従って, $tjk$ を起点とする Stokes curve の上では, (2.40)
に対する接続公式 (2.42) と同じ形の接続公式が成立すると期待される.
例えば $t_{23}=0$ という turning point を考えよう. 標準形 (2.40) への変換を具体的に構

或してみればわかるように, $t_{23}=0$ における “不変量” $\mu,$ $\nu$ (の第 1 項) は

(3.11) $\mu_{1/2}=-\sqrt{\frac{2i}{b_{3}-b_{2}}}c_{23}$ , $\nu_{1/2}=-\sqrt{\frac{2i}{b_{3}-b_{2}}}\overline{c_{23}}$ , $\frac{\mu\nu}{2}=\frac{i|c_{23}|^{2}}{b_{3}-b_{2}}+\cdots=\kappa_{23}+\cdots$
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$3<2$ $3<1$ . $2<1$ $2<3$ $1<3$ $1<2$

$2<3$ $1<3$ $1<2$ $3<2$ $3<1$ $2<1$

Figure 1: 方程式系 (3.1) の Stokes curve.

である. ( $(3.11)$ において. . . は $\eta$ に関して低次の項を表す. 以下でも同様. 本節ではもっ
ぽら $\eta$ に関する第 1 項のみを扱うので, 混乱の恐れがない限り, しぼしぼ低次の項を無
視して. . . という記号も省略することがある.) また, (2.40) の基本解系 (2.41) にこの変
換を通じて対応する解を $\tilde{\varphi}^{(\pm)}$ で表すと, $\tilde{\varphi}^{(\pm)}$ と \psi (力との間に次の関係が成立する.

(3.12) $\{$

$\tilde{\varphi}^{(+)}$ $=$ $(2(b_{3}-b_{2}))^{-\mu\nu/4}e^{:\pi\mu\nu/8}a^{:|\mathrm{c}_{12}|^{2}/(b_{2}-b_{1})}(1+\cdots)\psi^{(2)}$ ,

$\tilde{\varphi}^{(-)}$ $=$ $(2(b_{3}-b_{2}))^{\mu\nu/4}e^{-5\dot{\iota}\pi\mu\nu/8}a^{:|\mathrm{c}_{13}|^{2}/(b_{3}-b_{1})}(1+\cdots)\psi^{(3)}$ .

解 $\tilde{\varphi}^{(\pm)}$ に対しては (2.42) と同じ形の接続公式が成り立つと考えられる. 従って, 2 組の
解の間の関係式 (3.12) と接続公式 (2.42) を組み合わせることにより, $t_{23}=0$ の左側から
右側に上半平面の 2 本の Stokes curve を横切って $\psi^{(j)}(j=2,3)$ を解析接続した時,

(3.13) $\{$

$\psi^{(2)}$ $\mapsto$ $(1+\alpha_{23}^{-}\alpha_{23}^{+})\psi^{(2)}-\alpha_{23}^{-}\psi^{(3)}$

$\psi^{(3)}$ $\mapsto\psi^{(3)}-$ 。$23+_{\psi^{(2)}}$

64



という公式が成立することが結論される. ここで,

$\alpha_{23}^{\pm}=c_{23}^{\pm}\frac{i\sqrt{2\pi}}{\Gamma(1\pm\kappa_{23})}(e^{\pm i\pi/2}(b_{3}-b_{2}))^{-1/2}(2\eta)^{\pm\kappa_{23}}e^{(1/2\mp 1)i\pi\kappa_{23}}\beta_{23}^{\pm 1}$ (複号同|||頁),

(3.14)
$\beta_{23}=e^{i\pi\kappa_{23}}(2(b_{3}-b_{2}))^{-\kappa_{23}}a^{\kappa_{12}-\kappa_{13}}$ ,

$c_{23}^{+}=c_{23}$ , $c_{23}^{-}=\overline{c_{23}}$.

( $(3.13)$ の導出にあたっては接続公式を 2 度用いた. なお, $\psi^{(1)}$ については Stokes 現象は
起きないことに注意.) すなわち, $3\cross 3$ 行列 $M_{23}$ を

(3.15) $M_{23}=(\begin{array}{lll}\mathrm{l} 0 00 1+\alpha_{23}^{-}\alpha_{23}^{+} -\alpha_{23}^{+}0 -\alpha_{23}^{-} 1\end{array})$

で定義すれば, $t_{23}=0$ の左側から右側へと解析接続した時, $\psi^{(j)}(j=1,2,3)$ は

(3.16) $(\psi^{(1)}, \psi^{(2)}, \psi^{(3)})-(\psi^{(1)}, \psi^{(2)}, \psi^{(3)})M_{23}$

という接続公式を満足する訳である.
同様に, $t_{13}$ においては

(3.17) $(\psi^{(1)}, \psi^{(2)}, \psi^{(3)})\mapsto(\psi^{(1)}, \psi^{(2)}, \psi^{(3)})M_{13}$ ,

但し

$M_{13}=(\begin{array}{lll}\alpha_{13}^{-}1+\alpha_{13}^{+} 0 -\alpha_{13}^{+}0 1 0-\alpha_{13}^{-} 0 1\end{array})$ ,

(3.18) $\alpha_{13}^{\pm}=c_{13}^{\pm}\frac{i\sqrt{2\pi}}{\Gamma(1\pm\kappa_{13})}(e^{\pm i\pi/2}(b_{3}-b_{1}))^{-1/2}(2\eta)^{\pm\kappa_{13}}e^{(1/2\mp 1)i\pi\kappa_{13}}\beta_{13}^{\pm 1}$ ,

$\beta_{13}=e^{i\pi(-\kappa_{12}+\kappa_{23}+\kappa_{13})}(2(b_{3}-b_{1}))^{-\kappa_{13}}(\frac{b_{3}-b_{2}}{b_{3}-b_{1}}a)^{-\kappa_{12}-\kappa_{23}}e^{i\eta a^{2}/(2(b_{3}-b_{1}))}$,

$c_{13}^{+}=c_{13}$ , $c_{13}^{-}=\overline{c_{13}}$

という接続公式が, また $t_{12}$ においては

(3.19) $(\psi^{(1)}, \psi^{(2)}, \psi^{(3)})\mapsto(\psi^{(1)}, \psi^{(2)}, \psi^{(3)})M_{12}$ ,
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$M_{12}$ $=(\begin{array}{lll}\alpha_{\mathrm{l}2}^{-}1+\alpha_{\mathrm{l}2}^{+} -\alpha_{12}^{+} 0-\alpha_{12}^{-} 1 00 0 1\end{array})$ ,

(3.20) $\alpha_{12}^{\pm}=c_{12}^{\pm}\frac{i\sqrt{2\pi}}{\Gamma(1\pm\kappa_{12})}(e^{\pm i\pi/2}(b_{2}-b_{1}))^{-1/2}(2\eta)^{\pm\kappa_{12}}e^{(1/2\mp 1)i\pi\kappa_{12}}\beta_{12}^{\pm 1}$ ,

$\beta_{12}=e^{i\pi\kappa_{12}}(2(b_{2}-b_{1}))^{-\kappa_{12}}(\frac{b_{3}-b_{2}}{b_{2}-b_{1}}a)^{\kappa_{23}-\kappa_{13}}e^{i\eta a^{2}/(2(b_{2}-b_{1}))}$ ,

$c_{12}^{+}=c_{12}$ , $c_{12}^{-}=\overline{c_{12}}$

という接続公式がそれぞれ成立する.
問題の方程式系 (3.1) の $S$ 行列は, これら 3 つの接続公式を組み合わせることで計算

できる. より正確に言うと, WKB 解 $\psi^{(j)}$ と漸近解 \psi \pm ,(力との間の関係 (3.9) を考慮に
入れて,

(3.21) $(\begin{array}{lll}N^{+,(1)} 0 00 N^{+,(2)} 00 0 N^{+,(3)}\end{array})M_{12}M_{13}M_{23}(\begin{array}{lll}N^{-,(1)} 0 00 N^{-,(2)} 00 0 N^{-,(3)}\end{array})$

が $S$ 行列を与える. 上記の結果を代入すれぼ, 今の場合, (3.1) の $S$ 行列の第 1 項は次
式で記述されると結論される.
(3.22)

$(\begin{array}{llll}e^{i\pi(\kappa_{12}+\kappa_{13})} \alpha_{23}^{-}\alpha_{13}^{+}e^{i\pi(2\kappa_{12}-\kappa_{23})}- \alpha_{12}^{+}e^{i\pi\kappa_{23}} -\alpha_{13}^{+}e^{2i\pi\kappa_{12}}+\alpha_{12}^{+}\alpha_{23}^{+}-\alpha_{12}^{-}e^{i\pi\kappa_{13}} -\alpha_{12}^{-}\alpha_{23}^{-}\alpha_{13}^{+}e^{i\pi(\kappa_{12}-\kappa_{23})}+ e^{|\pi(\kappa_{12}+\kappa_{23})} (\alpha_{12}^{-}\alpha_{13}^{+}-\alpha_{23}^{+})e^{i\pi\kappa_{12}}-\alpha_{13}^{-}e^{i\pi(-\kappa_{12}+\kappa_{23})} -\alpha_{23}^{-}e^{i\pi\kappa_{13}} e^{i\pi(\kappa_{23}+\kappa_{13})}\end{array})$ .

この完全 WKB 解析による $S$ 行列の計算は, エネルギーレベル $\rho_{j}(t)$ が 1 次式とは限
らない一般の実多項式であるようなモデルに対しても有効である. こうした一般化につい
ては [AKT4, \S 4] を参照されたい.
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