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1 導入.

4 階準線形常微分方程式

$(p(t)|u’’|^{\alpha-1}u’’)’’+q(t)|u|^{\lambda-1}u=0$ (E)

を考える. ここで $\alpha,$
$\lambda$ は正定数, $p,$ $q$ は区間 $[a, \infty)$ 上で定義された正値連続関数とする.

方程式 (E) は $\lambda>\alpha$ のとき super-homogeneous, $\lambda<\alpha$ のとき sub-homogeneous と呼ぼ
れる. (E) の解とは, 区間 $[T, \infty)(T\underline{>}a)$ で定義された実数値関数 $u$ で $u$ と $p(t)|u’’|^{\alpha-1}u^{n}$.
が共に $C^{2}[T, \infty)$ であるものをいう.
方程式 (E) の漸近的な性質は 2 つの無限積分

$\int^{\infty}(\frac{t}{p(t)})^{1/\alpha}dt$, $\int^{\infty}\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}dt$

が収束するか発散するかによって異なることが知られている. 具体的には次の $(\mathrm{A})-(\mathrm{D})$ の

4 パターンが考えられる.

(A) $\int^{\infty}(\frac{t}{p(t)})^{1/\alpha}dt=\infty$ , $\int^{\infty}\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}dt=\infty$ ;

(B) $\int^{\infty}(\frac{t}{p(t)})^{1/\alpha}$ dt=\infty フ $\int^{\infty}.\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}dt<\infty;\backslash \backslash$

$.J$

(C) $\int^{\infty}(\frac{t}{p(t)})^{1/\alpha}$ dt<\infty ラ $\int^{\infty}\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}dt=\infty$ ; :
$j$

(D) $\int^{\infty}(\frac{t}{p(t)})^{1/\alpha}$ dt<\infty フ $\int^{\infty}\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}dt<\infty$ .
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ここで (B) の場合は $\alpha<1,$ $(\mathrm{C})$ の場合は $\alpha>1$ となる. $(\mathrm{A})-(\mathrm{D})$ の条件の下での振動定
理を確立する事を目標とする.

4 階準線形方程式 (E) に関する振動論の研究としては $\alpha=1$ の場合は $[2, 3]$ がある. –

方 [4] においては (A) の場合を取り扱い, $\alpha=1$ における結果を $\alpha\neq 1$ の場合にうまく拡
張する事に或功している. また [1] においては (B) の場合を取り扱ってぃる. 前述の通り
(B) の場合は $\alpha<1$ であるので $\alpha=1$ における結果をそのまま拡張する事は出来ないが,
振動定理を得る事が出来た.

今後用いる関数 $H,$ $\pi$ を定義しておく .$\cdot$

$H(t, \tau)=\int_{\tau}^{t}\int_{\tau}^{S}(\frac{r}{p(r)})^{1/\alpha}drds=\int_{\tau}^{t}(t-s)(\frac{s}{p(s)})^{1/\alpha}ds$,

ァ(t) $= \int_{t}^{\infty}\int_{s}^{\infty}\frac{1}{p(r)^{1/\alpha}}drds=\int_{t}^{\infty}\frac{s-t}{p(s)^{1/\alpha}}ds$ , $t\geq T>a$ .

2 正値解の性質.
方程式 (E) の正値解は次のように分類される .$\cdot$

補題 2.1. $u$ を (E) の正値解とする. このとき $u$ は次の $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ のいずれかに属する.

(i) $(p(t)|u’’|^{\alpha-1}u’’)’>0$ , $u”>0$ , $u’>0$ , $t\geq t_{1}>a$ ;

(ii) $(p(t)|u’’|^{\alpha-1}u’’)’>0$ , $u”<0$ , $u’>0$ , $t\geq t_{1}$ ;

(iii) $(p(t)|u’’|^{\alpha-1}u’’)’<0$ , $u”<0$ , $u’>0$ , $t\geq t_{1}$ ;

(iv) $(p(t)|u’’|^{\alpha-1}u’’)’>0$ , $u”>0$ , $u’<0$ , $t\geq t_{1}$ .

以下 $(\mathrm{A})-(\mathrm{D})$ 各々の場合における正値解の性質を調べる. 具体的には正値解の上下から
の評価, 最大解, 最小解 (定義は後述) の存在性に関する結果を述べる.

2.1(A) の場合.

(A) の場合に関しては文献 [4] において様々な結果が得られてぃる.

補題 2.2. [4, Lemma 2.2]. 方程式 (E) の解は (i) か (ii) である.

補題 2.3. 方程式 (E) の解 $u$ は次の不等式をみたす .$\cdot$ ある正定数 $c_{1},$ $c_{2}$ に対して

$c_{1}\leq u(t)\leq c_{2}H(t,a)$ .
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補題 24. [4, Theorem 22]. 方程式 (E) 力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$u\sim c_{1}$ なる解を持つ為の必要十分条件は

$\int^{\infty}q(t)H(t, a)^{\lambda}dt<\infty$ .

補題 25. [4, Theorem 2.1]. 方程式 (E) 力 $\backslash \backslash ^{\backslash }$

$u\sim c_{2}H(t, a)$ なる解を持つ為の必要十分条件は

$\int^{\infty}\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}(\int_{t}^{\infty}(s-t)q(s)ds)^{1/\alpha}<\infty$ .

最大解 (maximal solution) を最もオーダーの高い解の漸近的主要項, 最小解 (minimal
solution) を最もオーダーの低い解の漸近的主要項と定義する. 補題 2.3-2.4 より, 正定数が
最小解であり, 補題 23-25 より $cH(t, a)$ が最大解であることが分かる.

2.2(B) の場合.

補題 26. 方程式 (E) の解は (i) か (ii) か (iv) である.

補題 27. 方程式 (E) の解 $u$ は次の不等式をみたす .$\cdot$ ある正定数 $c_{1},$ $c_{2}$ に対して

$c_{1}\pi(t)\leq u(t)\leq c_{2}H(t, a)$ .

補題 28. 方程式 (E) 力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$u\sim c_{1}\pi(t)$ なる解を持つ為の必要十分条件は

$\int^{\infty}tq(t)\pi(t)^{\lambda}dt<\infty$ .

(注) (B) の場合 (E) 力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$u\sim c_{2}H(t, a)$ なる解を持つ為の必要十分条件は補題 25 と同じ
である.
この場合の最小解は $c_{1}\pi(t)$ , 最大解は c2 $H$ (ち $a$ ) であることが分かる.

2.3(C) の場合.

補題 29. 方程式 (E) の解は (i) か (ii) か (iii) である.

補題 2.10. 方程式 (E) の解 $u$ は次の不等式をみたす .$\cdot$ ある正定数 $c_{1},$ $c_{2}$ に対して

$c_{1}\leq u(t)\leq c_{2}t$ .

補題 21L 方程式 (E) 力 $\backslash \backslash ^{\backslash }$

$u\sim c_{1}t$ なる解を持つ為の必要十分条件は

$\int^{\infty}\frac{1}{p(t)^{1/\alpha}}(\int_{t_{0}}^{t}(t-s)s^{\lambda}q(s)ds)^{1/\alpha}<\infty$ .

(注) (C) の場合 (E) 力 $\grave{\grave{\backslash }}$

$u\sim c_{2}$ なる解を持つ為の必要十分条件は補題 2.4 と同じである.

この場合の最小解は正定数, 最大解は $c_{1}t$ であることが分かる.
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2.4(D) の場合.

補題 2.12. 方程式 (E) の解は $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ 全ての可能性がある.

補題 2.13. 方程式 (E) の解 $u$ は次の不等式をみたす .$\cdot$ ある正定数 $c_{1},$ $c_{2}$ に対して

$c_{1}\pi(t)\leq u(t)\leq c_{2}t$ .

.

れぞれ補題 28, 2 垣と同じである.
この場合の最小解は $c_{1}\pi(t)$ , 最大解は $c_{2}t$ であることが分かる.

3 振動定理.
以下の定理において次のいずれか (あるいは両方) を仮定することがある ..

$0< \lim\inf\frac{p(t)}{t^{k}}\leq\lim_{tarrow}\sup_{\infty}\frac{p(t)}{t^{k}}<\infty tarrow\infty$ for some $k\in R$ , (1)

$0< \lim\inf\frac{q(t)}{t^{l}}\leq\lim_{tarrow}\sup_{\infty}\frac{q(t)}{t^{l}}<\infty tarrow\infty$ for soへ e $l\in R$ . (2)

定理 3.1. 方程式 (E) において (A) の場合.
(I) $\lambda\leq 1<\alpha$ とする. このとき (E) が振動的である必要十分条件は

$\int^{\infty}q(t)H(t, a)^{\lambda}dt=\infty$. (3)

(II) $\lambda>1\geq\alpha$ とする. このとき (E) が振動的である必要十分条件は

$\int^{\infty}\frac{t}{p(t)^{1/\alpha}}(\int_{t}^{\infty}(s-t)q(s)ds)^{1/\alpha}=\infty$ . (4)

定理 32. 方程式 (E) において (B) の場合.
(I) $\lambda<\alpha$ とし (1) を仮定する. このとき (E) が振動的である必要十分条件は (3) である.

(II) $\lambda\geq 1>\alpha$ とする. このとき (E) が振動的である必要十分条件は

$\int^{\infty}tq(t)\pi(t)^{\lambda}dt=\infty$ . (5)

(III) $\lambda>\alpha$ とし (1), (2) を仮定する. このとき (E) が振動的である必要十分条件は (5)
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定理 33. 方程式 (E) において (C) の場合.

( $\mathfrak{h}\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT} 1<\alpha$ とする. このとき (E) が振動的である必要十分条件は

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$p(t\ovalbox{\tt\small REJECT},/\alpha \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(t-s)s^{1}q(s)ds$) $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{O}\mathrm{O}$ . (6)

(II) $\lambda>\alpha$ とし (1), (2) を仮定する. このとき (E) が振動的である必要十分条件は (4) で
ある.

定理 34. 方程式 (E) において (D) の場合.

(I) $\lambda<\alpha$ とし (1), (2) を仮定する. このとき (E) が振動的である必要十分条件は (6) で
ある.

(II) $\lambda>\alpha\geq 1$ とする. また, ある正定数 $m$ に対して $m\pi(t)\leq\pi(t+1)$ が成り立つとす
る. このとき (E) が振動的である必要十分条件は (5) である.

4 常微分方程式に関する結果のまとめ.
前章の結果を一覧表にまとめると次のようになる .$\cdot$

ただし $(*1)-(*8)$ は次の通り .$\cdot$

$(*1)$ $\lambda\leq 1<\alpha$ ,
$(*2)$ $\lambda>1$ . $\geq\alpha$ ,
$(*3)$ (1),
$(*4)$ $\lambda\geq 1>\alpha$ or (1), (2),
$(*5)$ $\lambda\leq 1<\alpha$ ,

$\cdot$

7.

$(*6)$ (1), (2),
$(*7)$ (1), (2),
$(*8)$ $\alpha\geq 1$ and $m\pi(t)\leq\pi(t+1)$ .

以上の結果から, 最大解の存在条件が sub-homogeneous の場合の振動条件に, 最小解の
存在条件が super-homogeneous の場合の振動条件に各々対応していることが分かる.
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5 偏微分方程式への応用.
この章では前述の常微分方程式の応用として, 次の偏微分方程式系を考える

$\{$

$\Delta u=f(x)|v|"-1v$

(7)
$\Delta v=-g(x)|u|^{\rho-1}u$ in $\Omega$ ,

ここで $N\geq 3,$ $\sigma\geq 1\rho\geq 1$ は定数とし, $\Omega$ は $R^{N}$ における外部領域とする. また
$f,g\in C(\overline{\Omega};(0, \infty))$ とする.

.先の常微分方程式 (E) に関する結果を用いて (7) に関する振動定理を得ることが出来る.
ここで適用できるのは (A), (B) の場合である. 十分大きな $r>0$ に対して

$f_{*}(r)= \min_{|x|=\mathrm{r}}f(x)$ and $g_{*}(r)= \min_{|x|=\mathrm{r}}g(x)$

とする.

定理 5.1. (定理 3.1 の応用) 偏微分方程式系 (7) において $\sigma\rho>1$ とする. もし

$\int^{\infty}tf_{*}(t)dt=\infty$ ,

$\int^{\infty}t^{N-1-\sigma(N-2)}f_{*}(t)dt=\infty$

かつ

$\int^{\infty}t^{N-1-\sigma(N-2)}f_{*}(t)(\int_{t}^{\infty}s^{N-3}\int_{S}^{\infty}r^{1-\rho(N-2)}g_{*}(r)drds)\sigma dt=$。

ならば (7) は正値解 $(u, v)$ を持たない.

定理 5.2. (定理 32 の応用) 偏微分方程式系 (7) において $\sigma>1,$ $\rho\geq 1$ とする. もし

$\int^{\infty}tf_{*}(t)dt=\infty$,

$\int^{\infty}t^{N-1-\sigma(N-2)}f_{*}(t)dt<\infty$

かつ

$\int^{\infty}t^{N-1-\rho(N-2)}g_{*}(t)(\int_{t}^{\infty}s^{N-3}\int_{S}^{\infty}r^{1-\sigma(N-2)}f_{*}(r)drds)^{\rho}dt=\infty$

ならば (7) は正値解 $(u, v)$ を持たない.

6



上の結果の具体的な例を 1 つ挙げる.

例 51. 方程式系

$\{$

$\triangle u=|x|^{-1}v^{3}$

$\triangle v=-|x|^{3}u^{3}$ in $R^{3}\backslash \{0\}$

は正値解を持たない.

一方, ある $\epsilon\in(0,8/3)$ に対して方程式系

$\{$

$\triangle u=|x|^{-1}v^{3}$

$\triangle v=-|x|^{3-\epsilon}u^{3}$ in $R^{3}\backslash \{0\}$

は球対称な正値解
$u(x)=c_{1}|x|^{m_{1}}$ , $v(x)=c_{2}|x|^{m_{2}}$ ,

を持つ. ただし
$m_{1}=-2+ \frac{3\epsilon}{8},$ $m_{2}=-1+ \frac{\epsilon}{8}$ ,

$c_{1}= \frac{\epsilon^{3/8}}{8}(8-\epsilon)^{3/8}(16-3\epsilon)^{1/8}(8-3\epsilon)^{1/8},$ $c_{2}= \frac{\epsilon^{1/8}}{8}(8-\epsilon)^{1/8}(16-3\epsilon)^{3/8}(8-3\epsilon)^{3/8}$

である.
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