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1 導入

まず 本稿で考察する問題について説明する. 自然数 $a(a\neq 1)$ をとり, $p$ は奇素数, $p\{a$

とする. また $D_{a}(p)$ を $a$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ での剰余位数, つまり $\mathrm{Z}/p\mathrm{Z}^{\mathrm{x}}$ において $a$ が生成する

部分群 $\langle a\rangle$ の位数, そして $I_{a}(p):=|\mathrm{Z}/p\mathrm{Z}^{\mathrm{x}}$ : $\langle a\rangle|$ ( $a$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ での剰余指数) とする. こ

のとき次の問題を考える:

間題 1J 集合

$Q_{a}(x;k, l):=\{p\leq x ; D_{a}(p)\equiv l(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} k)\}$ $(0\leq l<k)$

の自然密度, i.e. $\triangle_{a}(k, l):=\lim_{xarrow\infty}\# Q_{a}(x;k, l)/\pi(x)$ を求めよ ($\pi(x):x$ 以下の素数の個

数).

本稿はこの問題に対する最初の報告 [1] の続編であり, その後得られた新しい結果を報告
することを目的としている. われわれがこのような問題を考えるに到った背景については,

[1], [2], [3] などに述べてある. また, われわれとは別の観点からこの問題を考えた研究者
がいたことは [1] の付記 (p.255) で触れたが, それに関して詳しいことは, [2, p.2] をご参

照いただきたい.

さて, [1] において, われわれは $k=4$ の場合を考え, 次の結果を報告した:

定理 L2 $a$ は square free, $a>2$ とする.

(i) $l=0,2$ のとき

$\# Q_{a}(x;4, l)=\frac{1}{3}1\mathrm{i}x+O(\frac{x}{\log x1\mathrm{o}\mathrm{g}\log x})$ $(xarrow\infty)$ .

(ii) さらに $a\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ を仮定する. $l=1,3$ のとき, GRH (一般 Riemann 予想) の仮

定のもとで,
$\# Q_{a}(x;4, l)=\frac{1}{6}1\mathrm{i}x+O(\frac{x}{\log x1\mathrm{o}\mathrm{g}\log x})$ $(xarrow\infty)$ .

その後, 現在までに得られた結果は 2 つで, それらは次のようにまとめられる:

(1) $k=4$ のとき, $a$ に関する仮定を大幅に緩め, 密度を計算した. その結果, $l=1,3$ の

ときの密度は, 必ずしも 1/6 づつにはならないことが判明した. また, そのような場

合に, 密度はある種の無限積を用いて表されることがわかった.
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(2) $k\ovalbox{\tt\small REJECT} q^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(q_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ 奇素数, $i\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{y}$ の場合に, 自然密度 $\Delta_{a}(q^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}, j)(1\ovalbox{\tt\small REJECT} j<\ovalbox{\tt\small REJECT})$ の存在を証明,
さらに, $q|j$ の場合について, $\Delta_{a}(q^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}, \mathrm{y})$ の値を決定した.

ただし,,上記 (1), (2) いずれの場合も, GRH の仮定が必要である.
上記 (1) の結果については [2] ですでに報告してあるので, ここでは主に (2) につぃて

述べることにするが, (1) の結果は [1] の直接の拡張なので, \S 3 で結果のみ簡単に紹介する.
今回の主結果は次の通りである:

定理 L3 $a(\geq 2)$ は完全 $b$ 乗数ではないとし $(b\geq 2),$ $q$ : 奇素数, $i\geq 1$ とする. このと
き GRH の仮定のもとで, $1\leq j<q^{i}$ に対して

$Q_{a}(x;q^{i}, j)= \triangle_{a}(q^{i},j)1\mathrm{i}x+O(\frac{x}{\log x1\mathrm{o}\mathrm{g}\log x})$ $(xarrow\infty)$

なる実数 $\triangle_{a}(q^{i}, j)$ が存在し, $q|j$ ならば,

$\triangle_{a}(q^{i}, j)=\frac{1}{q^{i-2}(q^{2}-1)}$ (1.1)

が成立する.

注意. 式 (1.1) は $j=0$ のときも全く同じ形で成立し, そのときは unconditional である
(c$f$ . 命題 26).

このあと, \S 2 では定理 13 の証明の概略を述べる. \S 3 では $\triangle_{a}(4, l)$ に関する結果を述
べ, 最後の \S 4 では, 関連する数値実験の結果を紹介する.
最後に, 記号を少し整理しておく. 整数 $k$ に対し, $\zeta_{k}$ は 1 の原始 $k$ 乗根, $\varphi(k)$ と $\mu(k)$

はそれぞれ Euler の関数と M\"obius の関数を表す. また素数 $q$ のべき $q^{e}$ に対し, $q^{e}||k$ は
$q^{e}|k$ かつ $q^{e+1}\{k$ を表すものとする.

2 定理 1.3 の証明
まず, 自然密度 $\triangle_{a}(q^{i}, j)$ の存在を証明しょう. 以後, $j=hq^{e}(q \dagger h, 0\leq e\leq i-1)$ と

する.

一般に, 剰余位数 D。はきわめて扱いづらい量であるが, 関係式 $D_{a}(p)I_{a}(p)=p-1$ を
用いて, これを $I_{a}$ の式で書き換えることができる. $I_{a}$ の方が, 代数体における $p$ の分解
の様子で必要な条件を記述でき, いくぶん扱いやすい:

補題 2. 1

$Q_{a}(x;q^{i},j)=\cup\cup f\geq e1\leq r<q^{i}\{$
$p\leq x;p\equiv 1+rq^{f}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{f+i})$ ,

$I_{a}(p)\equiv\{(r\overline{h})\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{i-e}\}\cdot q^{f-e}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{f+i-2e})\}$ ,

$(q,r)=1$

ただし, $h\overline{h}\equiv 1$ (mod $q^{i-e}$ ), また, 右辺の集合はすべて disjoint である.
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証明は一種の sieve method によるが, 全く初等的である. $I_{a}(p)$ の条件を等号で書くと, 次

の式が得られる:

$\# Q_{a}(x;q^{:},j)$

$= \sum_{1\leq \mathrm{r}<q^{:}}\sum_{J\geq e}\sum_{l\geq 0}\#\{$

$p\equiv 1+rq^{f}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{f+:})$ ,
$p\leq x;I_{a}(p)=\{(r\overline{h})\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{:-e}+l\cdot q^{i-e}\}\cdot q^{f-e}\}$ . (2.1)

$(q,t)=1$

この式の右辺に現れる素数集合は, $\{p\leq x;I_{a}(p)=m, p\equiv s(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} t)\}$ ($m,$ $s,$ $t$ : 整数) の

形である. $\{p\leq x;I_{a}(p)=m\}$ の密度はすでに Murata [5] で求められている. もう 1 つ

の条件 $p\equiv s(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} t)$ は, Chebotarev の定理 (c$f$ . Lagarias-Odlyzko [4]) により扱うこと

ができ , 結局, 次の定理を得る (この部分の議論の詳細は, [1, \S 4] とほぼ同じである)

定理 22(密度存在) $a\geq 2,$ $a$ は完全 $b$ 乗数でないとする $(b\geq 2)$ と, GRH の仮定のも

とで,
$\# Q_{a}(x;q^{:}, j)=\triangle_{a}(q^{:}, j)1\mathrm{i}x+O(\frac{x}{\log x1\mathrm{o}\mathrm{g}\log x})$ ,

$\triangle_{a}(q^{\dot{l}},$

$j)= \sum_{1\leq \mathrm{r}<q^{1}}$

.
$\sum_{f\geq e}\sum_{l\geq 0}\frac{k_{0}}{\varphi(k_{0})}\sum\frac{\mu(d)}{d}\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\mu(n)c_{f}(k,n,d)}{[\tilde{G}_{k,n,d}\cdot \mathrm{Q}]}.$’ (2.2)

$d|k_{0}$

$(q,\tau)=1$

ただし,
$k=\{(\overline{h}r)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{:-e}+l\cdot q^{:-e}\}q^{f-e}$,

この $k$ に対して,

$k_{0}= \prod_{p:\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e},p|k}p$

( $k$ の core),

$G_{k,n,d}=\mathrm{Q}(a^{1/kn}, \zeta_{kd}, \zeta_{n})$ , $\tilde{G}_{k,n,d}=G_{k,n,d}(\zeta_{q}f+2)$ .

また $c_{r}(k, n, d)\}$こついては, まず $\sigma_{f}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}(\zeta_{q}f+2)/\mathrm{Q})$ を $\sigma_{f}$ : $\zeta_{q^{f+2}}\vdash\#\zeta_{q^{f+2}}^{1+\mathrm{r}q^{f}}$ で定まる

ものとし, $\sigma_{f}^{*}|_{\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+2}})}=\sigma_{f}$ を満たす $\sigma_{f}^{*}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{G}_{k,n,d}/G_{k,n,d})$ を考える. そして

果 $(k, n, d)=\{$
1, $\sigma_{f}^{*}$ が存在するとき,
0, $\sigma_{r}^{*}$ が存在しないとき

により定義する.

注意. (1) 密度の存在を示すには, 級数 (2.2) が 1 つの実数値として定まることを言わね
ばならない. 級数 (2.2) の絶対収束を示すことは困難と思われるため, 次のような考え方

でこれを示す: まず (2.2) 式の $k_{0}/\varphi(k_{0})$ 以下は, (2.1) 式右辺の素数集合の密度であるか

ら 0 以上, (2.1) 式右辺の素数集合は互いに disjoint なので, これらの密度をすべて足し合

わせた (2.2) の値は, 素数全体の密度 (すなわち 1) を超えることはない. したがって (2.2)

は, ( $n$ に関する和を $l$ 1こ関する和よりも前に持っていくことさえしなければ)上に有界な
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正項級数となり, 値が定まることが言える. ついでながら, $n$ に関する和の絶対収束を示
すことは可能である.

(2) 写像 $\sigma_{r}^{*}$ は, 存在すればただ 1 つであることが証明できる.

この定理により, 自然密度 $\triangle_{a}(q^{i}, j)$ の存在がわかった. しかし, (2.2) 式には, $[\tilde{G}_{k,n,d} : \mathrm{Q}]$

と $c_{r}(k, n, d)$ という, 明示されていない項が残っている. このうち $[\tilde{G}_{k,n,d} : \mathrm{Q}]$ については,

補題 2.3

$[\tilde{G}_{k,n,d} : \mathrm{Q}]=\{$

$kn\cdot\varphi(\langle kd, n, q^{f+i}\rangle)$ , または

$\frac{1}{2}kn\cdot\varphi(\langle kd, n, q^{f+i}\rangle)$ ,

ただし, $\langle a, b, c\rangle$ は, $a,$ $b,$ $c$ の最小公倍数. 第 2 の場合が起こるのは, $kn$ が偶数, かつ次の
�, $[egg2]$ , �いずれかが成り立つ場合に限る:

� $\ldots$ $a_{1}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4),$ $a_{1}|\langle kd, n, q^{f+i}\rangle$ ,

� $\ldots$ $a_{1}\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4),$ $4a_{1}|\langle kd, n, q^{f+i}\rangle$ ,

� $\ldots$ $a_{1}\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4),$ $4a_{1}|\langle kd, n, q^{f+i}\rangle$ .

係数 $c_{r}(k, n, d)$ の決定には少々長い計算が必要である. ここでは方針のみを述べる. ま

ず Galois 理論からの, 次の補題を準備する:

補題 2.4 $K$ : 体, $L,$ $M:K$ の有限次拡大とし, $L/M$ は Galois 拡大であるとする. この

とき

(I) $ML/M$ は Galois 拡大で,

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(ML/M)$ $arrow$ Gal(L/K)
u) $(V$

$\sigma$ – $\sigma|_{L}$

は単射準同型, したがって $\mathrm{G}\mathrm{a}1(ML/M)$ は Gal(L/K) の部分群と考えられる.

(II) 次の 3 つは同値

(i) Gal(ML/M)\cong Gal(L/K),

(ii) $[ML : M]=[L : K]$ ,

(iii) $K=M\cap L$ .

これを $M=G_{k,n,d},$ $L=\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+}}.\cdot)$ に対して適用すると, $ML=\tilde{G}_{k,n,d}$ となる. そして共通

部分 $K=G_{k,n,d}\cap \mathrm{Q}(\zeta_{q}J+i)$ を求め, $\sigma_{r}$ が $K$ 上恒等写像であるかどうかを調べる. もし

\sigma r|K=j比ならば, $\sigma_{r}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+i}})/K)$ であり, 補題 2.4 より $\tau|_{\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+:}})}=\sigma_{r}$ なる $\tau\in$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{G}_{k,n,d}/G_{k,n,d})$ が存在する. これが $\sigma_{r}^{*}$ であり, $c_{r}(k, n, d)=1$ が言える. また, $\sigma_{r}|_{K}\neq \mathrm{i}\mathrm{d}$ .
ならば, $\sigma_{r}\not\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+}}.\cdot)/K)$ であるが, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{G}_{k,n,d}/G_{k,n,d})\cong \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+:}})/K)$ であるこ

とは同じなので, $\tau|_{\mathrm{Q}(\zeta_{q^{f+:}})}=\sigma_{r}$ なる $\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{G}_{k,n,d}/G_{k,n,d})$ Iま存在せず, $c_{f}(k, n, d)=0$ と

なる.
以上を基本的な考え方として $c_{f}(k, n, d)$ をすべて求めることができる. 詳細は紙数の都

合により割愛するが, 次の結果が得られる:
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定理 2.5 $e\geq 1$ ならば, すべての $r,$ $k,$ $n,$ $d$ [こ対して, 果 $(k, n, d)=1$ .

この結果から, $e\geq 1$ の場合, $\triangle_{a}(q^{i}, hq^{e})$ はすべての $h$ [こ対して, 級数として等しいこと

が証明される. すなわち, $q|j,$ $j\neq 0$ であるような $\triangle_{a}(q^{:}, j)$ はすべて等しい. さら [ニ, 次を

利用する:

命題 26 $a\in \mathrm{N},$ $a\geq 2$ とし, $a$ は完全 $b$ 乗数 $(b\geq 2)$ ではないとする. $q$ : 奇素数, $i\geq 1$

$U)\text{と}$ き,
$\triangle_{a}(q^{:}, 0)=\frac{1}{q^{\dot{l}-2}(q^{2}-1)}$ .

証明. [1, \S 3] と同様 (この結果は unconditional であることに注意).

このことと, $i\geq 1,$ $m\geq i+1$ に対して成り立つ等式

$\triangle_{a}(q^{:}, 0)-\triangle_{a}(q^{:+1},0)=1\leq j\leq.\cdot q^{m}-1\sum_{q||j}\triangle_{a}(q^{m},j)$

によって》主結果である定理 L3 が得られる.

3 $\triangle_{a}(4, l)$ の場合

ここでは, $\triangle_{a}(4, l)$ に関して, [1] 以後に得られた結果について簡単に紹介する. 特に
$l=1,3$ の場合が重要である. [1] においては, $a$ に強い条件が課せられていたが, 今回それ

を大幅に緩めることができた:

定理 3.1 $a\in \mathrm{N},$ $a\geq 2$ とし, $a$ は完全 $b$ 乗数 $(b\geq 2)$ ではないとする. $a=a_{1}a_{2}^{2}(a_{1}$ :

square free) とおく. すると GRH のもとで,

$\# Q_{a}(x;4, l)=\triangle_{a}(4, l)1\mathrm{i}x+O(\frac{x}{\log x1\mathrm{o}\mathrm{g}\log x})$ $(xarrow\infty)$

が成立し》自然密度 $\triangle_{a}(4, l)(l=1,3)$ は次の式で与えられる:

(I) $a_{1}\equiv 1,3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ならば

$\triangle_{a}(4,1)=\triangle_{a}(4,3)=\frac{1}{6}$ .

(II) $a_{1}\equiv 2\langle \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4$ ) のとき, まず定数 $C$ を次のように定義する:

$C:=p \equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}p:\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}\epsilon\prod_{4)}(1-\frac{2p}{(p^{2}+1)(p-1)})$

$(\approx 0.64365)$ .

(i) $a_{1}=2\sigma)\text{とき}$ ,
$\triangle_{a}(4,1)=\frac{7}{48}-\frac{C}{8}$ , $\triangle_{a}(4,3)=\frac{7}{48}+\frac{C}{8}$ .
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(ii) $a_{1}>2$ のとき, $a_{1}=2a_{1}’$ ( $a_{1}’$ : odd) とおくと, $a_{1}’$ の少なくとも 1 つの素因数 $p$ が

$p\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ を満たすなら

$\triangle_{a}(4,1)=\triangle_{a}(4,3)=\frac{1}{6}$

$a_{1}’$ のすべての素因数 $p$ が $p\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ を満たすなら

$\triangle_{a}(4,1)$ $=$
$\frac{1}{6}\pm\frac{C}{8}\prod_{p|a_{1}’}\frac{-2p}{p^{3}-p^{2}-p-1}$ ,

$\triangle_{a}(4,3)$ $=$
$\frac{1}{6}\mp\frac{C}{8}\prod_{p|a_{1}’}\frac{-2p}{p^{3}-p^{2}-p-1}$ ,

ただし $\triangle_{a}(4,1)$ Gこお}$f$る複号は, $a_{1}’\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ のとき $+,$ $a_{1}’\equiv 1$ (mod4) のとき -,
$\triangle_{a}(4,3)$ における複号はこれと同順とする.

この定理により, つねに $\triangle_{a}(4,1)\leq\triangle_{a}(4,3)$ が成立することになる. なお, $\triangle_{a}(4,0)$ ,
$\triangle_{a}(4,2)$ は unconditional に求めることができ, 証明もいくぶん易しい. その場合の密

度は,

$a_{1}=2$ $\Rightarrow$ $\triangle_{a}(4,0)=\frac{5}{12}$ $\triangle_{a}(4,2)=\frac{7}{24}$

$a_{1}\neq 2$ $\Rightarrow$ $\triangle_{a}(4,0)=\triangle_{a}(4,2)=\frac{1}{3}$ .

この結果について詳しいことは [2], [6] にまとめてある.

4 数値実験

自然数 $a(a\neq 1)$ , および $k,$ $l\in \mathrm{Z},$ $0\leq l<k$ をとる. 以下は $Q_{a}(x;k, l)$ の密度, すなわち
$\# Q_{a}(x;k, l)/\pi(x)$ の表である. $x$ としては $10^{3}$ から 2 $\cdot 10^{7}$ まで取った. また $a=2,3,5,15$
を選び, $k=9,27,25$ の場合を計算した. つまり $k$ は主結果で扱った奇素数べき $q^{i}$ の場合

のみとした $(\triangle_{a}(4, l)$ に関する数値実験結果は [2] で紹介してあるので, そちらをご参照い
ただきたい). また, $k=27,25$ の場合は, スペースの都合上, $q|l$ であるような $l$ のみ掲載

した.

$\bullet k=9$ の場合
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$\bullet k=25$ の場合
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