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単位開円板 $D$ 上の正則関数全体を $H(D)$ とし, $D$ の正則自己写像全体を

$S(D)$ とする. $\varphi\in S(D)$ に対し, 合成作用素 $C_{\varphi}’$ : $farrow f\circ\varphi$ は $H(D)$ から

それ自身への線形作用素である. Banach 空間 $X\subset H(D)$ に対して $\mathrm{C}(X)$ を

$X$ 上の合成作用素全体に作用素ノルムで位相を定めた位相空間とする.
2つの合成作用素 $C_{\varphi}$ , $C\psi$ が同じ連結成分に属するとき、 $C_{\varphi}\sim C\psi$ と表す。

1 $\mathrm{C}(H^{2})$ の位相構造に関する諸結果
$\mathrm{C}(H^{2})$ の位相構造に関する一連の結果を紹介する。 まず、 $H^{2}$ を含む関数

空間の族を導入する。 $\alpha>-1$ に対して、 weighted Bergman space $A_{\alpha}^{2}$ は、

$||f||=( \int_{D}|f(z)|^{2}(1-|z|^{2})^{\alpha}\frac{dA(z)}{2\pi})^{1/2}$

により $A_{\alpha}^{2}=\{f\in H(D):||f||<\infty\}$ で定義される。

$f(z)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}z^{n}\in A_{\alpha}^{2}\Leftrightarrow\sum_{0}^{\infty}(n+1)^{-1-\alpha}|a_{n}|^{2}<\infty$

であるので、 $A2_{1}=$. $H^{2}$ と対応させる。
$\mathrm{C}(A_{\alpha}^{2})$ の compact 合成作用素に関して次の 2つの結果がある。

Proposition 1. $\alpha\geq-1$ }こ対して、 $C_{\varphi},$ $C_{\psi}\in \mathrm{C}(A_{\alpha}^{2})$ が compact であるな

ら、 $C_{\varphi}\sim C\psi$ である。

Tbeorem $(.\mathrm{M}_{-}-\mathrm{a}.\mathrm{c}\mathrm{C}1\mathrm{u}_{-}\mathrm{e}\mathrm{r}, [9.])$. $\alpha>-1$ (こ対して、 $\mathrm{C}(A_{\alpha}^{2})$ {こおいて compact

合成作用素の全体はそれ自身で連結成分を成す.

次に $\mathrm{C}(H^{2})$ の孤立点に関する E. Berkson の結果 ([1]) を見る。 より —般に

は essential $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}:||T||_{e}=\inf${ $||T-K||$ : $K$ は compact 作用素} に関する次

の評価が得られている。

Proposition 2. $\varphi\in S(D)$ に対して $E(\varphi)=\{\zeta\in\partial D : |\varphi(\zeta)|=1\}$ とする。

このとき、 $\varphi,\psi\in$
. $S(D),\varphi\neq\psi$ [こ対して、 $|E(\varphi)|+|E(\psi)|\leq||C_{\varphi}-C\psi||_{\mathrm{e}}^{2}$ .
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Corollary (Berkson, [1]). $\varphi \mathrm{E}S(D),$ $|E(\varphi)|>0$ とすると、 $C$, [ま $\mathrm{C}(H^{2})$

の孤立点である。

ShapirO-Sundberg は $C_{\varphi}$ が $\mathrm{C}(H^{2})$ の孤立点となる為の、 シンボル $\varphi$ の関
数論的な必要条件を示した。

Theorem (ShapirO-Sundberg, [12]). $C_{\varphi}$ が $\mathrm{C}(H^{2})$ の孤立点であるなら
ば、 $\varphi$ は $H^{\infty}$ の閉単位球面の extoeme point である。 すなわち、

$\int_{0}^{2\pi}\log(1-|\varphi(e^{\dot{\iota}\theta})|)d\theta=-\infty$

Theorem(MacCluer) の主張の $\alpha=-1$ のとき、すなゎち $\mathrm{C}(H^{2})$ の場合
や、Theorem(Shapiro Sundberg) の逆に関しては未解決である。が、ShapirO-
Sundberg は次のような予想をしている。

Conjecture (ShapirO-Sundberg). $\mathrm{C}(H^{2})$ において $C_{\varphi}\sim C\psi$ となる為の
必要十分条件は、 $C_{\varphi}-C\psi$ が compact合成作用素であることである。

2 $\mathrm{C}$ (H0戸こついて

MacCluer-Ohno-Zhao は [10] で $\mathrm{C}(H^{0})\}$ こっ\mbox{\boldmath $\nu$} $\backslash$て次を示した。

(i) $C_{\varphi}$ と $C\psi$ が同じ連結成分に属するための必要十分条件は $||C_{\varphi}-C\psi||<2$ .
(ii) $C_{\varphi}$ が $\mathrm{C}(H^{\infty})$の孤立点であるための必要十分条件は任意の $\psi\in S(D),$ $\neq\varphi$

に対して $||C_{\varphi}-C\psi||=2$ .
(iii) $C_{\varphi}$ が C(H勺の孤立点であるならば、 $\varphi$ は $H^{\infty}$ の閉単位球面の extreme

point である。
(iv) $\mathrm{C}(H^{\infty})$ において compact合成作用素の全体はそれ自身で連結成分を成す。
(v) $C_{\varphi}-C\psi$ が compact ならば、 $C_{\varphi}$ と $C\psi$ が同じ連結成分に属する。

(iii) については逆が成り立っ。

Theorem 1([8]). 次の 2つは同値。

(i) $C_{\varphi}$ は $\mathrm{C}(H^{\infty})$ の孤立点である。
(ii) $\varphi$ Iま $H^{\infty}$ の閉単位球面の extoeme point である。

また、 (iv) と (v) から ShapirO-Sundber の Conjecture が C(H勺に対して
成り立つことが期待されるが、 compact 合成作用素がらなる連結成分以外の
すべての連結成分で (v) の逆は成り立たない。 ([10], [8])
次に $\mathrm{C}(H^{\infty})$ に essential $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}$ で定まる位相を入れる.
この位相に関する孤立点と連結成分をそれぞれ本質的孤立点, 本質的連結

成分と言うことにすると次が成り立っ.
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Theorem 2([8]). $\ovalbox{\tt\small REJECT} C$. と $C$, が $\mathrm{C}(H^{\otimes})$ の同じ連結成分に属することと

同じ本質的連結成分に属することは同値.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} C$, が $\mathfrak{q}H^{0}$ ) の孤立点であることと本質的孤立点であることは同値.
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