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1Introduction
$B\equiv B_{n}$ を $\mathbb{C}^{n}$ の単位球, $S\equiv\partial B$ を単位球面とする. $\sigma$ は $S$ 上の Lebesgue 測度で
あり, $\sigma(S)=1$ となるように正規化したものを表す. $H(B)$ は $B$ 上の正則関数の全体を
表す.

各 $p\in[1, \infty)$ に対し, $B$ 上の Kim 空間 $M^{p}(B)$ を次のように定義する:

$M^{p}(B)=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{f\in H(B)$ : $\int_{S}\{\log(1+Mf)\}^{p}$必く $\infty\}$ .

但し, $Mf( \zeta)\equiv\sup\{|f(r\zeta)| : 0<r<1\}(\zeta\in S)$ である.
$B$ 上の Privalov 空間 $N^{p}(B)(1<p<\infty)$ , Smirnov 族 $N^{*}(B)$ をそれぞれ次のように

定義する:

$N^{\mathrm{p}}(B)=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{f\in H(B)$ : $\sup_{0<r<1}\int_{S}\{\log(1+|f_{r}|)\}^{p}d\sigma<\infty\}$ .

但し, $f_{r}(\zeta)\equiv f(r\zeta)(0<r<1, \zeta\in S)$ である.

$N^{*}(B)=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{f\in N(B)$ : $\lim_{r\uparrow 1}\int_{S}\log(1+|f_{r}|)d\sigma=\int_{\mathrm{S}}\log(1+|f^{*}|)d\sigma\}$ .

但し, $N(B)$ は $B$ 上の Ne�油皿$\mathrm{a}$ 空間であり, 各 $f\in N(B)$ に対し, $S$ のほとんど全て

の点 $\zeta$ で $f^{*}( \zeta)\equiv\lim_{r\uparrow 1}f_{r}(\zeta)$ が存在する. 便宜上, $N^{*}(B)$ を $N^{1}(B)$ で表す.

各 $p\in[1, \infty)$ に対し, $M^{p}(B)$ 上の $||\cdot||_{M^{\mathrm{p}}},$ $d_{M^{\mathrm{p}}}(\cdot, \cdot)$ , $N^{p}(B)$ 上の $||\cdot||_{N^{\mathrm{p}}},$ $d_{N^{\mathrm{p}}}(\cdot, \cdot)$ を

それぞれ次のように定義する:

$||f||_{M^{\mathrm{p}}}=[ \int_{S}\{\log(1+Mf)\}^{p}d\sigma]\mathrm{p}1$ $(f\in M^{\mathrm{p}}(B))$ ,

$||f||_{N^{\mathrm{p}}}=[ \int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma]\mathrm{p}1$ $(f\in N^{p}(B))$ ,

$d_{M^{\mathrm{p}}}(f,g)=||f-g||_{M^{\mathrm{p}}}$ $(f,g\in M^{p}(B))$ ,
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$d_{N^{p}}(f, g)=||f-g||_{N^{p}}$ $(f, g\in N^{p}(B))$ .

この時, $||\cdot||_{M^{p}}$ は次の 5 つの条件を満たす

(i) 各 $f\in M^{p}(B)$ に対して, $0\leq||f||_{M^{\mathrm{p}}}<\infty$ .
(ii) $\mathrm{t}|f||_{M^{\mathrm{p}}}=0$ となるのは $B$ 上で $f=0$ の時に限る.

(iii) $f\in M^{p}(B),$ $\lambda\in \mathbb{C}$ に対して,

$\min\{1, |\lambda|\}||f||_{M^{p}}\leq||\lambda f||_{M^{\mathrm{p}}}\leq\max\{1, |\lambda|\}||f||_{M^{\mathrm{p}}}$

が成り立つ.

(iv) $||f+g||_{M^{\mathrm{p}}}\leq||f||_{M^{\mathrm{p}}}+||g||_{M^{p}}$ $(f,g\in M^{p}(B))$ .
(v) $||f\cdot g||_{M^{\mathrm{p}}}\leq||f||_{M^{p}}+||g||_{M^{p}}$ $(f,g\in M^{p}(B))$ .

$||\cdot||_{M^{p}}$ のこの性質により $M^{p}(B)(1\leq p<\infty)$ は線型空間であり, 積に関しても閉じ

ている. 従って, algebra をなす. また, $d_{M^{p}}$ は $M^{p}(B)$ 上の平行移動に関して不変な距離

になる. この距離に関して $M^{p}(B)$ は完備であり, その加法, 乗法, スカラー乗法は何れも

連続である. 従って, $(M^{p}(B), d_{M^{p}})$ は $F$-algebra をなす. $N^{p}(B)(1\leq p<\infty)$ も同様

に, 距離 $d_{N^{p}}$ に関して $F$-algebra をなす. また, これらの関数空間の間には次のような関

係が成り立つことが知られている [1, 2, 6, 13]:

(i) $M^{p}(B)=N^{p}(B)$ $(1 <p<\infty)$ .
(ii) $N^{q}(B)\subsetneq N^{p}(B)$ (; $M^{1}(B)\subsetneq N^{*}(B)$ $(1 <p<q<\infty)$ .

Kim 空間 $M^{1}(B_{1})$ は H. 0. Kim [5] の中で最初に導入され, 考察された関数空間であ

る. $n\geq 2$ の場合も含めて, $M^{p}(B)$ については [2, 4, 6, 13] 等で論じられている.

本講演では Kim 空間 $M^{p}(B)$ の等距離写像, 環準同型, 及び $B$ 上の正則写像による合

成作用素が有界作用素である為の十分条件について論ずる.

2Preliminaries
$1<\alpha<\infty,$ $\zeta\in S$ に対し, the ad而 ssible approach region $D_{\alpha}(\zeta)$ , 及び $B$ 上の複素

数値関数 $f$ の the admissible maximal function $M_{\alpha}f$ をそれぞれ次のように定義する:

$D_{\alpha}(\zeta)=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{z\in B$ : $|1- \langle z, \zeta\rangle|<\frac{\alpha}{2}(1-|z|^{2})\}$ ,

$M_{\alpha}f( \zeta)=\sup\{|f(z)|\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f} : z\in D_{\alpha}(\zeta)\}$ .
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Lemma 1([11] Theorem 5.4.10). $1<p<\infty,$ $1<\alpha<\infty$ とする. この時, ある定数
$0<A(\alpha,p)<\infty$ が存在して, 任意の $f\in L^{p}(\sigma)$ に対し,

$\int_{S}\{M_{\alpha}P[f]\}^{p}d\sigma\leq A(\alpha,p)\int_{S}|f|^{p}d\sigma$

が成り立つ. 但し, $P[f]$ は $f$ の Poisson 積分である:

$P[f](z)= \int_{S}P(z, \zeta)f(\zeta)d\sigma(\zeta)$ , $P(z, \zeta)=\frac{(1-|z|^{2})^{n}}{|1-\langle z,\zeta\rangle|^{2n}}$.

Lemma 2([11] Theorem 562). $f\in H(B)$ とする. $\varphi$ は恒等的には値 0 を取らない
$[-\infty, \infty)$ 上の非負非減少な凸関数とする. $v\equiv\varphi(\log|f|)$ とおき, $I_{p}(1\leq p<\infty)$ を次
のように定義する :

$I_{p}= \sup_{0<r<1}\{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\int_{\mathrm{S}}v_{r}^{p}d\sigma\}^{\mathrm{p}}[perp]$ .

この時, 次が成り立つ

(a) $I_{1}<\infty$ ならば, $S$ 上の正値 Borel測度 $\mu$ が存在し, 次が成立する:

(i)v(z)\leq P同 (z) $(z\in B)$ .
但し, $P[\mu]$ は $\mu$ の Poisson 積分である.

(ii) $||\mu||=I_{1}$ .
(b) $1<p<\infty,$ $I_{p}<\infty$ ならば, ある $h\in L^{p}(\sigma)$ が存在し, 次が成立する :

(i) $v(z)\leq P[h](z)$ $(z\in B)$ .
(ii) $||h||_{L^{\mathrm{p}}(\sigma)}=I_{p}$ .

次の Lemma 3 は Lemma 1, Lemma 2 を用いて容易に示される :

Lemma 3. $1<p<\infty,$ $2<\alpha<\infty$ とする. この時, ある定数 $0<B(\alpha,p)<\infty$ が存
在して, 任意の $f\in N^{p}(B)$ に対し,

$||f||_{M^{\mathrm{p}}}\leq B(\alpha,p)||f||_{N^{\mathrm{p}}}$

が成り立つ.

$\zeta\in S,$ $h>0$ に対して,

$S(\zeta, h)\equiv\{z\in\overline{B} : |1-\langle z, \zeta\rangle|<h\}$ ,

$B(\zeta, h)\equiv S(\zeta, h)\cap B$ ,

$S(\zeta, h)\equiv S(\zeta, h)\cap S$.
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と定義する.

次の Lemma 4 は S. C. Power [9] と同様の議論により示される (cf. [9], pp. 13-15):

Lemma 4. $1<p<\infty$ とし, $\mu$ を $B$ 上の有限な正値 Borel 測度とする. この測度 $\mu$ に

対して, ある定数 $0<C<\infty$ が存在し,

$\mu(B(\zeta, h))\leq C\cdot\sigma(S(\zeta, h))$ $(\zeta\in S, h>0)$

が成り立つと仮定する. この時, ある定数 $0<K,$ $K’<\infty$ が存在して, 次が成立する:

(i) 任意の $f\in N^{p}(B)$ に対し,

$\int_{B}\{\log(1+|f|)\}^{p}d\mu\leq K\int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma$ .

(ii) 任意の $f\in M^{1}(B)$ に対し,

$\int_{B}\log(1+|f|)d\mu\leq K’\int_{S}\log(1+|Mf|)d\sigma$ .

Lemma 5([7], p. 238, Lemma 13). $\lambda$ を $S$ 上の正値 Borel 測度とする. この測度 $\lambda$ に

対し, ある定数 $0<C<\infty$ が存在して,

$\lambda(S(\zeta, h))\leq C\cdot h^{n}$ $(\zeta\in S, h>0)$

が成り立つと仮定する. この時, 次が成立する:

(i) $g\in L$“ $(\sigma)$ が存在して, $d\lambda=gd\sigma$ .
(ii) 定数 $C$ と次元 $n$ にのみ依存する定数 $0<C’<\infty$ が存在し,

$||g||_{L^{\infty}}\leq C’$ .

次の Lemma 6 は Lemma 4 と Lemma 5 を用いて示される:

Lemma 6. $1<p<\infty$ とし, $\mu$ を $\overline{B}$ 上の正値 Borel測度とする. この測度 $\mu$ に対し, あ

る定数 $0<C<\infty$ が存在して,

$\mu(S(\zeta, h))\leq C\cdot h^{n}$ $(\zeta\in S, h>0)$ (1)

が成り立つと仮定する. この時, ある定数 $0<K,$ $K’<\infty$ が存在し, 次が成立する:

(i) 任意の $f\in N^{p}(B)$ に対して,

$\int_{\overline{B}}\{\log(1+|f|)\}^{p}d\mu\leq K\int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma$ . (2)
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(ii) 任意の $f\in M^{1}(B)$ に対して,

$\int_{\overline{B}}\log(1+|f|)d\mu\leq K’\int_{S}\log(1+|Mf|)d\sigma$. (3)

Proof. (cf. [7], p. 239) $\zeta\in S,$ $h>0$ とする. $\mu_{1}\equiv\mu|_{B},$ $\mu_{2}\equiv\mu|s$ とおけば $S(\zeta, h)$ ,

$B(\zeta, h),$ $S(\zeta, h)$ の定義, 及ひ (1) により

$\mu_{1}(B(\zeta, h))\leq C\cdot h^{n}$ , (4)

$\mu_{2}(S(\zeta,h))\leq C\cdot h^{n}$ (5)

が成り立つ. また, [11] Propoeition 5.1.4 より定数 $0<A_{1},$ $A_{2}<\infty$ が存在し,

$A_{1}\cdot h^{n}\leq\sigma(S(\zeta, h))\leq A_{2}\cdot h^{n}$ (6)

が成り立つ.

(4), (6) A $\text{り}$

$\mu_{1}(B(\zeta, h))\leq\frac{C}{A_{1}}\sigma(S(\zeta, h))$

であるから Lemma 4, (i) により, 定数 $0<K_{1}<\infty$ が存在して, 次が成り立つ

$\int_{B}\{\log(1+|f|)\}^{p}d\mu_{1}\leq K_{1}\int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma$ $(f\in N^{p}(B))$ .

(5) と Lemma 5 より, ある $g\in L$“ $(\sigma)$ と定数 $0<K_{2}<\infty$ が存在して, $d\mu_{2}=gd\sigma$ ,
$||g||_{L}\infty\leq K_{2}$ である. 従って, 各 $f\in N^{p}(B)$ に対して,

$\int_{\overline{B}}\{\log(1+|f|)\}^{p}d\mu$

$= \int_{B}\{\log(1+|f|)\}^{p}d\mu_{1}+\int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}d\mu_{2}$

$\leq K_{1}\int_{\mathrm{S}}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma+K_{2}\int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma$

$=(K_{1}+K_{2}) \int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma$ .

ゆえに (i) が成り立つ. (\"u) は Lemma 4, (ii) と Lemma 5 を用いて同様に示される. 口

3Main Results
$M^{p}(B)(1\leq p<\infty)$ から $M^{p}(B)$ への線型写像 $A$ が各 $f\in M^{p}(B)$ に対して,

$||Af||_{M^{\mathrm{p}}}=||f||_{M^{\mathrm{p}}}$
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を満たす時, $A$ を $M^{p}(B)$ から $M^{p}(B)$ への等距離写像という.

次の Theorem 1, Theorem 2 は A. V. Subbotin[13] による結果である:

Theorem 1(A. V. Subbotin [13]). $1\leq p<\infty$ とする. $A$ を $M^{p}(B)$ から $M^{p}(B)$

の上への等距離写像とする時, $|k|=1$ を満たす複素数 $k$ と $\mathbb{C}^{n}$ 上の unitary 変換 $U$ が存

在し,
$Af=k\cdot(f\circ U)$ $(f\in M^{p}(B))$

が成り立つ.

Proof. [13] p. 78, Theorem 3. 0

Theorem 2(A. V. Subbotin [13]). $1\leq p<\infty,$ $\Psi$ を $B$ 上の内関数 (inner function)
とする. この $\Psi$ により写像 $A$ を次のように定義する:

$Af=\Psi\cdot f$ $(f\in M^{p}(B))$ .

この時, $A$ が $M^{p}(B)$ から $M^{p}(B)$ への等距離写像ならば, $\Psi$ は $B$ 上で定数関数である.

Proof. [13] p. 78 Theorem 4. $\text{口}$

次の Theorem 3, Theorem 4, Corollary 1 は一変数の結果 [5, 6, 8] の多変数版である.

結果は Privalov 空間の場合と全く同様にして示される (cf. [15]).

Theorem 3. $1\leq p<\infty$ とする. $\gamma$ を $M^{p}(B)$ 上の連続な自明でない (すなわち $\gamma\not\equiv 0$ )
乗法的線型汎関数とする. この時, $B$ の点 $w$ が存在して $\gamma$ は

$\gamma(f)=f(w)$ $(f\in M^{p}(B))$

を満たす.

Proof. [15], Theorem 1 の証明と同様. 口

Theorem 4. $1\leq p<\infty,$ $1\leq q<\infty$ とする. $\Gamma$ を $M^{q}(B)$ から $M^{p}(B)$ への連続な環

準同型とし, $\Gamma(M^{q}(B))\neq\supset \mathbb{C}$ を満たすものとする. この時, $B$ から $B$ への正則写像 $\varphi$ が

存在し, $\Gamma$ は次の形で与えられる :

$\Gamma(f)=f\circ\varphi$ $(f\in M^{q}(B))$ .

Proof. [15], Theorem 2 の証明と同様. 口
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Corollary 1. $1\leq p<\infty,$ $1\leq q<\infty$ とする. $\Gamma$ を $M^{q}(B)$ から $M^{p}(B)$ の上への連続

な同型写像とするとき, 次が成立する:

(i) $B$ から $B$ の上への両正則写像 $\varphi$ が存在し, $\Gamma$ は

$\Gamma(f)=f\mathrm{o}\varphi$ $(f\in M^{q}(B))$

を満たす.

00 $p=q$.

Proof. [15], Corollary 1 の証明と同様. 口

次の Theorem 5, Theorem 6, Theorem 7 は単位円板上の定理 ([1] Theorem 31, $4\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$53)$ を単位球 $B$ 上で考察したものである:

Theorem 5. $1\leq p<\infty,$ $1\leq q<\infty$ とする. $\varphi$ が $B$ から $B$ への正則写像であり,

$\sup_{\eta\in S}\int_{S}\sup_{0<r<1}(\frac{1-|\varphi(r\zeta)|^{2}}{|1-\langle\varphi(r\zeta),\eta\rangle|^{2}})^{np}d\sigma(\zeta)<\infty$

を満たす時, 次が成立する:

(i) $||f\mathrm{o}\varphi||_{M^{p}}\leq K||f||_{N}$ $(f\in H(B))$ .
但し,

$K= \sup_{\eta\in S}[\int_{S}\sup_{0<r<1}(\frac{1-|\varphi(r\zeta)|^{2}}{|1-\langle\varphi(r\zeta),\eta\rangle|^{2}})^{np}d\sigma(\zeta)]\mathrm{p}[perp]$ ,

$||f||_{N}= \sup_{0<r<1}\int_{S}\log(1+|f_{r}|)d\sigma$

である.

(ii) $C_{\varphi}(N(B))\subset M^{p}(B)$ .
(i\"u) $C_{\varphi}$ : $N(B)arrow M^{p}(B)$ は連続である.

(iv) $C_{\varphi}$ : $M^{q}(B)arrow M^{p}(B)$ は有界である.

Proof. (cf. [1], p. 383, Theorem 3.1) $f\in N(B)$ に対し, Lemma 2, (a) にょり $S$ 上の正

値 Borel測度 $\mu$ が存在し, 次が成立する:

l0g(l+|f(z)|)\leq P同 (z) $(z\in B)$ , (1)

$||\mu||=||f||_{N}$ . (2)
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各 $\zeta\in S$ に対し, (1) により

$\int_{S}\{\log(1+M(f\mathrm{o}\varphi)(\zeta))\}^{p}d\sigma(\zeta)\leq\int_{S}\sup_{0<r<1}\{P[\mu](\varphi(r\zeta))\}^{p}d\sigma(\zeta)$ . (3)

また, H\"older の不等式より

$[ \int_{S}\sup_{0<r<1}P(\varphi(r\zeta), \eta)d\mu(\eta)]^{p}\leq\int_{S}\sup_{0<r<1}\{P(\varphi(r\zeta),\eta)\}^{p}d\mu(\eta)\cdot||\mu||^{p-1}$ (4)

が成立する. (2), (3), (4) より

$\int_{S}\{\log(1+|M(f\mathrm{o}\varphi)(\zeta)|)\}^{p}d\sigma(\zeta)$

$\leq||f||_{N}^{p-1}\cdot\int_{S}d\sigma(\zeta)\int_{S}\sup_{0<r<1}\{P(\varphi(r\zeta), \eta)\}^{p}d\mu(\eta)$

$\leq K^{p}||f||_{N}^{p-1}\cdot||\mu||$

$=K^{p}||f||_{N}^{p}$ .

従って, (i) が成り立つ. (ii), (iii) は (i) から従う.

各 $f\in M^{q}(B)$ に対し, $||f||_{N}\leq||f||_{M^{q}}$ である. また, $1\leq q<\infty$ であるから H\"older

の不等式より $||f||_{M^{1}}\leq||f||_{M^{q}}$ が成り立つ. 従って (i) より

$||f\mathrm{o}\varphi||_{M^{p}}\leq K||f||_{M^{q}}$ $(f\in M^{q}(B))$

である. この不等式により $C_{\varphi}$ : $M^{q}(B)arrow M^{p}(B)$ は連続であり, 従って有界であ
る. 口

Theorem 6. $1<p<\infty,$ $1\leq q<\infty$ とし, $\varphi$ は次の 2 条件を満たす $B$ から $B$ への正

則写像とする:

(a) $S$ 上のほとんど全ての点 $\zeta$ に対し, $|\varphi^{*}(\zeta)|<1$ .
(b)

$\sup_{\eta\in S}\int_{S}(\frac{1-|\varphi^{*}(\zeta)|^{2}}{|1-\langle\varphi^{*}(\zeta),\eta\rangle|^{2}})^{np}d\sigma(\zeta)<\infty$ .

この時, 次が成立する:

(i) ある定数 $0<K_{1}<\infty$ が存在し, $f\in N^{*}(B)$ に対して,

$||f\mathrm{o}\varphi||_{N^{\mathrm{s}}}\leq K_{1}||f||_{N^{*}}$

が成り立つ.
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(ii) ある定数 $0<K_{2}<\infty$ が存在し, $f\in N^{*}(B)$ に対して,

$||f\mathrm{o}\varphi||_{M^{\mathrm{p}}}\leq K_{2}||f||_{N^{*}}$

が成り立つ.

(ffi) $C_{\varphi}$ : $N^{*}(B)arrow N^{*}(B)$ は有界である.

(iv) $C_{\varphi}$ : $M^{q}(B)arrow N^{*}(B)$ は有界である.

(v) $C_{\varphi}$ : $N^{*}(B)arrow M^{\mathrm{p}}(B)$ は有界である.

(vi) $C_{\varphi}$ : $M^{q}(B)arrow M^{p}(B)$ は有界である.

Proof. (cf. [1], p. 388, Theorem 4.1) $f\in N^{*}(B)$ とする. Lemma 2, (a) にょり $S$ 上の

正値 Borel測度 $\mu$ が存在し, 次が成立する :

l0g(l+|f(z)|)\leq P同 (z) $(z\in B)$ , (1)

$||\mu||=||f||_{N^{*}}$ . (2)

仮定 (a) により $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $\zeta\in S$ に対し, $(f\circ\varphi)^{*}(\zeta)=f(\varphi^{*}(\zeta)),$ $\varphi^{*}(\zeta)\in B$ である. 従って,
(1) より

$\log(1+|(f\circ\varphi)^{*}(\zeta)|)\leq\int_{\mathrm{S}}P(\varphi^{*}(\zeta), \eta)d\mu(\eta)$ (a$.\mathrm{e}$. $\zeta\in \mathrm{S}$ ) (3)

が成り立つ. また, H\"older の不等式より

$\int_{S}P(\varphi^{*}(\zeta), \eta)d\mu(\eta)\leq[\int_{S}\{P(\varphi^{*}(\zeta),\eta)\}^{p}d\mu(\eta)]\mathrm{p}$ .$||\mu||^{+}1\mathrm{p}$ . (4)

但し, $\frac{1}{p}+\frac{1}{p},$ $=1$ である. 従って, (2), (3), (4) より

$\int_{S}\log(1+|(f\mathrm{o}\varphi)^{*}(\zeta)|)d\sigma(\zeta)$

$\leq||\mu||^{+}\mathrm{p}$ . $\int_{S}[\int_{S}\{P(\varphi^{*}(\zeta), \eta)\}^{p}d\mu(\eta)]\mathrm{p}d\sigma(\zeta)1$

$\leq||\mu||^{+}\mathrm{p}$ . $[ \int_{S}d\sigma(\zeta)\int_{\mathrm{S}}\{P(\varphi^{*}(\zeta), \eta)\}^{p}d\mu(\eta)]p1$

$\leq||\mu||^{\mathrm{p}}[perp]\dagger_{\mathrm{p}}+$ . $\sup_{\eta\in S}[\int_{S}\{P(\varphi^{*}(\zeta), \eta)\}^{p}d\sigma(\zeta)]\mathrm{p}1$ .

ここで,

$K_{1} \equiv\sup_{\eta\in S}[\int_{\mathrm{S}}\{P(\varphi^{*}(\zeta), \eta)\}^{p}d\sigma(\zeta)]\mathrm{p}1$
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とおくと, $||\mu||^{p}[perp]+_{p}+=||\mu||=||f||_{N}*$ より

$\int_{S}\log(1+|(f\mathrm{o}\varphi)^{*}|)d\sigma\leq K_{1}||f||_{N^{*}}$ (5)

が成り立つ.

the bmll algebra $A(B)$ は $N^{*}(B)$ において稠密であるから $A(B)$ に属する関数列

$\{f_{j}\}_{j\in \mathrm{N}}$ が存在して,
$\lim_{jarrow\infty}||f_{j}-f||_{N^{*}}=0$ (6)

である. 各 $j\in \mathrm{N}$ に対し, $f_{j}\circ\varphi\in H^{\infty}(B)\subset N^{*}(B)$ であるから (5) より

$||f_{j}\mathrm{o}\varphi||_{N^{*}}\leq K_{1}||f_{j}||_{N^{\mathrm{s}}}$ (7)

が成り立つ. (6), (7) より $\{f_{j}\circ\varphi\}_{j\in \mathrm{N}}$ は $N^{*}(B)$ の Cauchy 列であることが従う. $N^{*}(B)$

の完備性より $g\in N^{*}(B)$ が存在し,

$\lim_{jarrow\infty}||f_{j}\mathrm{o}\varphi-g||_{N^{*}}=0$ (8)

である. $N^{*}(B)$ における収束は $B$ 上の広義一様収束を導くから (6), (8) により jim $f_{j}=$

$f, \lim_{jarrow\infty}f_{j}\circ\varphi=g$ は共に $B$ 上で広義一様収束する. 従って, $B$ の各点で収束するので

$g(z)=(f\circ\varphi)(z)(z\in B)$ であり, $f\circ\varphi\in N^{*}(B)$ である. ゆえ [こ (5) より (i) が従う.

次に (\"u) を示す. (i) を導くのに用いた議論と同様にして, 各 $f\in N^{*}(B)$ に対して

$f\circ\varphi\in N^{p}(B)$ であり,
$||f\circ\varphi||_{N^{p}}\leq K_{1}||f||_{N^{\mathrm{r}}}$ (9)

が成り立つことが従う.

ここで, $2<\alpha<\infty$ とする. $1<p<\infty$ であるから Lemma 3 により, ある定数

$0<B(\alpha,p)<\infty$ が存在して,

$||f\mathrm{o}\varphi||_{M^{p}}\leq B(\alpha,p)||f\mathrm{o}\varphi||_{N^{p}}$

が成り立つ. この不等式と (9) により

$||f\mathrm{o}\varphi||_{M^{\mathrm{p}}}\leq B(\alpha,p)||f\mathrm{o}\varphi||_{N^{p}}$

$\leq B(\alpha,p)\cdot K_{1}||f||_{N^{\mathrm{s}}}$ .

従って, (ii) が成り立つ. (iii), (iv) は (i) から, (v), (vi) は (ii) からそれぞれ従う. 口
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$X,$ $\mathrm{Y}$ を $N^{p}(B),$ $M^{p}(B)(1\leq p<\infty),$ $N(B)$ の何れかの関数空間とし, $T$ を $X$ から

$\mathrm{Y}$ への線形作用素とする. $T$ に対して, ある定数 $0<K<\infty$ が存在し,

$||Tf||_{\mathrm{Y}}\leq K||f||_{X}$ $(f\in X)$

が成り立つ時, 作用素 $T$ は metrically bounded であるという (cf. [1], $\mathrm{p}.381,2.4$).

Theorem 7. $1<p<\infty,$ $\varphi$ を $B$ から $B$ への正則写像とする. $\overline{B}$ 上の Borel 測度 $\mu$ を

次のように定義する :
$\overline{B}$ の Borel集合 $A$ に対し,

$\mu(A)=\sigma(\varphi^{*-1}(A))$ . (1)

この測度 $\mu$ に対し, ある定数 $0<C<\infty$ が存在して,

$\mu(S(\zeta, h))\leq C\cdot h^{n}$ $(\zeta\in S, h>0)$ (2)

が成り立つと仮定する. 但し, $S(\zeta, h)\equiv\{z\in\overline{B} : |1-\langle z, \zeta\rangle|<h\}$ . この時, 次が成立

する :

(i) $C_{\varphi}$ : $N^{p}(B)arrow N^{p}(B)$ は metri\mbox{\boldmath $\alpha$}市 yboundffi である.

(\"u) $C_{\varphi}$ : $M^{p}(B)arrow M^{p}(B)$ は metrically bounded である.

(i\"u) $C_{\varphi}$ : $M^{p}(B)arrow M^{1}(B)$ は metricauy bounded である.

(iv) $C_{\varphi}$ : $M^{1}(B)arrow N^{*}(B)$ は metricaUy bounded である.

逆に, $C_{\varphi}$ が (i), (ii), (iv) の何れかの条件を満たす時, (1) で定義される $\overline{B}$ 上の Borel測
度 $\mu$ に対して (2) が成立する.

Proof. (i) を示す. Lemma 6, (i) によりある定数 $0<K<\infty$ が存在し,

$\int_{\overline{B}}\{\log(1+|f|)\}^{p}d\mu\leq K\int_{S}\{\log(1+|f^{*}|)\}^{p}d\sigma$ $(f\in N^{p}(B))$ (3)

が成り立つ.

$f\in N^{p}(B)$ とする. $A(B)$ は $N^{p}(B)$ において稠密であるから $A(B)$ に属する関数列

$\{fj\}_{j\in \mathrm{N}}$ が存在して,
$\lim_{jarrow\infty}||f_{j}-f||_{N^{\mathrm{p}}}=0$

が成り立つ. 各 $j\in \mathrm{N}$ に対し, $f_{j}\in A(B)$ より $f_{j}\circ\varphi\in H^{\infty}(B)\subset N^{p}(B)$ であり,

$(f_{j}\mathrm{o}\varphi)^{*}(\zeta)=f_{j}(\varphi^{*}(\zeta))$ (a$.\mathrm{e}$ . $\zeta\in \mathrm{S}$ )
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である. 従って, (3) より

$||f_{j} \mathrm{o}\varphi||_{N^{\mathrm{p}}}^{p}=\int_{S}\{\log(1+|(f_{j}\mathrm{o}\varphi)^{*}|)\}^{p}$ da

$= \int_{S}\{\log(1+|(f_{j}\mathrm{o}\varphi^{*})|)\}^{p}d\sigma$

$= \int_{\overline{B}}\{\log(1+|f_{j}|)\}^{p}d\mu$

$\leq K||f_{j}||_{N^{p}}^{p}$ .

ゆえに
$||f_{j}\mathrm{o}\varphi||_{N^{p}}\leq K^{\frac{1}{\mathrm{p}}}||f_{j}||_{N^{\mathrm{p}}}$ $(j\in \mathrm{N})$

が成り立つ. Theorem 6 の (i) を導くのに用いた同様の議論により, $f\circ\varphi\in N^{p}(B)$ であ

る. このことと
$||f\mathrm{o}\varphi||_{N^{\mathrm{p}}}\leq K^{p}||f||_{N^{p}}[perp]$ (4)

が成り立つことが従う. ゆえに (i) が成り立つ.

次に (ii) を示す. $2<\alpha<\infty$ とする. 各 $f\in M^{p}(B)$ に対し, $1<p<\infty$ であるから

(i) により $f\circ\varphi\in N^{p}(B)$ である. また Lemma 3 により

$||f\mathrm{o}\varphi||_{M^{\mathrm{p}}}\leq A(\alpha,p)||f\mathrm{o}\varphi||_{N^{p}}$ (5)

が成り立つ. (4) (5) により

$||f\circ\varphi||_{M^{\mathrm{p}}}\leq A(\alpha,p)K^{1}p||f||_{N^{\mathrm{p}}}$

$\leq A(\alpha,p)K^{1}\mathrm{p}||f||_{M^{p}}$ . (6)

ゆえに $f\circ\varphi\in M^{p}(B)$ であり, (ii) が従う. (iii) は (6) から導かれる. (iv) は Lemma 6,
(ii) を用いて同様に示される.

逆に, ある定数 $0<K<\infty$ が存在し,

$||C_{\varphi}f||_{N^{\mathrm{p}}}\leq K||f||_{N^{p}}$ $(f\in N^{p}(B))$ (7)

が成り立つと仮定する. $0<h<1,$ $\zeta\in S$ に対して,

$f_{w}(z) \equiv\exp\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{\frac{n}{p}}$ $(z\in B)$ ,

$g_{w}(z) \equiv\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{p}\Delta$ $(z\in B)$
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とおく. 但し, $w\equiv(1-h)\zeta\in B$ である. この $f_{w}$ , $g_{w}$ の決め方より $f_{w}\in A(B)$ ,
$g_{w}\in H^{p}(B)$ であり,

$|f_{w}(z)|\leq\exp|g_{w}(z)|$ $(z\in B)$ ,

$||g_{w}||_{H^{\mathrm{p}}}\leq 1$

が成り立つ. ここで,

$\int_{S}\{\log^{+}|f_{w}^{*}|\}^{p}d\sigma\leq\int_{S}\{\log^{+}\exp|g_{w}^{*}|\}^{p}d\sigma$

$= \int_{\mathrm{S}}\{\log\exp|g_{w}^{*}|\}^{p}d\sigma$

$= \int_{S}|g_{w}^{*}|^{p}d\sigma\leq 1$

であることに注意すると,

$||f_{w}||_{N^{\mathrm{p}}}^{p}= \int_{S}\{\log(1+|f_{w}^{*}|)\}^{p}d\sigma$

$\leq\int_{S}\{\log 2+\log^{+}|f_{w}^{*}|\}^{p}$ (&

$\leq 2^{p-1}[(\log 2)^{p}+\int_{\mathrm{S}}\{\log^{+}|f_{w}^{*}|\}^{p}\mathrm{t}\ ]$

$\leq 2^{p-1}\{(\log 2)^{p}+1\}$ .

従って,
$||f_{w}||_{N^{\mathrm{p}}}\leq[2^{p-1}\{(\log 2)^{p}+1\}]^{\hat{\mathrm{p}}}\equiv K_{p}$ (8)

が成り立つ. (7), (8) より

$||C_{\varphi}f_{w}||_{N^{\mathrm{p}}}\leq K||f_{w}||_{N^{\mathrm{p}}}$

$\leq K\cdot K_{p}\equiv\overline{K_{p}}$ . (9)

また $f_{w}\in A(B)$ より

$(f_{w}\mathrm{o}\varphi)^{*}(\zeta)=f_{w}(\varphi^{*}(\zeta))$ (a$.\mathrm{e}$. $\zeta\in \mathrm{S}$ )
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$\vee C^{\backslash }\backslash \mathfrak{B}$. $\iota\Phi\check{\mathrm{x}}[]\not\subset$

(10)

$||f_{w} \mathrm{o}\varphi||_{N^{p}}^{p}=\int_{S}\{\log(1+|(f_{w}\mathrm{o}\varphi)^{*}|)\}^{p}d\sigma$

$= \int_{S}\{\log(1+|f_{w}\mathrm{o}\varphi^{*}|)\}^{p}$ do

$\leq\int_{S}\{\log^{+}|f_{w}\circ\varphi^{*}|\}^{p}d\sigma$

$= \int_{S}\{\log^{+}|\exp g_{w}\circ\varphi^{*}|\}^{p}d\sigma$

$= \int_{S}\{\log^{+}\exp({\rm Re}(g_{w}\circ\varphi^{*}))\}^{p}d\sigma$

$= \int_{S}\{{\rm Re}^{+}(g_{w}\circ\varphi^{*})\}^{p}d\sigma$

$= \int_{\overline{B}}\{{\rm Re}^{+}g_{w}\}^{p}d\mu$

$= \int_{\overline{B}}[{\rm Re}^{+}\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{\mathrm{p}}]^{p}d\mu(z)\mathrm{n}$ .

但し, $x\in \mathbb{C}$ [こ対して, ${\rm Re}^{+}x \equiv\max\{{\rm Re} x, 0\}$ である. (9), (10) より

(11)$\int_{\overline{B}}[{\rm Re}^{+}\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{\mathrm{p}}]^{p}d\mu(z)\leq\overline{K_{p}}^{p}\mathrm{n}$

が成り立つ.

さらに, 関数 $F(v)\equiv{\rm Re}(1+v)^{-2}p^{\Delta}(v\in \mathbb{C})$ の原点における連続性により, ある $to>0$

が存在して, 次が成り立つ :
$z\in S(\zeta, t_{0}h)$ ならば,

${\rm Re} \{1+\frac{|w|(1-\langle z,\zeta\rangle)}{1-|w|}\}^{-2\mathrm{n}}\mathrm{p}>\frac{1}{2}$ . (12)

従って, (12) より $z\in S(\zeta, t_{0}h)$ [こ対し,

${\rm Re} \{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{\mathrm{p}}\mathrm{n}=\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-|w|)^{2}}\}^{p}\mathrm{g}\cross{\rm Re}\{\frac{1-|w|}{(1-\langle z,w\rangle)}\}^{\mathrm{a}_{p}\mathrm{L}}$

$=( \frac{1+|w|}{1-|w|})^{p}\mathrm{n}\cross{\rm Re}\{1+\frac{|w|(1-\langle z,\zeta\rangle)}{1-|w|}\}^{-\mathrm{g}_{p^{\mathrm{h}}}}$

$>( \frac{2-h}{h})^{1}\cross\frac{1}{2}$

$> \frac{\mathrm{l}}{\mathrm{n}}$ (13)
2 $\cdot hp$
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が成り立つ. (11), (13) より

$\overline{K_{p}}^{p}\geq\int_{\overline{B}}[{\rm Re}^{+}\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{\frac{n}{\mathrm{p}}}]^{p}d\mu(z)$

$\geq\int_{\mathrm{S}(\zeta,t_{\mathrm{O}}h)}[{\rm Re}^{+}\{\frac{1-|w|^{2}}{(1-\langle z,w\rangle)^{2}}\}^{\mathrm{p}}]^{p}d\mu(z)\mathrm{n}$

$\geq\int_{\mathrm{S}(\zeta,t_{\mathrm{O}}h)}\frac{1}{2^{p}h^{n}}d\mu(z)$

$= \frac{1}{2^{p}h^{n}}\mu(S(\zeta, t_{0}h))$

である. ゆえに

$\mu(S(\zeta,t\mathit{0}^{h}))\leq 2^{p}\overline{K_{p}}^{p}h^{n}$ $(\zeta\in S, 0<h<1)$ (14)

が成り立つ. (14) より測度 $\mu$ に対して, (2) が成立することが従う. 他の場合についても

同様にして示される. 口
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