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1 $\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}$

$\Omega\subset \mathbb{R}^{m}$ を有界領域どして、 $\mathrm{S}^{\iota}$’ を $n$. 次元の原点を中心とする単位球面とする。
また、 $\Omega$ から $\mathrm{S}^{m}$ への Sobolev 写像の全体を

$W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{n})=\{u\in W^{1,2}(\Omega, \mathbb{R}^{n+1})||u(x.)|=1$
$\mathrm{a}.\mathrm{e}.\}$

とする。
以下では、 Dirichlet 汎関数 $\mathrm{E}$ : $W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{n})arrow \mathrm{R}$

$\mathrm{F}_{\lrcorner}(.u)=\frac{1}{2}\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx$

$\nabla u=(\frac{\partial u^{i}}{\partial x^{\alpha}}.\overline{)},$ $| \nabla u|^{2}=’\sum_{\alpha=1}^{n}\sum_{i=1}^{n+1}$

.

$( \frac{\partial u^{i}}{\partial x^{\alpha}})^{2}$

の最小点の性質について興味を持つ。

Definition 1 (energy minimizing $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p}\grave{)}$

$v-u\in W_{0}^{1,2}(\Omega, \mathbb{R}^{n+1})$ を満たす任意の $v\in\nu V^{1.2}(_{\backslash }.\Omega, \mathrm{S}^{n})$ に対して

$\mathrm{E}(v)\leq \mathrm{E}(u)$

となるとき、 $u$ を energy minimizing map と呼ぶ。
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Remark 1energy minirrfizing map は調和関数の一盤化と考えられる。 しか

し、 調和関数の場合と異なり -.般に連続ではない。代表的な例として、次が
ある。

$x/|x.|\in\nu\nu^{r[perp],2}$ ( $\mathrm{B}’|?$ , S男.–l.). $(\mathrm{m}\geq 3)$ .

この写像は energy minimizing map となることが知られているが $\text{、}$
明らかに

原点において連続ではない。

energy minimizing map の不連続点のことを特異点 (singular point) と呼ぶ o
energy 而。i而。$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ 、map の研究では、定義域及び値域となる多様体が energy
minimizing map の特異点にどのように影響を及ぼすかというの p\searrow ‘‘一つの研究
テーマである。今のところ energy minimizing map の具体例はあまり知られ
ていないため、 $x/$国のような扱いやすい (と、思われる

$\backslash$

) 写像を徹底的に調べ
あげることは非常に重要と思われる。

自然な問題意識として、 energy mini面 zing rnap はどのような特異点を持
ちうるか ? という問題を考えたい。言い替えれぼ特異点を 「分類」 すること
を目標とする。ただし、定義域及び値域となる多様体によって素性の良い 「分
類」 をしなければならない。次の定理はこのような素性の良い分類を与える
ものと考えられる。

Theorem 1 (Brezis-Coron-Lieb[1])
$\Omega\subset \mathbb{R}^{3}$ を有界領域をして、 $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{2})$ を energy m而而 zing maP, $a\in\Omega$

を $u$ の特異点とする。 (このとき、 $a$ は孤立特異点となることが知られている。)

(1) $u$ の $a$ における写像度 $\deg(_{\backslash }u,$ $a,1$ は、 $\pm 1$ となる。

$(2’)$ さらにある回転行列 $R\in_{-}O(3)$ が存在 1,て、写像 $u_{a,p}\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})(\rho’>0\backslash )$

は $\rho$. $arrow 0$ なるとき、 $Rx/$国に $\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}.-|_{arrow}-\wedge$、局所一様収束する $\mathrm{Q}$

ここで、 写像 $u_{a,\rho}\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$ は

$u_{a,\rho}(x)=u(a+px)$

で定義される写像のことである。

Remark 2 ここで、写像度 $\deg(u, a)$ の定義を述べる。 $a$ は孤立した特異点で
あるから、 $\sigma>0$ を十分小さくとれば、 $u$ は、 $\overline{\mathrm{B}_{\sigma}^{3}(a)}\backslash \{a\}$ 上連続となる。この
とき、 $u$ を� $\mathrm{B}_{\sigma}^{3}$ (a) に制限した写像

u|�球 (a) : $\partial \mathrm{B}_{\sigma}^{3}(‘/,)arrow \mathrm{S}^{2}$

の写像度を $\uparrow l$ の $a$ での写像度と呼ぶ。 これは $\sigma>,$ $0$ のとり方に依らない。

33



Theorem 1 は、 energy minimizing $\mathrm{n}\sim \mathrm{a}\mathrm{p}$ の singular point の近傍での挙動がわ
かるという点で、 singular poiiit. の分類とし 7て非常にすぐれたものである。

Theorem 1 からの自然な問題意識として、 このようなことは、高次元の
場合も成立するかというものがある。っまり、 $\Omega\subset \mathbb{R}^{m}$ を有界領域、 $u\in$

$W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{m-1})$ を energy m而而 zing map. $a\in\Omega$ を $u$ の孤立特異点としたと
き、 $u$ の $a$ での写像度はどのようになるか ? という問題を考える。ここで、
Brezis-Coron-Lieb の論文では、定義域が 3 次元であること、および値域が 2
次元球面であることが有効に用いられてぃるため、彼等の手法をそのまま高
次元の場合に適用することは困難であると考えられる。 (この事情につぃては、
$\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}.\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}3$ において述べる。) しかしとある事情にょって、次が得られた。
Theorenl 2 $(\mathrm{N}1$,
$\Omega\subset \mathbb{R}^{4}$ を有界領域として、 $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{3})$ を energy 面 nimizing lnap, $a\in\Omega$

を.$u$ の特異点とする。(このとき、 $a$. は孤立特異点となることが知られてぃる。)

(1) $u$ の $a$ での写像度は、 0 又は $\pm 1$ となる。

(2) もし $u$ の $a$ での写像度が $\pm 1$ ならば、 ある回転行列 $R\in O(4)$ が存在し
て、 写 $(\ovalbox{\tt\small REJECT} u_{a,\rho}\in\nu V^{1,2}(\mathrm{B}^{4}, \mathrm{S}^{3})$ $(\rho>0)$ は $\rhoarrow 0$ なるとき、.

$Rx/|x|$ に $\mathrm{B}^{4}\backslash \{0\}$

上、 局所一様収束する。

Remark 3 Theorem 1 と Theorenl 2 を比べると、次元によって特異点の性
質が変わらないように見える。 1\simかし、 その証明において用いる事実は全く異
なるものである。

2 Harmonic maps
以下、Theorem 1, Theorem 2 の証明のスケッチを見てい $\langle$ わけであるが、 こ

こではその際必要となる種々の定義などをする。まず、Dirichlet 汎関数につぃ
て $\text{の}$ Euler-Lagrange 方程式を求める。考察する変文は以下の 2 っである。

(1) $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{n}),$ $\phi\in C_{0}^{\infty}(\Omega, \mathbb{R}^{n+1})$ に対して、

$e( \text{。})=.\cdot\frac{u(x)+t\phi(x)}{|u(x)\dashv- t\phi(x)|}$
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(2) $u\in$. $W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{7\iota}),$ $\eta\in_{-}C_{\mathrm{t}7}^{\infty}(\zeta_{d}),$ $\mathbb{R}^{rr1})\#_{\sim}-X.\backslash \mathrm{f}\mathrm{L}..T_{\backslash }$

$u^{t}(x)=u$ ( $x$ 斗. $t\eta(.x)$ )

とする。

このとき、 以下の式を得る。

$\frac{d}{dt}\mathrm{E}(u_{t})|_{t=0}=\int_{\mathrm{f}1}\{\langle\nabla e\iota, \nabla\phi\rangle-|\nabla u|^{2}(u, \phi)\}dx$

ここに

$\langle\nabla u, \nabla\phi\rangle=\sum_{\alpha_{--}^{-1}}^{\uparrow\eta}\sum_{--}^{l\iota+1}\frac{\partial u^{i}}{\partial x^{\alpha}}\frac{\partial\phi^{i}}{\partial x^{\alpha}}\prime i-1$ $(u, \phi)=\sum_{i=1}^{n+1}u^{i}\phi^{i}$ .

$\frac{d}{dt}\mathrm{E}(\prime u^{t})|_{t=0}=\frac{1}{2}\int_{\Omega}\{|\nabla u|^{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\eta)-2\sum_{\alpha,\beta=1}^{m}(\frac{\partial u}{\partial x^{a}}.\cdot’\frac{\partial^{r}u}{\partial x^{\beta}})\frac{\partial\eta^{\alpha}}{\partial x^{\beta}}\}dx$.

ここで、 Dirichlet 汎関数の停 $\mathrm{f}\mathrm{r}_{\grave{\mathrm{f}\mathrm{l}}^{\sqrt}}$点である、weakly harmonic map, stationary
harmonic map を定義する。

Definition 2(weakly $1_{1}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{c}$ map, $\mathrm{s}\mathrm{t}^{-}\mathrm{a},\mathrm{t}_{1}.\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ harmonic map)
(1) $u$ が $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}_{\mathrm{J}}\mathrm{k}1\mathrm{y}$ harmonic map であるどは、

$\int_{\Omega}\{.\langle\nabla u, \nabla\phi\rangle-|\nabla v\cdot|^{2}(u, \phi)\}=0$ (2.1)

が、 任意の $\phi\in C_{0}^{\infty}(\zeta l, \mathbb{R}^{n+1})$ について成立することをいう。
(2) $u$ が stationary harmonic map であるとは、 $u$ が weakly harmonic map で
あり、 さらに

$\int_{\Omega}\{|\nabla u|^{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(_{\backslash }\eta)-2.\sum_{\alpha.\beta=1}^{m}(\frac{\partial u}{\partial x^{\alpha}},$ $\frac{\partial u}{\partial x^{\beta}})\frac{\partial\eta^{\alpha}}{\partial x^{\beta}}\}dx=0$ (2.2)

が、任意の $\eta\in C_{0}^{\infty}(\Omega., \mathbb{R}^{n})$ につい.$\acute{\mathrm{t}}$

、 成立することをいう。

Remark 4weakly ltannonic $\mathrm{n}’1\mathrm{a}\mathrm{p}$ の方程式におい $\vee\tau_{\backslash }$

$\text{、}$ 非線形項 $|\nabla\iota\iota|^{2}.u$ があ
らわれるのは、写像が球面に値をとっているという制限からきている。球面以
外のコンパク } $\backslash |$] 一マン多様体に値をとる調和写像の方程式は非線形項が多様
体によって変わってくることになる。 $-\cdot-f_{J}$ stationary harinonic map の方程式
では、 値域となる多様体の情報は含まれていない。
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Remark 5energy mini而 zing map は、 stationary harmonic map であり、sta-
tionary harmonic map は、 weakly harmonic map である $0$ しかし、逆は一般
には成立しない。

ここで正則性についての結果を述べておく。
Reg(u) $=$ { $x\in\Omega|u$ is .continuous at. $x$}
Sing(u)=\Omega \Reg(u) とする。

Theorem 3 (Schoen[5])
$u\in W^{1,2}(\Omega., \mathrm{S}^{n})$ が weakly harIJlonic map ならば、 $u$ は $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}(\cdot u)$ 上滑らかで
ある。

よって、weakly harmonic map の正則性の研究においては、不連続点の解析が
中心となる。
上の正則性の結果より簡単な計算で次が従う。

Theorem 4 $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{n})$ が連続な weakly harlnonic map であるとする。
このとき、 $u$ は $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}.\mathrm{t}_{1}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ harmonic map である $\text{。}$

解析的には、weakly harmonic map, stationary harmonic map, energy min-
imizing map にはどれくらいの差があるのが ? という問題は自然であり、次の
定理は非常に興味深い。 (これは、 Smith の結果 [6] より従う。 )

Theorem 5 $3\leq m\leq 8$ とする。任意の $d\in \mathbb{Z}\backslash \{0\}$ に対して、 ある weakly
$1_{1}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{c}$ map $u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{m}, \mathrm{S}^{m-1}.)$ が存在して、以下を満たす。
(1) $u$ は原点 0 にのみ特異性を持つ。
(2) $u$ の 0 での写像度 $\deg(u, 0)$ gま、 $d$ である。
さらに、 もし $4\leq m\leq 8$ ならば、 (1),(2) を満たす stationary harmonic map
が存在する。

$m=3,4$ のときを考えると、 Dirichlet 汎関数の最小性が特異性の性質に強い
影響を及ぼすことがわかる。

次に球面間の調和写像について述べる。球面間の写像につぃての Dirichlet 汎
関数の Euler-Lagrange 方程式を求めることにより次の定義にいきっく。

Definition3 $u\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{m}., \mathrm{S}^{n}.)$ が snlooth hal.In(’nic map であるとは、 $u$ が次
を満たすこととする。

$\Delta_{\mathrm{G}m}.u+|\nabla \mathrm{s}mu|^{2}u=0$ in $\mathrm{S}^{\mathrm{m}}$ .

ここで. $\triangle \mathrm{s}m$ は $\mathrm{S}^{m}$ 上の Laplacian: $\nabla_{\mathrm{S}^{m}}$ は $\mathrm{S}^{m}$ -[の gradient.
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最期に weakly harmonic map の安定性を定める $\text{。}$

$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{n})$ を Sing(u) が有限集合となる weakly harmonic map とする。
$\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega, \mathbb{R}^{n+1})$ を $(\mathrm{c}\iota(x), \psi’(x))=0$ (a $.\mathrm{e}$ . $x\in\Omega$) 満たす写像とする $\text{。}$

ここで

直行性の条件は、 $u$ を球面の接方向への変文を考察するためにつけられた条件
である。 このとき次を得る。

$\delta_{u}^{2}\mathrm{E}(\psi)=\frac{d^{2}}{dt^{2}}.\mathrm{E}(u_{t})!_{t=0}=/;\{|\nabla \mathrm{t}’.\mathrm{J}’-|\nabla u|^{2}|\psi|^{9-}\sim\}dx$ $(2.3_{l})$

Definition 4 $u\in 7V^{1,2}$ (\Omega 、 $\mathbb{S}^{n}.$) を Sing($u1$, が有限集合となる、weakly harmonic
lnap とする。

$\delta_{u}^{2}\mathrm{E}(\psi)\backslash "-\backslash _{>()}$

が、 $(u(x), ’\psi(x))=0\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in\Omega$ なる任意の $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega, \mathbb{R}^{n+1})$ について成立す
るとき、 $u$ は weakly stable であるという。そうでないとき、 unstable である
とい $\grave{\prime)}$

。

3Sketch of Proof of $\mathrm{T}1_{1}\mathrm{c}$-orern 1
ここでは、 Brezis-Coron-Lieb の定理の証明のスケツチを述べる $\text{。}$ 以下簡単の
ため、扱う energy 面 $\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z},\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ nla.p は $u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}\underline{.)})$ なるもので. 原点 0 に
のみ特異性を持つものとする。さらに $u$ #よ homogeneous と仮定する。つまり、

$\frac{\partial u}{\partial r}=0$ in. $\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}$

とする $\text{。}$

ここ (こ $r=|x|$ . energy mirfiniizing map の理論における、blow-up と $\mathrm{A}$ゝ

う手法によって、このように仮定してよい。このとき、ある写像 $u_{0}\in C$“ $(\mathrm{S}^{2}, \mathrm{S}^{2})$

が存在して、
$u(x)=?\mathit{1}0(\begin{array}{l}\mathrm{t}X\cdot\cdot\overline{|}.\check{\tau}\overline{|}\end{array})$ in $\mathrm{B}^{3}.\backslash \{0\}$

となる。 このとき、 $u$ は $\mathrm{w}\mathrm{e}‘ \mathrm{a}$kl.yharmonic lnap であるから、次が成立する。

$\triangle u\cdot\vdash|\nabla u|^{2}u=0$ in $D^{J}(\mathrm{B}^{3})$ .

よって、 $u(x)=u_{0}(x/|x|)$ より次を得る。

$\triangle_{\acute{i}^{\urcorner}}2\tau\iota_{0}+\grave{J}|\nabla_{\mathbb{S}^{2}}u|^{2}u=0$ in $\mathrm{S}^{t}\underline{)}$ .
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つまり、 $u0$ は $\mathbb{S}^{2}$ 間の smooth harmonic map である $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ よって、次の対応が
つく。

(homogeneous weAly harmonic map from $\mathrm{B}^{3}$ into $\mathrm{S}^{2}$ )
$rightarrow$ (smooth ha.rIllonic map between $\mathrm{S}^{2}$ ).

よって問題は、 $\mathrm{S}^{2}$ 間の smooth harmonic nla.p $u_{0}$ の、 homogeneous extension
$u(x)=u_{0}(x/|x|)$ は、 いつ energy mininfizing map となるか ? ということにな
る。 ここで、 $\mathrm{S}^{2}$ 間の smooth harnionic Inap について、次がしられている。

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\grave{\mathrm{r}}\mathrm{e}\mathrm{m}6u_{0}\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{2}, \mathrm{S}^{2})$ とする。 このとき、次の (1) と (2) は同値。
(1) $u_{0}$ は smooth harmonic map
(2) $u_{0}$ は holomorphic 又は、 anti-holomorphic.

これと次の定理を組み合わせることにより、Theorem 1 が示される。

Tlleorem 7 $u_{0}\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{2}, \mathrm{S}^{2})$ を snlooth harmonic map とする。 このとき、 $u_{0}$

の $1_{1}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s}$ extension $8l$. が statiollary hal.lnonic map であるための必要十
分条件は次が成立すること。

$\int_{@^{2}}|\nabla_{@^{2}}u_{0}|^{2}\omega d\omega=0$ . (3.1)

Proof
$\epsilon>0$ を十分小として、 cut-Off function $\chi_{\epsilon}$ を、 $\chi_{\epsilon}(r)=0(0\leq r\leq\epsilon)$ ,
$=\epsilon^{-1}.r-1(\epsilon\leq r\leq 2\epsilon),$ $1(\uparrow\cdot\geq 2\epsilon)$ で定める。 $u$ は $\mathrm{B}_{1}^{3}(0)\backslash \mathrm{B}_{2\epsilon}^{3}(0)$ 上連続
であるから、 ここでは stationary harmonic map である。 よって任意の $\eta\in$

$C_{0}^{\infty}(\mathrm{B}_{1}^{3}(0), \mathbb{R}^{3})$ に対して次を得る。

$\int_{\Re(0)\backslash \mathrm{B}_{2\epsilon}^{3}(0)}.\{$
$| \nabla v.|^{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\backslash ;(\chi_{\epsilon}^{J}\eta)-2(\frac{\partial u}{\partial x^{\alpha}}’\frac{\partial’u}{\partial x^{\beta}}’)\frac{\partial}{\partial x^{\beta},}(\chi_{\epsilon}\eta)\}dx=0$ .

(3.2)

この式において、 $\epsilonarrow 0$ とする。 ここで $u$ が homogeneous であることより次
が得られる。

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\chi_{\epsilon}\eta)=\chi_{\epsilon}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\eta,)+\chi_{\epsilon}’(r)(\frac{x}{r},$ $\eta)$

$( \frac{\partial u}{\partial x^{\alpha}},$ $\frac{\partial u}{\partial x^{\beta}})\frac{\partial}{\partial x^{\beta}}(\chi_{\epsilon}\eta^{\alpha})=\chi_{\epsilon}(\frac{\partial u}{\partial x^{\alpha}},$ $\frac{\partial u}{\partial x^{\beta}})\frac{\partial\eta^{\alpha}}{\partial x^{\beta}}$
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よって、 (3.2) は次のようになる。

$\int_{\mathrm{B}_{1}^{3}(())\backslash \mathrm{R}_{2\epsilon(0)}^{3}}\lambda_{\mathrm{C}}’$. $\{|\nabla u|^{2}\underline{)}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(7l)’($

$-2.[_{\mathrm{B}_{1}^{\}}(0)\backslash \mathrm{R}_{2\epsilon}^{3}(0)}\grave{.}|\nabla$

$/–‘ 2.\overline{\acute{c}}\mathit{1}\ldots g^{\overline{\alpha}},\partial.\underline{u}$ ,屋か} $dx$

(3.3)
$\mathrm{c}\iota|^{2}\chi_{\epsilon}’(r\cdot)(\frac{x}{r},$ $\eta)dx=0$

ここで、 定義域が 3 次元であることがきいてきて次が成立する。

$\int_{\mathrm{B}_{1}^{3}(0)}|\nabla u|^{2}\chi_{\epsilon}’(r)(\frac{x}{r},$
$\eta,)dx=\int_{\mathrm{Q}}0_{\mathrm{I}}^{2}|\nabla_{\mathrm{S}^{2}}v_{0},|^{2}(\frac{1}{2\epsilon}\int_{\epsilon}^{2\epsilon}\eta(r\omega)dr,\omega)d\omega$

$arrow(\int_{\mathrm{S}^{2}}\neg|\nabla_{\mathbb{S}^{2}}u_{0}|^{2}\omega d\omega,$ $\eta(0))$

$\eta\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{B}_{1}^{3}(0), \mathbb{R}^{3})$ は任意であるから、求める結果を得る。

Remark 6.-bの証明において、値域が球面であるということは全く使われて
いない。 よって、 これは定義域が 3 次元の場合の energy m而而 zing map の
研究において有効となると思われる。一方定義域が 4 次元以 $-\mathrm{b}_{-}$.の場合には、 $u$

は stationary harmonic map となってしまう $0$ つまり、定義域が 3 次元のとき
は定義域での変文に関して Diriclilet 汎関数の停留点となるという条件は非常
に強い条件であるといえる。

4 $\mathrm{S}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{c},\mathrm{h}$ of Proof of Theorem 2.
ここでは、 Theorem 2 の証明のスケッチを与える。Theorem 1 の場合と同様
にして、 energy lninimizing lllap. $\tau\iota \mathrm{C}-W^{1,2}(\mathrm{B}^{4}, \mathrm{S}^{3})$ で、 原点のみに特異性を持
.ち、 ある smooth $\mathrm{h}.$ arm.onic].nal) $u_{0}\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{3}, \mathrm{S}^{3})$ に対して $u(x)=u_{0}(x/|x|)$ な

るものを扱う。残念ながら.‘ $\mathrm{S}^{2}$ 間の場合と異なり、 $\mathrm{S}^{3}$ 間の srnooth harmonic
map の分類についての結果はしられてはいない。 よって $u_{0}$ の形状を露骨に
使うということはできない $\text{。}$ また前 section で述べたように $u$ は stationary
harmonic map になるので、 Brezis-Coron-Lieb の $arrow-\overline{\mathrm{f}}-1$正明をそのまま適用出来な

$\mathrm{a}_{\text{。}}$

しかし球面間の smooth hal.monic rnaps のエネルギーについての性質を用
いることによって写像度の解析を行うことが出来る。

Theorem 8 $(\mathrm{R}\mathrm{a},\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}.11., [4])$

$m,\cdot->\backslash 3$ として、 $u_{0}\in C^{\infty}$ ( $\mathrm{S}^{\gamma}$
”,

$\mathrm{S}^{n_{\mathit{1}^{\{}}^{\backslash }}j$ を smontlt luarnloll.ic $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{I}$) とする $0$ また、 $G^{\mathrm{v}}$
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を $\mathrm{S}^{m}$ の間の向きを保つ共形的な微分同相写像の全体のなす群とする。 このと
き、 次が成立する。

$\mathrm{E}_{\mathrm{S}^{m}}(u_{0})=\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{F}_{\lrcorner \mathrm{S}^{m}}(u_{0}\circ g)g\in G$

ここで、 $\mathrm{E}_{\mathrm{S}^{m}}$ は次で与えられるものする。

$\mathrm{E}_{\mathrm{S}^{m}}(u_{0})=\int_{\mathrm{S}^{m}}|\nabla_{\mathrm{S}^{m}}u_{0}|^{2}d\omega$ .

さらにもし
$\mathrm{E}_{\mathrm{S}^{m}}(u_{0})=\mathrm{E}_{\mathrm{S}^{m}}(u_{0}\circ g)$

が、 ある $g\in G$ について成立すれば、 $g\in SO(m+1)$ である。

Theorem 2 の証明に必要な補題を –^つ用意する。

Lemma 1 $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{\tau\iota})$ を Sing(u) が有限集合となる weakly harmonic
nlap とする $\text{。}$ もし $u$ が weakly stable ならぼ、

$\frac{n-3}{ll-1}\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}|f|^{2}\leq\int_{\Omega}|\nabla f|^{2}dx$

が、任意の $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega, \mathbb{R})$ について成立する。

Sketch of Proof of Lemma
Step 1. 任意の $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega, \mathbb{R}^{n+1})$ (こついて、 $\tilde{\psi}---\psi-(u, \psi)u$ とおき、 これを
weak stability の式に ($\mathrm{t}^{\backslash }$人する。
Step 2. 任意の $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega, \mathbb{R})$ に対して \psi =fe。とおいて、 Step 1 の式に代入
する。 ここで、 $\{\mathrm{e}_{\alpha}\}$ は R坪 1 の基底とする。そして、 $\alpha$ について足しあわせ
る。

Sketch of Proof of Theorem 2
Lemma により、次が成立。

$\frac{1}{3}\int_{\mathrm{B}_{1}^{4}(0)}|\nabla u|^{2}|f|^{2}dx\leq\int_{\mathrm{B}_{1}^{4}(0)}|\nabla f|^{2}dx$ .

ここで、 $h\in C_{0}^{\infty}(0,1)$ に $\lambda 1$

.
$\text{し}$ て、 $f(x)=h(|x|)$ とすると、次を得る。 ’

$\omega_{3}\int_{0}^{1}r^{3}|f_{l}|^{2}dr\cdot<_{\backslash }’’-\frac{1}{3}(\int_{@^{3}}|\nabla_{\grave{\omega}^{3}}\iota u_{0}|^{2}d\omega)\backslash (\int_{0}^{1}r|f|^{2}dr)$ .
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ここで、 $\omega_{3}$ は $\mathrm{S}^{3}$ の volume. よって、 $\mathrm{f}- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{d}\mathrm{y}$ の不当式の best constant によ
り次を得る。

$\int_{\cap 3}\theta\neg|\nabla_{\acute{\iota}\grave{\backslash }\mathrm{t}}\mathrm{s}u_{0}|^{2}\leq 3\omega_{3}$ .

ここで、 $\deg(u_{0})\neq 0$ ならば、 ある $g\in G$ が存在 1-て次を満たす。

$\mathit{1}_{\mathrm{S}^{3}}^{u_{0}\circ gd\omega=0}.$ .

これと Theorem をあわせると、 $u_{0}$.
$\circ$. $g$ が $x^{\alpha}|_{\mathrm{S}^{3}}(1\leq\alpha\leq 4)$ の一次結合であら

わせることが分かる。
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