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微分方程式系を解くということは数学の基本的な問題の一つである. たと
えば大学初年次の数学で次のような微分方程式を解く方法を習う.

$( \frac{d}{dx}\underline’\underline,+a_{1}\frac{d}{dx}+a_{0})f=0$ , $a_{1},$ $a_{0}\in \mathrm{C}$

判別式 $a^{\frac{}{1},}’-4a_{0}\neq 0$ ならこの方程式は次のような二つの解を持つ.

$f=\exp(\alpha x)$ およひ $f=\exp(\beta x)$

ここで $\alpha,\beta$ は, 二次方程式 $s\underline’+a_{1}s+a_{0}=0$ の相異なる 2 根である. 判別

式が消えるときは, $\alpha$ を重根とすると, $\exp(\alpha x)$ と $x\exp(\alpha x)$ が解となる. 解
の全体は $\mathrm{C}$ 上の 2 次元ベクトル空間となり上の解はその基底である.
一般に多項式係数の $r$ 階の微分方程式

$(a_{r}(x) \frac{d^{d}}{dx^{r}}+\cdots+a_{1}(x)\frac{d}{dx}+a_{0}(x))f=0$ ,

を考えよう. この方程式の解空間は $\mathrm{C}$ 上の $r$ 次元のベクトル空間である. 微

分 Galois 理論によれば, 一般の方程式は $\exp$ のような初等関数で解ける訳で
はない. 今, 解空間という用語を用いたが, 実は解空間の定義をしないといま

の言明は正確ではない. 代数方程式系を考えるとき, 実数の範囲で解くか, 複
素数の範囲で解くかはっきりさせないといけないのと同じことである.
いろいろな解空間のうち, 簡単かつ重要なものの一つは, ある点の近傍にお

ける正則関数の空間である. この空間での解については, 次の定理がなりた

つ: 点 $x=c$ が, $a_{r}(x)=0$ の外にあるとき, $x=c$ の近傍で定義された正則
関数解全体は, $\mathrm{C}$ 上の $r$ 次元のベクトル空間である. このとき, 微分方程式

を解くとは, この正則関数解の表示を求めることだとおもって良いであろう.
この場合は巾級数を代入して係数を順に決めていけばよい. なお $r$ を微分方

程式の rank とよぶ.

$a_{r}(x)=0$ を満たす点を微分方程式の特異点という. 上の常微分方程式の
場合でも, 特異点のまわりでの解をもとめることは複雑な問題であり, 一応の
解がもとまったのは, 20 世紀半ばのことである. なお現代の科学や工学では
微分方程式を解くとは数値的に解くことを意味する場合も多いが, 数値的に
解を計算するのも特異点のまわりではむつかしい.
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この解説論文では, 直観的な言い方でいうと, $n$ 変数で $n$ 個の連立線形偏微
分方程式系を特異点の周りで解くことを考える. ただし一般の特異点でなく,
無限遠にある確定特異点のまわりで考える.
微分方程式を解くための有効なーっの方法は摂動法である. 摂動法では, 簡

単な微分方程式の解をもとにして, より複雑な微分方程式の解を構成する. こ
こで紹介するグレブナ変形の方法は摂動法の一種である.

1 確定特異点をもつ常滅分方程式の級数解
確定特異点をもつ常微分方程式の解法をグレブナ変形の記号を使いながら

復習しよう. このような解法は主に 19 世紀に研究された.
1 変数の微分作用素環

$D=\mathrm{C}\langle x, \partial\rangle$

を考える. $\partial$ は, $x$ に付いての微分であり, $\partial x=x\partial+1$ なる関係式を満た
す. 多項式係数の微分作用素は $\frac{d}{dx}$ を $\partial$ と書き直すことにより, $D$ の元とみ
なせる.

$\theta=x\partial$ とおく. 特異点の周りでの級数解を考えるには, $\theta$ で微分作用素を
表示するのが基本的である. $x=0$ の周りでの級数解を求める問題を $x=0$

が確定特異点の場合に考えてみよう.
$D$ での関係式

$x^{m}\partial^{m}=\theta(\theta-1)\cdots(\theta-m+1)$

に注意すれば, $D$ の任意の元 $\ell$ は, 適当な $x$ のぺき $x^{v}$ を左から掛けること
により, $x$ と $\theta$ のみでつぎのように表現できる.

$x^{v}\ell$ $=$ $\sum_{i=0}^{N}x^{i}p_{i}$ (の

$=$ $p_{0}(\theta)+xp_{1}(\theta)+x^{2}p_{2}(\theta)+\cdots$

ここで $p_{i}(\theta)$ は, $\theta$ の多項式である. 多項式 $p0$ の次数が $\ell$ の rank に等しい
とき微分方程式 $\ell f=0$ は $x=0$ を確定特異点 (Regular singularity) にもっ
という. このとき $x=0$ のまわりの級数解は次のようにして計算できる.

定理 1 代数方程式 $p\mathrm{o}(s)=0$ の根がすべて異なり, さらに根の差が整数でな
いと仮定する. $\rho$ を $p\mathrm{o}(s)=0$ の根として, 複素数列 $c_{k},$ $(k=0,1,2, \ldots)$ を

次の漸化式

$c_{k+N}p_{0}( \rho+k+N)+\sum_{i=1}^{N}c_{k+N-j}p:(\rho+k+N-i)=0$ , $c_{0}=1$ (1)
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で一意的にさだめることが可能である. このとき $\ovalbox{\tt\small REJECT} f\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ が原点を確定特異
点にもっならば, 関数

$. \sum_{k=0}^{\infty}c_{k}.x^{\rho+k}.$ , $p\mathrm{o}(\rho)=0$ (2)

は, 方程式 $\ell f=0$ の原点の周りの解空間の基底となる.

証明は $p:(\theta)x^{\rho+k}=p_{i}(\rho+k)x^{\rho+k}$ なる性質に注意すれば簡単にできる. こ

の定理は古典的定理であるが, この定理をみると, 微分作用素 $p0(\theta)$ が解の構
成に中心的役割を果たすことがわかる. グレブナ変形の理論と結ひっけるた
め, $t$ をパラメータとして,

$x\vdash+t^{-1}y$ , $\partial_{x}\succarrow t\partial_{y}$ (3)

なる変数変換を考えよう. このとき $\theta_{x}=x\partial_{x}$ は $t$. の{--#-.
$\cdot$

$f*\cdot-$よらず, $\theta_{y}=y\partial_{y}$

に移る. $\theta$ この変換で不変であるといってもよい. 微分作用素 xv垣ここの変換
を施し, $t$ の多項式として整理すると, $t$ のべきが最大の項の係数が $P\mathrm{o}$ に他な
らない. $f(x)$ を解とする. $f(yt^{-1})$ の $t$ についての展開を考えよう. $tarrow+\infty$

での解の主要部の満たす微分方程式が $P\mathrm{o}(\theta_{y})$ である. したがって $P\mathrm{o}$ は $t$ を

大きくしていったときの, 方程式の主要部とみなしてもよい.
$l\in D$ に変数変換 (3) を施したときの, $t$ のべきが最大の項の係数 $P\mathrm{o}(\theta)$ を

グレブナ変形の理論では, in(-l,l)(\ell ) と書く (ただし $y,$ $\partial_{y}$ は $x,$ $\partial_{x}$ に戻す).
またこれを $\ell$ の (-1, 1) 方向へのグレブナ変形とよぶ.
さて, $p0(s)=0$ に重根があるときは, 定理 1 で述べたような形の級数では

解はかけない.
例

$\ell=\theta\underline’-x(\theta+1/2)\underline’$

とおく. このとき $P\mathrm{o}(s)=s\underline’$ である. 根 $s=0$ に対応する級数解は

$f_{1}(x)=1+( \frac{1}{2})\underline’ x+\underline’\frac{(\frac{1}{})(\frac{3}{})}{2^{2}}\underline’\underline’\underline’ x\underline’+\cdots$

となる. もうひとつの解としては,

$f_{2}(x)=(1+( \frac{1}{2})\underline’ x+\cdots)\log x+\frac{1}{2}x+\cdots$

なる解をとればいいことが知られている.

この解には $\log x$ が出現する. 一般に次の定理がなりたつ (これも 19 世紀
からよく知られている).

定理 2 $\ell f=0$ 力$\backslash$ $x=0$ を確定特異点にもつとき,

$N=\mathrm{C}[[x]][\log x, x^{\rho_{1}}, \ldots, x^{\rho_{u}}]$ , $\mathrm{P}\mathrm{o}(\rho:)=0,1\leq i\leq u$

$\}$こ $mnk$ 個の一次独立解が存在する.
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解を構成する方法は, 教科書によく紹介されている Frobenius の方法のほ
かに次のような方法がある.

$N$ のモノミアノレ $x^{a}(\log x)^{k}$ に対して, 辞書式に, ${\rm Re}\alpha$ が小さいほど大きい,
$k$ は大きいほど大きい, ${\rm Im}\alpha$ が小さいほど大きい, として, モノミアルに順序
をいれる. $f$ を $N$ の元とするとき, in(f) を $f$ の中でこの順序で一番大きい
モノミアルとする. このとき次の定理がなりたつ.

定理 3 $\ell f=0$ が $x=0$ を確定特異点にもつとき, 次の性質を満たす rank
個の一次独立解 $f1,$ $\ldots,f_{r}\in N$ が存在する. これらの解は原点の近傍で収束
する.

1. $\mathrm{i}\mathrm{n}(f_{\dot{l}})$ は in(-l,l)(\ell ) の解.

2. $fj,$ $(j\neq:)$ には項 in(fj) が出現しない.

この定理は, 解を構成していくためのアルゴリズムも与えている. つまり,
まずグレブナ変形 in(-l,l)(\ell ) を解き, それからその解を延ばしていけば解を
構成できることをこの定理は保証している.
この定理は $n$ 変数の regular holonomic system に一般化可能である. 次の

節では, その一般化を紹介しよう.

2Holonomic system のグレブナ変形と級数解

以下 $n$ 変数の微分作用素環

$D=\mathrm{C}\langle x_{1}, \ldots, x_{n}, \partial_{1}, \ldots,\partial_{n}\rangle$

を考える. 線形偏微分方程式系

$\ell_{1}f=\cdots=\ell_{m}f=0$ , $\ell_{:}\in D$

を $\ell_{1},$
$\ldots$ , \ell 。で生成される $D$ の左イデアル $I=D\cdot\{\ell_{1}, \ldots,\ell_{m}\}$ と同一視

する.
前節で述べたことを一般化するために次の二つの記号を導入する.

$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(u,v)(x^{\alpha}\partial^{\beta})=u\cdot\alpha+v\cdot\beta$, $u,$ $v\in \mathrm{R}^{n},$ $u+v\geq 0$ (4)

$\ell=\sum_{(\alpha,\beta)\epsilon E}c_{\alpha,\beta}x^{\alpha}\partial^{\beta}\in D$ とおくとき,

$\mathrm{i}\mathrm{n}_{(u,v)(\ell)\sum_{\mathrm{O}\mathrm{I}\mathrm{d}_{(u,v)}(\ell)=u\alpha+v\beta}}=,$ $(\alpha,\beta)\epsilon Bc_{\alpha},\rho x^{a}\xi^{\beta}$

(5)

ただし, $u+v=0$ のときは $\xi=\partial$ とお $\text{く}$ . これは 1 変数の時の同様の記号
の一般化となっている.
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偏微分方程式系 $I$ が, holonomic であるとは, in(o,l)(I) の次元が $n$ である

ことと定義する. 左 $D$ 加群 $D/I$ の任意の滑らかな曲線への制限 (高次の制
限も含む) で得られる常微分方程式系がその曲線の無限遠点をふくむすぺて
の点で確定特異点をもつとき, $D/I$ を regular holonomic とよぶことにする.

Regular holonomic の概念は, Deligne, Kashiwara, Kawai や Mebkhout な

どにより 1970 年代から 1980 年代の初めにかけて整備された. $D$ 加群の制
限の概念は, $D$ 加群の理論の発達のはじめのころからあったが, その計算法は

Oaku [4] により 1990 年代の半ばにあたえられて, $D$ 加群の計算方法の基礎
となった. このあたりの事情については, Oaku による入門書 [5] がわかりや

すくかつ含蓄に富んでいる.
さてわれわれは, 定理 3 の類似およひそれを元にした級数解を求めるアル
ゴリズムを得たい. そのためには, グレブナ変形 in(-w,w)(I) を計算しないと
いけない.

定理 4(Oaku 1993, Takayama 1994) 重み $w\in \mathrm{R}^{n}$ を一つえらひ固定する.
$I$ の順序 $\prec(-w,w)$ によるグレブナ基底を $G$ とするとき in(-w,w)(G) がグレ
ブナ変形 in(-u”w)(I) の生成元となっている. $\prec(-w,w)$ によるグレブナ基底
$C$’は, $D$ における同次化の方法 ( $V$ -homogenization が同次化ワイル代数) を

Buchberger アノレゴリズムに適用して計算できる.

さて, 重み $w$ を generic に選ひ固定する. $\mathrm{i}\mathrm{n}(-w,w)(I)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}-w^{l},w^{l})(I)$ とな

る $w’$ 全体は $\mathrm{R}^{n}$ の cone となることが知られている. この cone を $C_{w}$ と書き,
グレブナ cone とよぶ. さらにグレブナ変形で得られる方程式系 in(-w,w)(I)
は実は $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{n}$ のみだけで書ける方程式系に書き直せる. つまり, $\theta_{\dot{*}}$ のみ

だけで書ける方程式系 $p_{1}(\theta),$ $\ldots,p_{L}$ (のが存在して, 二つの方程式系の正則関
数解の空間が一致するように作れる. 代数方程式系 $p_{1}(s)=\cdots=p_{L}(s)=0$

の解を $\rho_{1},$ $\cdots$ , \rho 。とお $\text{く}$ . 空間

$N_{u\prime}=\mathrm{C}[[\mathrm{Z}^{n}\cap C_{w}^{*}]][x^{\rho_{1}}, \ldots, x^{\rho_{m}},\log x_{1}, \ldots, \log x_{n}]$

が解を考えるぺき空間である. 次の定理は定理 3 の一般化である.

定理 5(Saito, Sturmfels, Takayama, 2000, [8, Chapter 2]) $D/I$ が regular

holonomic であるとき, $N_{w}$ に次の性質をみたす $I$ の $mnk$ 個の一次独立解

が存在する. これらの解は, 共通のある領域で収束する.

1. in(f�は in(-w, $u’$ ) $(I)$ の解.

2. $f_{j},$ $(j\neq i)$ に}ま項 $\mathrm{i}\mathrm{n}(f_{1}.)$ が出現しな $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ .

この定理は, 解を構成していくためのアルゴリズムも与えている. 手順は以下
のとおり.
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1. グレブナ変形が簡単に解ける方程式系になるように generic な重みを選
らぶ.

2. グレブナ変形の方程式を解ぐ

3. グレプナ変形から, 元の方程式の解を復元する.

摂動論の枠組みではグレブナ変形の方程式の解は第一近似だと思ってよい. こ
の定理の抽象的な類似が Kashiwara による消滅サイクルの研究 (1980 年代)
でも現れていることも注意しておく.

例: $a,$ $b,$ $b’$ を数とする.

\mbox{\boldmath $\theta$}x2-x(\mbox{\boldmath $\theta$}x+\mbox{\boldmath $\theta$}y+a)(\mbox{\boldmath $\theta$}、 $+b$),
$\theta_{y}^{2}-y(\theta_{x}+\theta_{y}+a)(\theta_{y}+b’)$

の解は, $xy(1-x)(1-y)(1-x-y)=0$ 以外で正則である. 解空間の次元は
4 次元であり $w=(1,1)$ のときグレブナ cone $C_{w}$ は, 第一象元に等しい. グ
レブナ変形の方程式は $D \cdot\{\theta_{x}^{2}, \theta\frac{}{y},,\}$ . 次の級数が解の基底.

$f_{1}$ $=$ $\underline{1}+\cdots$

$f_{2}$ $=$ $\underline{\log x}+\cdots$

$f_{3}$ $=$ $\underline{\log y}+\cdots$

$f_{4}$ $=$ $\underline{\log x\log y}(1+\frac{ab}{1^{2}}x+\frac{ab’}{1^{2}}y+\cdots)$

$+(\log y)x(ab-2a-2b)+(\log x)y(ab’-2a-2b’)+\cdots$

下線の項が $\mathrm{i}\mathrm{n}(f_{i})$ である.

Regular holonomic系の特異点のまわりでの級数解を与える問題の解として
は, 1970 年代おわりから 80 年代の始めにかけて Oshima [7] およひ Yoshida,
Takano [12] が常微分方程式の局所的な標準形への変換方法の拡張としてひ
とつの解を与えている. この方法では, 特異点が正規交差となってぃることを
仮定していた. われわれの方法は, これらの方法とは異なり無限遠点での特異
点解消と級数解を同時に構成している.

3 ホモト $\mathrm{f}^{\mathrm{O}}$–$/\not\in\backslash$ , ソフトウエア, 課題
この節では, 代数方程式系の解法との類似およひソフトゥエアおよひ今後

の課題について述べる.
われわれの方法は, $I$ の解と in(-w,w)(I) の解を関連付けてぃると理解して
よい. この場合, $\mathrm{i}\mathrm{n}$ (-w,ッリ (I) は $I$ の性質を保ったよいグレブナ変形である.
連立代数方程式も同様な手順で解を求めることが可能である. Newton 法は
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代数方程式を解くための強力な方法であるが, 初期値をえらぶ万能でうまい
方法はなかった. 1995 年頃から盛んに研究されている Cheater’s homotopy
[9], [11] による手順は以下のようになる.

1. グレブナ変形が 2 項式を生成元とするようなうまい重みを選らぶ.

2. グレブナ変形の方程式を解 $\text{く}$ .

3. グレブナ変形にそって, 元の方程式の解を Newton 法を併用して復元
する.

代数方程式系の解法と微分方程式系の解法は似ているが, 実は代数方程式
の解の公式は, $A$ 超幾何方程式系の解になっていることも知られており, さら
に深い関係があるものと推測している.
不確定特異点の周りでの, 級数解の構或問題は, 常微分 h程式でも完全な解

決は, 20 世紀にはいってからである. Hukuhara [1] や brrittin [10] の仕事
を参照. また M.Hoej が書いた Maple の DEtool を用いると計算機を用いて
級数解を構成できる. Holonomic 系に対しては, Majima [2] が特異点が正規
交差であると仮定して, 解の構成アルゴリズムを与えた. グレブナ変形による
類似の理論とアルゴリズムはまだできていない.
この解説でのぺたアルゴリズムは OpenXM パッケージの一部 [6, dsolv 関

数] ( $0\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{X}\mathrm{H}/\mathrm{s}\mathrm{r}\mathrm{c}/\mathrm{a}\mathrm{s}$ir-contrib) としてmされている. われわれの $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Re \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$

構成のアルゴリズムは, 幾何や代数のさまざまなアルゴリズムを利用する必
要があり, OpenXM のソフトウエア間通信機能をフルに利用している.
この解説では, 級数解の構成を紹介した. 線形偏微分方程式系を扱ういわゆ

る $D$ 加群の理論は高度に抽象的なものと思われてきた. しかし, グレブナ基

底やグレブナ変形の考えをもちいると, 線形偏微分方程式系を扱うための計
算機アルゴリズムと深いかかわりをもつことが明らかになってきている. た
とえば, 普通のおよひ高次の解空間 $\mathcal{E}xt_{D}^{k}$

.
$(\mathcal{M},\mathcal{N})$ をきめるためのアルゴリズ

ムがさまざまな解空間 $N$ に対してあたえられつつある.
線形偏微分方程式系のための計算機向けアルゴリズムと実装は, このよう
に実際の解法に適用できるだけでなく, 数学者の計算機実験装置として理論
研究にも寄与するものと期待している. 実際 $\Lambda$ 超幾何方程式系の研究 [8] に

は, $D$ 加群用のアルゴリズムとシステムが予想の検証や反例を構成するため
フルに活用された.
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