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1 超幾何関数 $pp-F1$ の二次関係式

一般超幾何関数は次の級数で定義される.

$\mathrm{P}F_{p-1}(a_{1}, \ldots, a_{p}, b_{2}, \ldots, b_{p}; z):=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(a_{1})_{n}\cdots(a_{p})_{n}}{(1)_{n}(b_{2})_{n}\cdots(b_{p})_{n}}z^{n}$.

ここで $(a)_{n}=.a(a+1)\cdots(a+n-1)$ .
$p=2$ のときが Gauss の超幾何関数である. Gauss の超幾何関数について
は次の二次関係式が成り立つことがよく知られている.

$2F1(a_{1}, a_{2}, b\mathrm{z};z)2F_{1}$ ( $-a_{1},$ -a2, $2-b_{2}$ ; $z$ )

$+$ $\frac{z}{b_{2}-1}2F_{1}’(a_{1}, a_{2}, b_{2}; z)2F_{1}(-a_{1}, -\cdot a_{2},2-b_{2}; z)$

$\frac{z}{b_{2}-1}2F_{1}(a_{1}, a_{2}, b_{2};z)2F_{1}’(-a_{1}, -a_{2},2-b_{2}; z)$

$\frac{a_{1}+a_{2}-b_{2}+1}{a_{1}a_{2}(b_{2}-1)}z^{2}2F_{1}’$ ( $a_{1}$ , a2, $b_{2}$ ; $z$ ) $2F_{1}’(-a_{1}, -a_{2},2-b_{2} ; z)=1$ ’

ここで $e_{2}=b_{2}-1$ かつ $a_{1}a_{2}\neq 0,$ $e_{2},$ $\not\in \mathrm{Z}$ .

我々は $p=3,4$ のときに同様の二次関係式を与えたので, それを報告する.

はパラメータ $a:,$ $b_{j}$ が gene加 $c$ のときに, 次

$\sum_{i=1,j=1}^{p}(\theta_{p}^{i-1}F_{p-1}(A, B;z))\frac{c_{jj}}{c_{11}}(\theta_{p}^{j-1}F_{p-1}(-A, 2-B;z))=1$ . (1)

ここで $\theta=zd/dz$ かつ, $A.=(a_{1}, \ldots, a_{p}),$ $B=(b_{2}, \ldots, b_{p}),-A=(-a_{1}, \ldots, -a_{p})$ ,
$2-B=(2-b_{2}, \ldots, 2-b_{p})$ .
また, $c_{ij}$ は $pp-F1$ に付随するコサイクルの交点行列の逆行列の ( $i$ ,j)-成

分である. 定理 3.1 により, 交点行列は $p$ に関して再帰的に求まる.
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定理 1.2 $p=3$

条件 $a_{1}a_{2}a_{3}\neq 0,$ $b_{2},$ $b_{3}\not\in \mathrm{Z}$ のもとで

$3F_{2}(A, B;z)3F_{2}(-A, 2-B;z)$

$+$ $\frac{(-t_{1}+1)z}{t_{2}}3F_{2}(A, B;z)_{3}F_{2}’(-A, 2-B;z)$

十 $. \frac{.z^{2}}{t_{2}}3F_{2}(A, B;z)_{3}F_{2}’’(-A, 2-B;z)$

$+$ $\frac{(t_{1}+1)z}{t_{2}}3F_{2}’(A, B;z)\mathrm{s}F_{2}(-A, 2-B;z)$

$+$ $\frac{((t_{2}+1)s_{1}-t_{1}s_{2}-s_{3}-t_{1})z^{2}}{t_{2}s_{3}}3F_{2}’(A, B;z)_{3}F_{2}’(-A, 2-B;z)$

$+$ $\frac{(s_{1}+s_{2}-t_{1}-t_{2})z^{3}}{t_{2}s_{3}}\mathrm{s}^{F_{2}’(A,B;z)_{3}F_{2}’’(-A,2-B;z)}$

$+$ $\frac{z^{2}}{t_{2}}\mathrm{s}F_{2}’’(A, B;z)_{3}F_{2}(-A, 2-B;z)$

$+$ $\frac{(s_{1}-s_{2}-t_{1}+t_{2})z^{3}}{t_{2}s_{3}}3F_{2}’’(A, B;z)_{3}F_{2}’(-A, 2-B;z)$

$+$ $\frac{(s_{1}-t_{1})z^{4}}{t_{2}s_{3}}3F_{2}’’(A, B;z)_{3}F_{2}’’(-A, 2-B;z)$

$=$ 1.

ここで $s_{1}=a_{1}+a_{2}+a_{3},$ $s_{2}=a_{1}a_{2}+a_{2}a_{3}+a_{3}a_{1f}s_{3}=a_{1}a_{2}a_{3},$ $t_{1}=e_{2}+e_{3}$ ,
$t_{2}=e_{2}e_{3},$ $e_{2}=b_{2}-1,$ $e_{3}=b_{3}-1$ かつ $A=$ ( $a_{1}$ , a2, $a_{3},$ $a_{4}$), $B=(b_{2}, b_{3}, b_{4})$ ,
$-A=(-a_{1}, -a_{2}, -a_{3}, -a_{4}),$ $2-B=(2-b_{2},2-b_{3},2-b_{4})$ .

定理 1.3 $p=4$ .
$f(z)=4F_{3}(A, B;z),$ $g(z)=4F_{3}(-A, 2.-B;z)$ と置くと,
$\Leftrightarrow\# a_{1}a_{2}a_{3}a_{4}\neq 0,$ $b_{2},$ $b_{3},$ $b_{4}\not\in \mathrm{Z}$ のもとで

$f(z)g(z)$

十 $\frac{(-t_{1}+t_{2}+1)z}{-t_{3}}f(z$) $g’(z$ )

$+$ $\frac{(-t_{1}+3)z^{2}}{-t_{3}}f(z)g’’(z)$

$+$ $\frac{z^{3}}{-t_{3}}f(z)g’’’(z)$

$+$ $\frac{(-t_{1}-t_{2}-1)z}{-t_{3}}f’(z)g(z)$

$+$ $\frac{((t_{2}+1)s_{1}+(-t_{1}-t_{3})s_{2}+(t_{2}+1)s_{3}+(s_{4}-1)t_{1}-t_{3})z^{2}}{-t_{3}s_{4}}f’(z)g’(z)$

$+$ $\frac{((t_{2}+t_{3}+3)s_{1}+(-t_{1}+2)s_{2}+(-t_{1}+2)s_{3}-3t_{1}-2t_{2}-s_{4}-2t_{3})z^{3}}{\backslash -t_{3}s_{4}}f’(z)g’’(z)$

$+$ $\frac{(s_{1}+s_{2}+s_{3}-t_{1}-t_{2}-t_{3})z^{4}}{-t_{3}s_{4}}f’(z)g’’’(z.)$
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$+$ $\frac{(-t_{1}-3)z^{2}}{-t_{3}}f’’(z)g(z)$

$+$ $\frac{((t_{2}-t_{3}+3)s_{1}+(-t_{1}-2)s_{2}+(t_{1}+2)s_{3}-3t_{1}+2t_{2}+s_{4}-2t_{3})z^{3}}{-t_{3}s_{4}}f’’(z)g’(z)$

$+$ $\frac{((t_{2}+9)s_{1}-t_{1}s_{2}-s_{3}-9t_{1}+t_{3})z^{4}}{-t_{3}s_{4}}f’’(z)g’’(z)$

$+$ $\frac{(3s_{1}+s_{2}-3t_{1}-t_{2})z^{5}}{-t_{3}s_{4}}f’’(z.)g’’’(z)$

十 $\frac{-z^{3}}{-t_{3}}f’’’(z)g(z)$

$+$ $\frac{(s_{1}-s_{2}+s_{3}-t_{1}+t_{2}-t_{3})z^{4}}{-t_{3}s_{4}}f’’’(z)g’(z)$

$.+$ $\frac{(3s_{1}-s_{2}-3t_{1}+t_{2})z^{5}}{-t_{3}s_{4}}f’’’(z)g’’(z)$

$+$ $\frac{(s_{1}-t_{1})z^{6}}{-t_{3}s_{4}}f’’’(z)g’’’(z)$

$=$ 1.

ここで $s$: は $a_{1},$ $\ldots,$
$a_{4}$ $t_{i}$ は $e_{2}=b_{2}-1,$ $e_{3}=b_{3}-1,$ $e_{4}=b_{4}-1$

の基本対称式.

2 $pp-F1$ の積分表示とツイストコホモロジ

定理 1.1 を示すのにはツイストコホモロジの理論が用いられる. ここでは

超幾何関数 $pp-F1$ にしぱって考えていく. ツイストコホモロジに関する一般
論については文献 $[1],[9]$ を参照されたい.
まず, 超幾何関数 $pp-F1(A, B, t)$ は次の積分表示を持つ.

$\frac{\Gamma(a_{p})\Gamma(b_{p}-a_{p})}{\Gamma(b_{p})}t_{p}^{b_{p}-1}F_{p-1}(a_{1}, \ldots, a_{p}; b_{2}, \ldots, b_{p}; t)$

$= \int_{0}^{t}s^{a_{p}}(t-s)^{b_{p}-1-a_{p}}p-1F_{p-2}(a_{1}, \ldots, a_{p-1}; b_{2}, \ldots, b_{p-1}; s)\frac{ds}{s}$ .

$fj=\theta_{p-1}^{j-1}F_{p-2}(A’;B’;s)$ と置く. この $\text{積}$

.
分の積分核は次の微分方程式

を満たす.

$(d- \frac{ds}{s}{}^{t}L_{0}-\frac{ds}{s-t}{}^{t}L_{1}-\frac{ds}{s-t}{}^{t}L_{t})\{s^{a_{p}}(s-t)^{b_{p}-1-a_{p}}(\begin{array}{l}f_{1}f_{2}\vdots f_{p-1}\end{array})\}=0$ .
$-$
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ただし, $p-1$ 次正方行列 $L_{0},$ $L_{1},$ $L_{t}$ は次で定義される.

$L_{0}$ $=$ $(\begin{array}{llll}a_{p} 0 01 . -B_{1}\vdots \ddots a_{p} \vdots 0 1 a_{p}-B_{p-2}\end{array})$ ,

$L_{1}$ $=$ $(\begin{array}{lll}0 0 B_{0}-C_{0}\vdots \vdots \vdots 0 0 B_{p-2}-C_{p-2}\end{array})$ ,

$L_{t}$ $=$ $(\begin{array}{lll}e_{p}-a_{\mathrm{p}} 0 \ddots 0 e_{p}-a_{p}\end{array})$ .

また $B_{k},$ $C_{k}$ はパラメータの基本対称式である.

.
$x \prod_{i=2}^{p-1}(x+b_{:}-1)$ $=$ $B0+B_{1}x+\cdots+B_{p-2}x^{p-2}+x^{p-1}$ ,

$\prod_{i=1}^{p-1}(x+a_{i})$ $=$ $C0+C_{1}x+\cdots+C_{p-2}x^{p-2}+x^{p-1}$ .

このことに注意すると, 以下のようなシチュエーションで, ツイストコホモロ

ジ群 $H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)$

.
とツイストホモロジ群 $H_{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla^{*})$ を構成でき, $pp-F1$

をそのペアリングとして捉えることができる.

$T$ $=$
.

$\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, t, \infty\}$ ,

$\Omega$ $=$ $. \frac{\prime ds}{s}L_{0}+\frac{ds}{s-1}L_{1}+\frac{ds}{s-t}\dot{L}_{t}$ ,
$\nabla$ $=$ $d+\Omega$ ,

� ‘ $=$ $d-{}^{t}\Omega$ .

ペアリング

$\langle$ , $\rangle$ : $H_{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla^{*})\cross H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)arrow \mathrm{C}$

を超幾何積分というが, 特に

$\langle\sigma,\varphi_{1}\rangle=\frac{\Gamma(a_{p})\Gamma(b_{p}-a_{p}\}}{\Gamma(b_{p})}t_{p}^{b_{p}-1}F_{p-1}(A;B;t)\sqrt$

が成り立つ. ここで,

$\sigma$ $=$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\{(0, t)\otimes s^{a_{p}}(s-t)^{b_{p}-1-a_{p}}(\begin{array}{l}f_{1}f_{2}\vdots f_{p-1}\end{array})\}$ ,
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$\varphi_{1}$ $=$ $\frac{ds}{s}(\begin{array}{l}10\vdots 0\end{array})$

である.

さて, 交点数を考えるためには, $H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)$ と対になるツイストコホモ

ロジ群を構成する必要がある. これは次のようにすればい. まず, 正則な定数
行列 $S$ を固定する. この $S$ をどのようにとるべきかは後でみる.
次に,

${}^{t}\Omega S+S\Omega_{-}=0$ (2)

を満たす $\Omega_{-}$ によって定まる

�- $:=d+\Omega_{-}$

を�の ( $S$ に関する) 共役接統と呼ぶことにする.
共役接統�- についてもツイストコホモロジ群 $H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-})$ とツイスト

ホモロジ群 $H_{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-}^{*})$ が構成される.

定義 2.1 次を交点形式という.

$H_{c}^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)\mathrm{x}H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-})$ $arrow$ $\mathrm{C}$

$([\psi], [\varphi])$ $\vdash+$ $[ \psi]\cdot[\varphi]:=\int_{T}S(\psi, \varphi)$ .

ただし, $S(\cdot.’\cdot)$ は $S$ から誘導される双線型形式である.

このとき, ツイストホモロジ群についても交点形式が誘導され, 次の図式が
成り立つ.

$H_{c}^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)$

文 $l$–
$.\#_{\backslash }ff$’式

$H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-})$

\downarrow 超幾何積分 \downarrow 超幾何積分
$H_{1}^{lf}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}7)$

交点形式
$H_{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-}^{*})$ .

それぞれのツイスト $(^{\text{コ}})$ ホモロジ群から基底

$c:\in H_{c}^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)$ , $c_{\dot{*}}^{\vee}\in H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla-)$ ,
$h_{:}\in H_{1}^{lf}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla^{*})$ , $h_{\dot{*}}^{\vee}\in H_{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-}^{*})$

をとって》行列

$P=(\langle h_{1\mathrm{l}}.c_{j}\rangle)_{ij},$ $Q=(\langle h_{i}^{\vee}, c_{j}^{\vee}\rangle)_{\dot{*}j},$ $I_{ch}=([c_{i}]\cdot[c_{j}^{}])_{ij},$ $I_{h}=([h:]\cdot[h_{j}^{\mathrm{v}}])_{j}$

を定めよう. つまり, $P,$ $Q$ は超幾何積分の行列, $I_{ch}$ はコホモロジの交点行列,
$I_{h}$ はホモロジの交点行列である.
すると, 次の定理が成り立つ.
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定理 21(ツイスト周期関係式)

${}^{t}P^{t}I_{ch}^{-1}Q=I_{h}$ . (3)

すでにみたように, 我々の場合には, 超幾何積分の行列 $P$ は p $F_{p-1}(A, B, t)$

たちからつくられるが, $S$ を勝手にとった場合には $Q$ がどのようなもの

になるかは自明ではない. 我々が必要とするのは, 超幾何積分の行列 $Q$ が

$pp-F1(-A, 2-B,t)$ からつくられる場合である. っまり, 我々の場合には $\Omega_{-}$

は, $\Omega$ のバラメータを $A\vdash+-A,$ $B\vdasharrow 2-B$ で置き換えたものでなければな
らない.

仮に, 超幾何積分の行列 $P,$ $Q$ が微分方程式

$dP-{}^{t}\Omega_{1}P$ $=$ 0,
$dQ-{}^{t}\Omega_{2}Q$ $=$ 0

を満たし, $I_{ch},$ $I_{h}$ が定数である場合には, ツイスト周期関係式 (3) を微分する
ことにより, 関係式

${}^{t}\Omega_{1}^{\cdot}I_{ch}+I_{\mathrm{c}h}\Omega_{2}=0$ (4)

が得られることに注意しよう.
式 (2) と式 (4) を比較することによって,結局, $S$ としては $p-\cdot 1F_{p-2}(A’, B’, s)$

に関するコホモロジの交点行列をとればよいことがわかる.

3 交点行列
$.H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla)$ のコサイクル

$\varphi_{1}$ $=$ $\frac{ds}{s}(\begin{array}{l}10\vdots 0\end{array}),$ . $\varphi_{2}=\frac{ds}{s}(\begin{array}{l}01\vdots 0|\end{array})$ , . . ., $\varphi_{p-1}.=\frac{ds}{s}.(\begin{array}{l}00\vdots 1\end{array})$ ,

$\varphi_{p}$ $=$ $\frac{ds}{s}(\begin{array}{l}0-B_{0}\vdots-B_{p-2}\end{array}).+\frac{ds}{s-1}(\begin{array}{l}B_{0}-C_{0}B_{1}-C_{1}\vdots B_{p-2}-C_{p-2}\end{array})$

$.\mu$

を考える. $\backslash$

ここで》関係式

$\langle\sigma, \varphi_{j}\rangle=\frac{\Gamma(a_{p})\Gamma(b_{p}-a_{p})}{\Gamma(b_{p})}t^{b_{P}rightarrow 1}.\theta_{p}^{j\sim 1}F_{p-1}..(A, B, \backslash z)$

’

$(j=1, \ldots,p)$

に注意する.
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$\varphi_{j}^{\vee}:=\varphi_{j}|_{a_{k}arrow-a_{k},b_{k}arrow 2-b_{k}}$

で $\varphi_{j}^{\mathrm{v}}\in H^{1}(T, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\nabla_{-})$ を定める.
$T=\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, t, \infty\}$ なので, 交点行列 $I_{ch}=([\varphi_{i}]\cdot[\varphi_{j}^{\vee}])_{i,j}$ を具体的に求
めることができる. 以下, $e_{k}:=b_{k}-1$ とする.

定理 31 条件 $b_{i}-a_{j}\not\in \mathrm{Z},$ $\sum_{i=1}^{k}(b_{i}-a_{i})\not\in \mathrm{Z}$ . $(2\leq k<p)$ を仮定する. こ

のとき,

$I_{ch}^{(p)}$ $=$ $2\pi\sqrt{-1}$ ( ${}^{t}M_{0}I_{ch}^{(p-1)}-v$
$-cu$ ).${}^{t}M_{0}I_{ch}^{(p-1)}$ $u$

$-v$ $-c$

ここで

$M_{0}$ $=$ $L_{0}^{-1}-L_{\infty}^{-1}$ ,
$M_{1}$ $=$ $a_{p}L_{0}^{-1}-e_{p}L_{\infty}^{-1}$ ,
$M_{2}$ $=$ $a_{p}^{2}L_{0}^{-1}-e_{p}^{2}L_{\infty}^{-1}-(a_{p}-e_{F})I$,

$u$ $=$ $(^{t}M_{1}I_{ch}^{(p-1)}$の第 $p-1$ 列町,
$v$ $=$ ( $M_{1}I_{ch}^{(p-1)}$の第 $p-1$ 行目),
$c$ $=$ ( $M_{2}I_{ch}^{(p-1)}$の第 $(p-1,p-1)$ 成分).

交点行列の逆行列 $I_{ch}^{-1}$ が得られると, 定理 2.1 から直ちに二次関係式が得
られる.

定理 3.2 $p=2$

$I_{ch}^{-1}$ $=$ $\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}(-a_{1})(e_{2}-a_{2})}(\begin{array}{ll}-B_{1}C_{0} -C_{0}C_{0} C_{1}-B_{1}\end{array})$

$=$ $\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}(-a_{1})(e_{2}-a_{2})}(\begin{array}{ll}-a_{1}a_{2}e_{2} -a_{1}a_{2}a_{1}a_{2} a_{1}+a_{2}-\mathrm{e}_{2}\end{array})$ .

ここで $C_{0}=a_{1}a_{2},$ $C_{1}=a_{1}+a_{2},$ $B_{1}=e_{2}$ .
$p=3$

$I_{ch}^{-1}$ $=$ $\frac{1}{(2\pi\sqrt{-1})^{2}(-a_{1})(e_{2}-a_{2})(e_{3}-a_{3})}\mathrm{x}$

$(\begin{array}{lll}-B_{1}C_{0} -B_{2}C_{0} -C_{0}B_{2}C_{0} C_{0}+B_{2}C_{1}-B_{1}C_{2} C_{1}-B_{1}-C_{0} -(C_{1}-B_{1}) -(C_{2}-B_{2})\end{array})$ .

ここで $C0=a_{1}a_{2}a_{3},$ $C_{1}=a_{1}a_{2}+a_{2}a_{3}+a_{3}a_{1},$ $C_{2}=a_{1}+a_{2}+a_{3},$ $B_{1}=e_{2}e_{3\prime}$

$B_{2}=e_{2}+e_{3}$ .
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$I_{ch}^{-[perp]}$ $=$
$\overline{(2\pi\sqrt{-1})^{3}(-a_{1})(e_{2}-a_{2})(e_{3}-a_{3})(e_{4}-a_{4})}-\cross$

$(\begin{array}{llll}-B_{1}C_{0} -B_{2}C_{0} -B_{3}C_{0} -C_{0}B_{2}C_{0} B_{3}C_{0}+B_{2}C_{1}-B_{1}C_{2} C_{0}+B_{3}C_{1}-B_{1}C_{3} C_{1}-B_{1}-B_{3}C_{0} -(C_{0}+B_{3}C_{1}-B_{1}C_{3}) -C_{1}-B_{3}C_{2}+B_{2}C_{3}+B_{1} -(C_{2}-B_{2})C_{0} C_{1}-B_{1} C_{2}-B_{2} C_{3}-B_{3}\end{array})$

ここで $C_{0}=a_{1}a_{2}a_{3}a_{4},$ $C_{1}=a_{1}a_{2}a_{3}+a_{2}a_{3}a_{4}+a_{3}a_{4}a_{1}+a_{4}a_{1}a_{2}$ ,
$C_{2}=a_{1}a_{2}+a_{1}a_{3}+a_{1}a_{4}+a_{2}a_{3}+a_{2}a_{4}+a_{3}a_{4},$ $C_{3}=a_{1}+a_{2}+a_{3}+a_{4}$ ,
$B_{1}=e_{2}e_{3}e_{4},$ $B_{2}=e_{2}e_{3}+e_{3}e_{4}+e_{4}e_{2},$ $B_{3}=e_{2}+e_{3}+e_{4}$ .
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