
Convergence Theorems with Generalized Projections
in Banach Spaces and Applications

高阪史明 (Fumiaki Kohsaka), 高橋渉 (Wataru Takahashi)
東京工業大学大学院情報理工学研究科

(Department of Mathematical and Computing Sciences,
Tokyo Institute of Technology)

1 はじめに

$H$ を Hflbert 空間とし, $g,$ $g_{1},$ $g_{2},$ $\ldots,$ $g_{m}$ : $Harrow \mathrm{R}$ を連続な凸関数とする. また,

$C=\{x\in H:g_{i}(x)\leq 0(i=1,2, \ldots, m)\}$

とする. このとき,

$g(u)= \min_{x\in C}g(x)$

を満たす点 $u\in C$ を求める問題を凸計画問題という. $C$ が空でないとし,

$f(x)=\{$
$g(x)(x\in C)$

$\infty(x\not\in C)$

とすると, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ は proper で下半連続な凸関数になる. また, 点 $u$ が凸計画問題
の解であることは $f(u)= \min_{x\in H}f(x)$ と同値である. このとき, $x\in H$ に対して,

� f(x) $=\{z\in H:f(x)+\langle y-x, z\rangle\leq f(y)(\forall y\in H)\}$

を対応させる $H$ から $H$ への集合値写像匁を $f$ の劣微分という. 容易にわかるように, $\partial f$ は

単調作用素である. すなわち, 任意の $(x, u),$ $(y, v)\in\partial f$ について, $\langle x-y, u-v\rangle\geq 0$が或
り立つ. さらに, Rockafellar [19] は�$f$ が極大単調作用素であることを証明した. すなわち,

$\partial f$ のグラフを真に含むような単調作用素は存在しない. このとき, $f(u)= \min_{x\in H}f(x)$ であ
ることは, $\mathrm{O}\in\partial f(u)$ であることと同値になる. よって, 凸計画問題は, 極大単調作用素 $A\subset$

$H\cross H$ に対して,
$\mathrm{O}\in Au$

を満たす点 $u\in H$ を求める問題に一般化される.
$A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とし, $r>0$ とする. このとき, 任意の $x\in H$ に対して,

$J_{r}(x)=\{z\in H:x\in z+rAz\}$
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とすると, $J_{r}$ は $H$ から $D(A)$ への一価写像になることが知られている ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: 高橋 [27, 28]). こ

れを $A$ の resolvent という. さらに, $J_{r}$ は非拡大写像であることが知られてぃる. すなわち,
任意の $x,$ $y\in H$ について

$||J_{r}x-J_{r}y||\leq||x-y||$

が成り立つ. また, $\mathrm{O}\in Au$ であることは $u=J_{r}u$ と $\dot{\Pi}\overline{\mathfrak{k}1}$値である. よって, Hilbert 空間では,
極大単調作用素の解を求める問題を非拡大写像の不動点問題としてとらえることができる.
極大単調作用素 $A\subset H\cross H$ に対し, $\mathrm{O}\in Au$ の解を求める近似法の一つとしてよく知られて
いるのが, Martinet [13] により考案された近接点法 (Proximal Point Algorithm) である. こ

の方法では初期点 $x=x_{1}\in H$ をとり, 点列 $\{x_{n}\}$ を

xn+l=J、$x_{n}(n=1,2, \ldots)$

により構或する. ここで $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ である. 1976 年に, Rockafellar [22] は, 次の弱収束
定理を証明した

定理 Ll (Rockafellar [22]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とす
る. $x_{1}=x\in H$ とし,

$x_{n+1}=J_{r_{n}}x_{n}(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq$

$\emptyset$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.

その後, Br\’ezis-Lions[2], Lions [12], Passty [15], Giiler [5] 等によって, Hilbert 空間
における近接点法に関して多くの研究がなされてきた. 特に, 上村 - 高橋 [7] は次の弱収束定理
と強収束定理を証明した $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

定理 L2 (上村 - 高橋 [7]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とする.
$x_{1}=x\in H$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+$ ( $1$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}n)J、$x_{n}(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\varlimsup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1,$ $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満た

すものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならぼ, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.

定理 L3 (上村 - 高橋 [7]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とする.
$x_{1}=x\in H$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J、$x_{n}(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,
$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は

$P_{A^{-1}0}(x)$ に強収束する. ここで $P_{A^{-1}0}$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

一方, Solodov-Svaiter [24] は, 数理計画で用いられる hybrid 法を用いて, 次の強収束定理
を証明した
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定理 $1\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (Solodov-Svaiter [24]). $H$ を $\mathrm{H}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}$空間とし, $A\mathrm{c}H\cross H$ を極大単調作用素と

する. また, $A^{-1}0\neq\emptyset$ とし,

$\{$

$x_{1}=x\in H$ ;
$X_{n}=\{z\in H : \langle z-J_{r_{\tau 1}}x_{n}, x_{n}-J_{r_{n}}x_{n}\rangle\leq 0\}$ ;
$Y_{n}=\{z\in H : \langle z-x_{n}, x-x_{n}\rangle\leq 0\}$ ;
$x_{n+1}=P_{X_{n}\cap Y_{n}}(x)(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすものとする. このとき, 点列
$\{x_{n}\}$ は $P_{A^{-1}0}(x)$ に強収束する. ここで, 任意の空でない閉凸集合 $C\subset H$ について, $Pc$ は

$H$ から $C$ の上への距離射影を表すとする.

次に, これらの定理を Hilbert 空間から Banach 空間に拡張することについて考える. Hilbert
空間においては, $A\subset H\cross H$ が単調作用素であることと増大作用素であることは同じことで
あるが, Banach 空間においては異なった概念である. 実際, $E$ を Banach 空間とするとき,
$A\subset E\cross E$ が増大作用素であるとは, 任意の $(x, u),$ $(y, v)\in E$ に対し, ある $j\in J(x-y)$

が存在して, $\langle u-v, j\rangle\geq 0$ が成り立つことであり, $T\subset E\cross E^{*}$ が単調作用素であるとは, 任

意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in T$ (こ対し, $\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}$ ) $\geq 0$ が成り立つことである. ここで, $J$ は $E$

から $E^{*}$ への双対写像である. 上村 - 高橋 [8] は, 増大作用素に対して, 定理 12 と定理 13 をそ
れぞれ, 次のように Banach 空間に拡張した $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

定理 L5 (上村 - 高橋 [8]). $E$ を一様凸な Banach 空間とし, $E$ のノルムが R\’echet微分可能で

あるか $E$ が Opial 条件を満たすとする. また, $A\subset E\cross E$ を増大作用素とし, $C\subset E$ を閉凸

集合で $D(A) \subset C\subset\bigcap_{r>0}R(I+rA)$ を満たすものとする. $x_{1}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+$ ( $1$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}n)J、$x_{n}(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $J_{r}=(I+rA)^{-1}(r>0)$ とし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\varlimsup_{narrow\infty}\alpha_{n}$

$<1,$ $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であれぼ, 点列 $\{x_{n}\}$ は

$A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.

定理 L6 (上村 - 高橋 [8]). $E$ を一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ回帰的な Banach 空間
とし, $E$ に含まれる任意の有界閉凸集合が非拡大写像に対して不動点性をもつとする. また,

$A\subset E\cross E$ を増大作用素とし, $C\subset E$ を閉凸集合で $D(A) \subset C\subset\bigcap_{r>0}R(I+rA)$ を満たす

ものとする. $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J、$x_{n}(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $J_{r}=(I+rA)^{-1}(r>0)$ とし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}$

$=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるなら

ぼ, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $v$ に強収束する. ここで $Px=v$ とおくと, $P$ は $C$ から $A^{-1}0$ の

上への sunny nonexpansive retraction である.

最近になって, 上村 - 高橋 [10] と大沢 - 高橋 [14] はそれぞれ, 極大単調作用素に対して, 定理

1.4 を次のように Banach 空間に拡張した.
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定理 L7 (上村 - 高橋 [10]). $E$ を一様に滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $T\mathrm{c}E\mathrm{x}E$ ‘を

極大単調作用素とする. また, $T^{-1}0\neq\emptyset$ とし,

$\{$

$x_{1}=x\in E$ ;
$X_{n}=\{z\in E : \langle z-J_{r_{n}}x_{n}, Jx_{n}-J(J_{r_{n}}x_{n})\rangle\leq 0\}$ ;
$\mathrm{Y}_{n}=\{z\in E : \langle z-x_{n}, Jx-Jx_{n}\rangle\leq 0\}$ ;
$x_{n+1}=P_{X_{r\iota}\cap Y_{n}}(x)(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $J_{r}=(J+rT)^{-1}J(r>0)$ とし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満た
すものとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{T^{-1}0}(x)$ に強収束する. ここで, 任意の空でない閉凸
集合 $C\subset E$ について, $Pc$ は $E$ から $C$ の上への generalized projection を表すとする.

定理 L8 (大沢- 高橋 [14]). $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $T\subset E\cross E^{*}$ を極大単
調作用素とする. また, $T^{-1}0\neq\emptyset$ とし,

$\{$

$x_{1}=x\in E$ ;
$X_{n}=\{z\in E : \langle z-J_{r_{n}}x_{n}, J(x_{n}-J_{r_{n}}x_{n})\rangle\leq 0\}$ ;
$\mathrm{Y}_{n}=\{z\in E : \langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\}$ ;
$x_{n+1}=P_{X_{n}\cap Y_{n}}(x)(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $J_{r}=(I+rJ^{-1}T)^{-1}(r>0)$ とし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満
たすものとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{T^{-1}0}(x)$ に強収束する. ここで, 任意の空でない閉
凸集合 $C\subset E$ について, $Pc$ は $E$ から $C$ の上への距離射影を表すとする.

$E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間と $\llcorner$ , $T\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素とする. 本研究に
おいては, $\mathrm{O}\in Tu$ の解の近似列として, $x_{1}=x\in E$ ,

$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x)+(1-\alpha_{n})J(J_{r_{n}}x_{n}))(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ を考える. ただし, $J$ は $E$ から $E^{*}$ への双対写像で, $J_{r}=(J+rT)^{-1}J$

$(r>0)$ とする. また, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ とする. 次に, このようにして定義
された点列 $\{x_{n}\}$ がある条件の下で, $T^{-1}0$ の元に強収束することを証明する (定理 3.1). $E$ が

Hilbert 空間ならぼ, $J$ は恒等写像 $I$ となるので, 定理 3.1 は定理 13 の Banach 空間へ拡張で
ある. さらに, この定理を Banach 空間における凸最小化問題, 変分不等式問題, minimax 問
題に応用する.

2 準備

$\mathrm{N}$ で正の整数全体の集合を表し, $\mathrm{R}$ で実数全体の集合を表す. $E$ を実 Banach 空間とする.
$E$ の元からなる点列 $\{x_{n}\}$ と $E$ の点 $x$ について, $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを $x_{n}arrow x$ で表
し, $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束することを $x_{n}arrow x$ で表す. また, $E$ の双対写像 $J$ は, 任意の $x\in E$

に対して,

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$
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を対応させる $E$ から $E^{*}$ への集合値写像である. $J(0.)=0$ であることは明らかである. また,

Hahn-Banach の定理により, 任意の $x\in E$ に対し, $Jx\neq\emptyset$ である. 特に, $E$ が Hilbert 空

間ならば, $J$ は恒等写像 $I$ となる. 集合値写像 $T\subset E\cross E^{*}$ が単調であるとは, 任意の $(x, x^{*})$ ,

$(y, y^{*})\in T$ に対して, $\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ が成り立つことをいう. また, 単調 (乍用素 $T$ が極

大であるとは, $S\subset E\cross E^{*}$ が単調作用素で, $T\subset S$ ならば $T=S$ となることをいう. このと

き, $T^{-1}0=\{x\in E : 0\in Tx\}$ が閉凸集合になることが証明できる. また, $D(T)$ で $T$ の定義

域 $\{x\in E:Tx\neq\emptyset\}$ を表すとする.
関数 $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ が proper であるとは, $f(a)\in \mathrm{R}$ を満たす点 $a\in E$ が存在すること

をいう. また, $f$ が下半連続であるとは, 任意の $r\in \mathrm{R}$ に対して, $\{x\in E : f(x)\leq r\}$ が $E$

の閉集合になることをいう. さらに, $f$ が凸関数であるとは, すべての $x,$ $y\in E$ と $\alpha\in(0,1)$

に対して,
$f(\alpha x+(1-\alpha)y)\leq\alpha f(x)+(1-\alpha)f(y)$

が成り立つことをいう. $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関数とする. このとき,

$x\in E$ に対して,

�$f(x)=\{x^{*}\in E^{*} : f(x)+\langle y-x, x^{*}\rangle\leq f(y)(\forall y\in E)\}$

を対応させる $E$ から $E^{*}$ への集合値写像� $f$ を $f$ の劣微分という. Rockafellar [19] は, $\partial f$ が

極大単調作用素になることを証明した ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: 高橋 [27]). また,

$( \partial f)^{-1}(0)=\{x\in E : f(x)=\min_{y\in E}f(y)\}$

となる. 例えぼ, 任意の $x\in E$ に対して, $g(x)= \frac{1}{2}||x||^{2}$ とするとき, $\partial g=J$ となる ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: 高

橋 [27] $)$ . 次の定理もよく知られている: $E$ を Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ を proper
で下半連続な凸関数とする. また, $g$ : $Earrow \mathrm{R}$ を連続な凸関数とする. このとき, 任意の $x\in$

$E$ に対し,
�$(f+g)$ $(x)$ $=\partial f(x)+\partial g(x)$

が成り立つ.

Banach 空間 $E$ が狭義凸であるとは, $||x||=||y||=1$ で $x\neq y$ ならば $||\underline{x}+\Delta 2||<1$ が成り立

つことをいう. また, $E$ が一様凸であるとは, $E$ の元からなる点列 $\{x_{n}\}$ , $\{y_{n}\}$ に対して,

$||x_{n}||=||y_{n}||=1,$ $\lim_{narrow\infty}||x_{n}+y_{n}||=2$

ならば $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-y_{n}||=0$ が成り立つことをいう. $E$ が一様凸ならぼ狭義凸である. ま

た, 一様凸な Banach 空間は回帰的である. 一方, $E$ が滑らかであるとは, 任意の $x,$ $y\in S(E)$

$=\{z\in E : ||z||=1\}$ に対して,

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ . . . $(*)$

が存在することをいう. また, $E$ が一様に滑らかであるとは, $(*)$ が $x,$ $y\in S(E)$ について一

様収束することをいう. $E$ が滑らかで, 狭義凸な回帰的 Banach 空間ならば, $E$ から $E^{*}$ への

双対写像 $J$ は一価で全単射となる. このとき, $J$ の逆写像 $J^{-1}$ は $E^{*}$ から $E$ への双対写像とな

る. 次もよく知られている ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: 高橋 [27, 28]):
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(1) $E$ が一様に滑らかならば, $J$ は $E$ の任意の有界集合上でノルムの意味で一様連続である;
(2) $E$ が一様に滑らかであることと, $E^{*}$ が一様凸であることは同値である.

例えば, $L^{p}(X)(1<p<\infty)$ は一様に滑らかで一様凸な Banach 空間であり, その双対写像
を $J$ とすると , $J(0)=0$ であり, $x\in L^{p}(X)\backslash \{0\}$ ならば, $t\in X$ に対して,

(Jx) $(t)=||x||_{L^{\mathrm{p}}}^{2-p}|x(t)|^{p}$ sign $x(t)$

となる ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$:Cioranescu [4]). ここで, sign $\lambda$ は $\lambda\in \mathrm{R}$ の符号を表すとする. また, Xu [29] は
次の補助定理を証明した

補助定理 21(Xu [29]). $E$ を一様凸な Banach 空間とし, $r>0$ とする. このとき, 狭義
単調増加で連続な凸関数 $g$ : $[0, \infty)$ $arrow[0, \infty)$ で $g(0)=0$ を満たすものが存在して, 任意の
$x,$ $y\in\{z\in E : ||z||\leq r\}$ と $\alpha\in[0,1]$ に対して,

$||\alpha x+(1-\alpha)y||^{2}\leq\alpha||x||^{2}+(1-\alpha)||y||^{2}-\alpha(1-\alpha)g(||x-y||)$

が成り立つ.

次に, Hilbert 空間における距離射影の一般化である generalized projection (Alber [1], 上
村 - 高橋 [10] $)$ について説明する. $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間とし, $C\subset E$ を

空でない閉凸集合とする. このとき, 任意の $u,$ $v\in E$ に対し,

$\phi(u, v)=||u||^{2}-2\langle u, Jv\rangle+||v||^{2}$

とおく. ただし, $J$ は $E$ から $E^{*}$ への双対写像である. このとき, 明らかに $\phi(u, v)\geq(||u||$ -

$||v||)^{2}$ が成り立つ. $x\in E$ を任意にとり, $u\in C$ に対して

$g(u)=||u||^{2}-2\langle u, Jx\rangle+||x||^{2}$

とす.$\text{る}$ . このとき, $g$ : $Carrow[0, \infty)$ は連続な凸関数であり, $||u_{n}||arrow\infty$ ならぼ $g(u_{n})arrow\infty$

となる. $E$ は回帰的であるから, $g(x \mathrm{o})=\min_{u\in}cg(u)$ となる点 $x0\in C$ が存在する ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: 高橋
[27] $)$ . すなわち,

$\phi(x0, x)=\min_{u\in C}\phi(u, x)$

である. $E$ は狭義凸であるので, そのような $x0\in C$ は一意である. この $E$ から $C$ の上への写
像のことを generalized projection といい, $Pc$ で表す. $E$ がHilbert 空間ならぼ, すべての
$u,$ $v\in E$ に対し, $\phi(u, v)=||u-v||^{2}$ となるので, $Pc$ は $E$ から $C$ の上への距離射影と一致す
る. また, $x\in E$ とするとき, $x0=Pc(x)$ であることと, 任意の $y\in C$ に対して,

$\langle y-x_{0}, Jx-Jx_{0}\rangle\leq 0$

が成り立つことは同値であることが証明されている (Alber [1], 上村 - 高橋 [10]).
$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間とし, $T\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素とする. ま

た, $r>0$ とする. このとき, 任意の $x\in E$ に対して,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)=\{z\in E : Jx\in Jz+rTz\}$
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とすると, $J_{r}$ は $E$ から $D(T)$ への一価写像になることが知られている ( $\mathrm{c}\mathrm{f}$: 高橋 [27]). これを

$T$ の resolvent という. 言い換えれば, $J_{r}=(J+rT)^{-1}J$ である. $E$ が Hilbert 空間ならば,

$J=I$ であるので, Hilbert 空間における resolvent の定義と一致する. また, $\mathrm{O}\in Tu$ である

ことは $u=J_{r}u$ と同値である. さらに, $T$ の吉田近似は $A_{r}= \frac{1}{r}(J-JJ_{r})$ で定義される. この

とき, 任意の $x\in E$ に対して, $(J_{r}x, A_{r}x)\in T$ となる.

3Banach 空間における極大単調作用素に対する強収束定理

この節では, 本研究の主結果である Banach 空間での極大単調作用素に対する強収束定理を得
る. この結果は実際, Hilbert 空間での上村 - 高橋の定理 (定理 13) の一般化になっている.

定理 3.1([11]). $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $T\subset.E\cross E^{*}$ を極大単調作用素と

する. $x_{1}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x)+(1-\alpha_{n})J(J_{r_{n}}.x_{n}))(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $J_{r}=(J+rT)^{-1}J(r>0)$ とし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $T^{-1}0\neq$

$\emptyset$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{T^{-1}0}(x)$ に強収束する. ここで, $P_{T0}-1$ は $E$ から $T^{-1}0$ の上

への generalized projection である.

証明の概略 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, yn=Jrnx。とし, $P=P_{T^{-1}0}$ とおく. まず, $T$ が

単調作用素であることから, $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$\phi(Px, x_{n+1})\leq\alpha_{n}\phi(Px, x)+(1-\alpha_{n})\phi(Px, x_{n})$

となることが示せる. よって, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $\phi(Px, x_{n})\leq\phi(Px, x)$ が成り立つ.
$(||Px||-||x_{n}||)^{2}\leq\phi(Px, x_{n})$ であるので, $\{x_{n}\}$ は有界である.
次に, $z_{n}=x_{n+1}$ とおく. $\{y_{n}\}$ は有界であり, $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ なので,

$\lim_{narrow\infty}||Jz_{n}-Jy_{n}||=0$

である. $E$ は一様凸なので, $J^{-1}$ は $E^{*}$ に含まれる任意の有界集合上でノルムの意味で一様連
続である. よって,

$\lim_{narrow\infty}||z_{n}-y_{n}||=0$ (1)

となる. 一方, $\{z_{n}\}$ の部分列 $\{z_{n_{i}}\}$ で,

$\lim_{iarrow\infty}\langle z_{n_{i}}-Px, \mathcal{J}x-\mathcal{J}Px\rangle=$ 垣 $\mathrm{m}_{narrow\infty}$ $\langle z_{n}-Px, \mathcal{J}x-\mathcal{J}Px\rangle$

であり, $z_{n_{i}}arrow v\in E$ となるものが存在する. このとき, (1) と $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ 及び $T$ の極

大性から, $v\in T^{-1}0$ が示せる. よって,

$\varlimsup_{narrow\infty}\langle x_{n}-Px,$ $Jx-JPx$) $\leq 0$ (2)

となる. 最後に, 不等式 (2) と $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ 及び $E$ の一様凸性を用いて, $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-$

$Px||=0$ を証明することができる. $\blacksquare$
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4 応用

定理 3.1 からいくつかの強収束定理を証明する. まず, 制約なしの凸最小化問題への応用を考

える.

定理 4.1. $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続
な凸関数とする. また, $f$ は最小値をもつとする. $x_{1}=x\in E$ とし,

$\{$

$y_{n}= \arg\min_{y\in E}\{f(y)+\frac{1}{2r_{n}}||y||^{2}-\frac{1}{r_{n}}\langle y, Jx_{n}\rangle\}$ ;
$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x)+(1-\alpha_{n})J(y_{n}))(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,
$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{(\partial f)(0)}-1(x)$ に強収束する.

証明 $r>0$ とし, $J_{r}=(J+r\partial f)^{-1}J$ とする. このとき, $z\in E$ とすると,

0 $\in$ $\partial f(J_{r}z)+\frac{1}{r}J(J_{r}z)-\frac{1}{r}J(z)$

$=$ $\partial(f+\frac{1}{2r}||\cdot||^{2}-\frac{1}{r}J(z))(J_{r}z)$

となる. これより,

$J_{r}z= \arg\min_{y\in E}\{f(y)+\frac{1}{2r}||y||^{2}-\frac{1}{r}\langle y, Jz\rangle\}$

となる. よって, yn=Jr、$x_{n}$ が任意の $n\in \mathrm{N}$ について成り立つ. ここで, 定理 3.1 を用いる
と, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P(\partial f)^{-1}(0)(x)$ に強収束する. $\blacksquare$

次に, 変分不等式問題への応用を考える. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $A$ :
$Carrow E^{*}$ を一価の単調作用素とする. さらに, $A$ は hemicontinuous であるとする. すなわち,

任意の $x,$ $y\in C$ に対し, $A$ が集合

$\{tx+(1-t)y : 0\leq t\leq 1\}$

上で連続であることをいう. ただし, $E^{*}$ の位相は weak’ 位相である. このとき, $u\in C$ が $A$

に対する変分不等式の解であるとは, 任意の $y\in C$ に対して,

$\langle y-u$ , $Au)\geq 0$

が成り立つことをいう. $A$ に対する変分不等式の解全体の集合を $VI(C, A)$ で表す. また, $x\in$

$C$ に対して

$Nc(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle y-x, x^{*}\rangle\leq 0(\forall y\in C)\}$

とする. Rockafellar [20] は,

$Tx=\{$
$A(x)+Nc(x)(x\in C)$ ;
$\emptyset(x\not\in C)$

(3)

で定義される $T\subset E\cross E^{*}$ が極大単調作用素であることを証明した. また, $VI(C, A)=T^{-1}0$

が成り立つ.
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定理 42. $C$ を滑らかで一様凸な Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $A$ : $Carrow E^{*}$ を一

価で hemicontinuous な単調作用素とする. また, $VI(C, A)\neq\emptyset$ とする. $x_{1}=x\in E$ とし,

$\{$

$y_{n}=VI(C, A+ \frac{1}{r_{n}}(J-Jx_{n}))$ ;
$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x)+(1-\alpha_{n})J(y_{n}))(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,
$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{VI(C,A)}(x)$ に強収束する.

証明 $T\subset E\cross E^{*}$ を (3) で定義される極大単調作用素とする. $r>0$ とし, $J_{r}=(J+$

$rT)^{-1}J$ とする. このとき, $z\in E$ とすると,

$Jz-J(J_{r}z)$ $\in rTJ_{r}z$

であるので,

$\frac{1}{r}(Jz-J(J_{r}z))-AJ_{r}z\in N_{C}(J_{r}z)$

となる. よって, 任意の $y\in C$ に対して,

$\langle$ $y-J_{r}z,$ $\frac{1}{r}$ (Jz-J$(J_{r}z))-AJ_{r}z\rangle$ $\leq 0$

が成り立つ. これより,

$J_{r}z=VI(C, A+ \frac{1}{r}(J-Jz))$

となる. よって, $y_{n}=J_{r_{n}}x_{n}$ が任意の $n\in \mathrm{N}$ について成り立つ. ここで, 定理 3.1 を用いる
と, 点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{VI(C,A)}(x)$ に強収束する. I

最後に, minimax 問題への応用を考える. $(E, ||\cdot||_{E})$ と $(F, ||\cdot||_{F})$ を回帰的な Banach 空間
とし, $X\subset E$ と $\mathrm{Y}\subset F$ を空でない閉凸集合とする. また, $L$ : $X\cross \mathrm{Y}arrow \mathrm{R}$ を, 任意の
$x\in X$ に対して, $y\in \mathrm{Y}$ の関数 $L(x, y)$ が下半連続な凸関数であり, 任意の $y\in \mathrm{Y}$ に対して,
$x\in X$ の関数 $L(x, y)$ は上半連続な凹関数であるとする. このとき, $(x0, y\mathrm{o})\in X\cross \mathrm{Y}$ が $L$ の

saddle point であるとは, 任意の $(x, y)\in X\cross \mathrm{Y}$ に対し,

$L(x, y\mathrm{o})\leq L(x_{0}, y\mathrm{o})\leq L(x_{0}, y)$

が成り立つことをいう. $L$ の saddle point 全体の集合を $S$ で表す. 次に,

$K(x, y)=\{$

$L(x, y)(x\in X, y\in \mathrm{Y})$

$\infty(x\in X, y\not\in \mathrm{Y})$

$-\infty(x\not\in X)$

とする. Rockafellar [21] は,

$T(x, y)=\{$
$\partial(-K(\cdot, y))(x)\cross\partial K(x, \cdot)(y)((x, y)\in X\cross \mathrm{Y})$

$\emptyset((x, y)\not\in X\cross \mathrm{Y})$

(4)

で定義される $T\subset(E\cross F)\cross(E^{*}\cross F^{*})$ が極大単調作用素であることを証明した. また, $T^{-1}0$

$=S$ が成り立つ. ここで, 任意の $(x, y)\in E\cross F$ に対し,
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$||(x, y)||=\{||x||_{E}^{2}+||y||_{F}^{2}\}^{\frac{1}{2}}$

とし, $E\cross F$ をこのノルムによる Banach 空間とみなしている. このとき, $(E\cross F)^{*}=E^{*}\cross$

$F^{*}$ となる. また, $(x, y)\in E\cross F$ と $(x^{*}, y^{*})\in E^{*}\cross F^{*}$ に対し,

$\langle(x, y),$ $(x^{*}, y^{*})\rangle=\langle x, x^{*}\rangle+\langle y, y^{*}\rangle$

となる.

定理 43. $(E, ||\cdot||_{E})$ と $(F, ||\cdot||_{F})$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $X\subset E$ と $\mathrm{Y}\subset F$

を空でない閉凸集合とする. また, $L$ : $X\cross \mathrm{Y}arrow \mathrm{R}$ を, 任意の $x\in X$ に対して, $y\in \mathrm{Y}$

の関数 $L(x, y)$ が下半連続な凸関数であり, 任意の $y\in \mathrm{Y}$ に対して, $x\in X$ の関数 $L(x, y)$

は上半連続な凹関数であるとする. また, $L$ の saddle point全体の集合 $S$ は空でないとする.
$(x_{1}, y_{1})=(x, y)\in E\cross F$ とし, $(u_{n}, v_{n})\in X\cross \mathrm{Y}$ を $(u, v)\in X\cross \mathrm{Y}$ の関数

$L(u, v)- \frac{1}{2r_{n}}||u||_{E}^{2}+\frac{1}{r_{n}}\langle u, J_{E}x_{n}\rangle+\frac{1}{2r_{n}}||v||_{F}^{2}-\frac{1}{r_{n}}\langle v, J_{F}y_{n}\rangle$

の一意の saddle point とする. さらに,

$\{$

$x_{n+1}=J_{E}^{-1}(\alpha_{n}J_{E}(x)+(1-\alpha_{n})J_{E}(u_{n}))$ ;
$y_{n+1}=J_{F}^{-1}(\alpha_{n}J_{F}(y)+(1-\alpha_{n})J_{F}(v_{n}))(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,
$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, 点列 $\{(x_{n}, y_{n})\}$ は Ps(x, $y$ ) に強収束する.
ただし, $J_{E}$ と $J_{F}$ はそれぞれ, $E$ と $F$ の双対写像を表すとする.

証明 $(z, w)\in E\cross F$ に対し,

$||(z, w)||=\{||z||_{E}^{2}+||w||_{F}^{2}\}^{\frac{1}{2}}$

とし, $E\cross F$ をこのノルムによる Banach 空間とみなす. このとき, $E\cross F$ は滑らかで一様凸な

Banach 空間となる. 実際, $\{(z_{n}, w_{n})\}$ と $\{(z_{n}’, w_{n}’)\}$ を $E\cross F$ の元からなる点列で, $||(z_{n}, w_{n})||$

$=||(z_{n}’, w_{n}’)||=1$ であり, $\lim_{narrow\infty}||(z_{n}, w_{n})+(z_{n}’, w_{n}’)||=2$ を満たすものとする. このと

き, 補助定理 2.1 により, 狭義単調増加で連続な凸関数 $g_{1},$ $g_{2}$ : $[0, \infty)arrow[0, \infty)$ で, $g_{1}(0)=$

$g_{2}(0)=0$ を満たすものが存在して, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$|| \frac{z_{n}+z_{n}’}{2}||_{E}^{2}$ $\leq$ $\frac{1}{2}||z_{n}||_{E}^{2}+\frac{1}{2}||z_{n}’||_{E}^{2}-\frac{1}{4}g_{1}(||z_{n}-z_{n}’||_{E})$

$|| \frac{w_{n}+w_{n}’}{2}||_{F}^{2}$ $\leq$ $\frac{1}{2}||w_{n}||_{F}^{2}+\frac{1}{2}||w_{n}’||_{F}^{2}-\frac{1}{4}g_{2}(||w_{n}-w_{n}’||_{F})$

が成り立つ. よって, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対し,

0 $\leq$ $g_{1}(||z_{n}-z_{n}’||_{E})+g_{2}(||w_{n}-w_{n}’||_{F})$

$\leq$ $2||(z_{n}, w_{n})||^{2}+2||(z_{n}’, w_{n}’)||^{2}-||(z_{n}+z_{n}’, w_{n}+w_{n}’)||^{2}$

$=$ $4-||(z_{n}, w_{n})+(z_{n}’, w_{n}’)||^{2}$

となる. ゆえに, $\lim_{narrow\infty}g_{1}(||z_{n}-z_{n}’||_{E})=0$ と $\lim_{narrow\infty}g_{2}(||w_{n}-w_{n}’||_{F})=0$ を得る. これ

より, $\lim_{narrow\infty}||z_{n}-z_{n}’||_{E}=0$ と $\lim_{narrow\infty}||w_{n}-w_{n}’||_{F}=0$ を得るので,
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$\lim_{narrow\infty}||(z_{n}, w_{n})-(z_{n}’, w_{n}’)||=0$

である. よって, $E\cross F$ は一様凸である. また, $E$ と $F$ は滑らかで, 回帰的な Banach 空間で

あるので, $E^{*}$ と $F^{*}$ は狭義凸な Banach 空間である. また, Banach 空間 $Z$ が狭義凸である

ための必要十分条件は, 任意の $x,$ $y\in Z$ で $x\neq y$ であるものに対して,

$||_{2}^{\underline{x}} \alpha+||^{2}<\frac{1}{2}||x||^{2}+\frac{1}{2}||y||^{2}$

が成り立つことであるので, $E^{*}\cross F^{*}$ は狭義凸である. そこで, $(E\cross F)^{*}=E^{*}\cross F^{*}$ である

から, $E\cross F$ は滑らかである. また, $J$ を $E\cross F$ から $E^{*}\cross F^{*}$ への双対写像とするとき, 任

意の $(z, w)\in E\cross F$ に対して, $(J_{E}z, J_{F}w)\subset J(z, w)$ となることは明らかである. $E\cross F$ は

滑らかであるから, $J$ は一価写像なので, 任意の $(z, w)\in E\cross F$ に対して,

$(J_{E}z, J_{F}w)=J(z, w)$

が成り立つ.

そこで, $T$ を (4) により定義される $E\cross F$ から $E^{*}\cross F^{*}$ への極大単調作用素とし, $r>0$
とする. また, $J_{r}$ を $T$ の resolvent とする. このとき, $(z, w)\in E\cross F$ とし, $J_{r}(z, w)=$

$(z_{r}, w_{r})$ とおくと,

$(J_{E}z, J_{F}w)\in(J_{E}z_{r}, J_{F}w_{r})+rT(z_{r}, w_{r})$

となる. これより,

$\{$

zr=arg面 nu\in X{ $-L(u,$ $w_{r})$ 十 $\frac{1}{2r}||u||_{E}^{2}-\frac{1}{r}\langle u,$ $\mathcal{J}_{E}z\rangle$ };
$w_{r}= \arg\min_{v\in Y}\{L(z_{r}, v)+\frac{1}{2r}||v||_{F}^{2}-\frac{1}{r}\langle v, \mathcal{J}_{F}w\rangle\}$ ,

となる. よって, 任意の $(u, v)\in X\cross \mathrm{Y}$ に対して,

$L_{r,z,w}(u, w_{r})\leq L_{r,z,w}(z_{r}, w_{r})\leq L_{r,z,w}(z_{r}, v)$

となる. ここで, 任意の $(u, v)\in X\cross \mathrm{Y}$ に対して,

$L_{r,z,w}(u, v)=L(u, v)- \frac{1}{2r}||u||_{E}^{2}+\frac{1}{r}\langle u, J_{E}z\rangle+\frac{1}{2r}||v||_{F}^{2}-\frac{1}{r}\langle v, J_{F}w\rangle$

とする. これより, $(z_{r}, w_{r})$ が $L_{r,z,w}$ の saddle point となるので, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$(u_{n}, v_{n})=J_{r_{n}}(x_{n}, y_{n})$

が成り立つ.

また, 任意の $(x^{*}, y^{*})\in E^{*}\cross F^{*}$ に $\lambda 1\backslash$ $1_{\vee}$で, $J^{-1}(x^{*}, y^{*})=(J_{E}^{-1}x^{*}, J_{F}^{-1}y^{*})$ となることは明

らかなので, $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$(x_{n+1}, y_{n+1})=J^{-1}(\alpha_{n}J(x, y)+(1-\alpha_{n})J(u_{n}, v_{n}))$

とな $\text{る}$ . $--$で. 定理 3.1 を用 $\mathrm{A}\backslash$ると, ,\mbox{\boldmath $\alpha$}ダリ $\{(x_{n}, y_{n})\}$ (よ Ps(x, $y$ ) (こ強」又束する. $\blacksquare$
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