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1 準備

この小論で考える概念の定義を述べる。 はじめに、被覆次元の partition による同
値命題を無限次元に拡張. $\mathrm{L}$,た $A$-weakly infinite-dimensional 及ひ、 $S$-weakly infinite-
dimensional の定義を述べる。

定義 LL 正規空間 $X$ に対し、
$X$ : $A$-weakly infinite-dimensional (以下、 A-w $.\mathrm{i}.\mathrm{d}$ . と略記する)

9 $\forall\{(A:, B_{i}) : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of pairs of disjoint closed subsets of $X$

$\exists\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of closed subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $L_{:}$ : apartition between A.$\cdot$ and $B_{:}(i\in \mathrm{N}),$ $\underline{\bigcap_{=1}^{\infty}\dot{.}L_{i}=\emptyset}$

$X$ : $S$ -weakly infinite-dimensional(以下、 S-w. $\mathrm{i}.\mathrm{d}$ . と略記する)
$\Leftrightarrow\forall\{(A_{i}, B_{i})def : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of pairs of disjoint closed subsets of $X$

$\exists\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of closed subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $L_{i}$ : apartition between $A_{i}$ and $B_{:}(i\in \mathrm{N}),$ $\underline{\bigcap_{=1}^{n}\dot{.}L\dot{.}=\emptyset}$for some $n$

次に、被覆次元の Ostrand による特徴付けを無限次元に拡張した $C$-space 及び、finite
$C$-space の定義を述ゝる

定義 L2. 正規空間 $X$ に対し、
$X$ : $C$ -space(Addis and Gresham [1])
$\Leftrightarrow\forall\{\mathcal{G}:def : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of open covers of $X$

$\exists\{7t: : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of collections of pairwise disjoint open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathcal{H}:<\mathcal{G}_{i}$ $(i\in \mathrm{N})$ , $\underline{\bigcup_{i=1}^{\infty}\mathcal{H}_{i}\cdot.}$cover of $X$

このとき、 $\{\mathcal{H}_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ を $C$ -refinement of $\{\mathcal{G}_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ と呼ぶ。
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$X$ : finite $C$ -space(Borst[3])
$\Leftrightarrow\forall\{\mathcal{G}_{i}def : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of finite open covers of $X$

$\exists\{\mathcal{H}.\cdot : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of collections of pairwise disjoint open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathcal{H}:<\mathcal{G}\dot{.}$ $(i\in \mathrm{N})$ , $\underline{\bigcup_{i=1}^{n}\mathcal{H}_{i}\cdot.}$cover of $X$ forsome $n$

このとき、 $\{\mathcal{H}\dot{.} : i\in \mathrm{N}\}$ を finite $C$ -refinement of $\{\mathcal{G}_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ と呼ぶ

A-w. $\mathrm{i}.\mathrm{d}.\text{、}$ S-w. $\mathrm{i}.\mathrm{d}.\text{、}C- \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\text{、}}$ finite $C$-space の関係について [ま、

「S-w.i.d. $\Rightarrow A- \mathrm{w}$ $.\mathrm{i}.\mathrm{d}.$ 」 が成り立つことは明らかである。また、「コンパクト空間 $X$ に

対して、 $X$ : S-w. $\mathrm{i}.\mathrm{d}$ . $\Leftrightarrow X$ : A-w $.\mathrm{i}.\mathrm{d}$ . 及ひ、 $X$ : $C- \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\Leftrightarrow X$ : finite $C$-spaceJ が

成り立つことも明らかである。 さらに、「 $C- \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\Rightarrow A- \mathrm{w}$.i.d.J 及ひ、「 $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}C-\dot{\mathrm{s}}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{o}\mathrm{e}$

$\Rightarrow S$-w.i.d. $\rfloor$ が成り立つことが知られている。

2 はじめに

次元論におけるコンパクト化定理について考察する。 この節では考える空間は全て
チコノフ空間であると仮定する。
ます、 はじめに、 Stone-Cech のコンパクト化を考える。有限次元の例として被覆次

元 $\dim$ を考え、 無限次元の例として $S$-w.i.d. を考えることとする。

Stone-Cech compactification

空間 $X$ に対し、次が成り立つ。

$\dim X\leq n\Rightarrow\dim\beta X\leq n$

$X$ : S-w. $i.d$ . $\Rightarrow\beta X$ : S-w. $i.d$ .

この逆を考える。 $\dim$ に関しては、「空間 $X$ に対し、 $\dim\beta X\leq n\Rightarrow\dim X\leq n$ 」

が成り立つ。 S-w.i.d. は正規空間に対して定義されているが、 $\beta X$ が S-w.i.d. であっ
ても $X$ は正規空間となるとはかぎらないので、 $X$ は正規空間であると仮定する。「正
規空間 $X$ に対し、 $\beta X$ : S-w. $i.d$. $\Rightarrow X$ : S-w. $i.d$ . 」 が成り立つ。

$\beta X$ の weight は $X$ の weight よりも大きくなることが多いので、次に、 weight保存の
コンパクト化について考える。

weight-preserving compactification

空間 $X$ に対し、 次が成り立つ。

$\mathrm{C}1)$ $\dim X\leq n$ $\Rightarrow$ $\exists\alpha X$ : compactification
$s.t$ . $\dim\alpha X\leq n$ , $w(\alpha X)=w(X)$
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(2) $X\cdot$:S-w. $i.d$ . $\Rightarrow$ $\exists\alpha X$ : compactification
$s.t$ . $\alpha X$ : S-w. $i.d$. $,$

$w(\alpha X)=w(X)$

次に、 この逆が成り立つかどうかを考えたい。

問題 (1) 空間 $X$ に対し、
$\exists\alpha X$ : compactification $\Rightarrow$

.
$\dim X\leq n$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\dim\alpha X\leq n,$ $w(\alpha X)=w(X)$

問題 (2) 正規空間 $X$ に対し、
$\exists\alpha X$ : compactification $\Rightarrow^{}$ $X$ : S-w.i. $\mathrm{d}$ .

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha X$ : S-w.i.d., $w(\alpha X)=w(X)$

問題 (1) $\}$こついて 可分距離化可能空間のクラスでは、問題 (1) は肯定解を持つ。
実際

$\text{、}$ weight保 $7\neq-$のコンパクト化 $\alpha X$ で $\dim\alpha X\leq n$ を満たすものが存在したと仮
定する。 このとき、 $n\geq\dim\alpha X=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\alpha X\geq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}X=\dim X$ となる。

しかし、 空間 $X$ が可分距離化可能空間でなければ成り立たない例がある。

例 2.1.(Roy’s example) Roy は、 indX $=0$ かつ $\dim X=1$ となる距離空間 $X$ を

構戒した。
このとき、 indX $=0$ より、 $X$ は $D^{\mathfrak{B}l}$ に埋め込める。但し、 $D=\{0,1\},$ $\mathfrak{M}=w(X)$

とする。 $\alpha X=\mathrm{C}1_{D^{\Phi l}}X$ とおけば、 $0\leq\dim\alpha X\leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\alpha X=0$ より、 $\dim\alpha X=0$ とな

る。 また、 $w(\alpha X)=\mathfrak{M}=w(X)$ であることは明らかである。

問題 (2) に $’\supset\mathrm{A}$ ‘て 可分距離化可能空間であっても成り立たない例がある。

例 2.2. $X=\oplus_{n=1}^{\infty}I^{n}$ は S-w.i.d. ではないが、その一点コンパクト化 $\omega X$ は S-w.i.d.
である。 このとき、 $w(\omega X)=w(X)=\omega$ であることは明らかである。

3 $S$-w.i.d. なコンパクト化を持つ空間の特徴付け その 1

前節で見たように、空間 $X$ が S-w.i.d. ならば weight 保 $T\mp$の S-w.i.d. なコンパクト化
を持つが、 この逆は成り立たない。そこで、 weight 保存の S-w.i.d. なコンパクト化を
持つ空間の特徴付けを考えたい。

問題 3.1. 空間 $X$ に対し、
$X$ : ? �\Leftrightarrow $\exists\alpha X$ : compactification

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha X$ : S-w $.\mathrm{i}.\mathrm{d}.,$ $w(\alpha X)=w(X)$
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特に、 例 22 より、 可分距離化可能空間に対しても、 S-w .i.d. であることは、 weight
保存の S-w.i.d. なコンパクト化を持つ空間の特徴付けにならない。 従って、 可分距離
化可能空間に限って上の問題を考えることとしたい。

問題 32. 可分距離化可能空間 $X$ に対し、
$X$ : ? $\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha X$ : S-w.i.d., $w(\alpha X)=w(X)$

以下、考える空間は全て可分距離化可能空間であるとし、コンパクト
化は全て距離化可能なコンパクト化であると仮定する。

問題 32 は、 Borst が次のような解答を与えた。

定義 3.3.(B0rst [2]) 空間 $X$ に対し、
$X$ : small $w.i.d$ .
$\Leftrightarrow def\exists B$ : countable base for $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
(1) $B$ [ま、 finite union [こついて閉じている

(2) $\forall\{(B:1, B:2) : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of pairs of elements of $B$

with $\mathrm{C}1B:1\cap \mathrm{C}1B:2=\cdot\emptyset(i\in \mathrm{N})$

$\exists\{L|. : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of closed subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $L_{:}$ : a.partition between ClBjl and $\mathrm{C}1B_{i2}(i\in \mathrm{N}),$ $\bigcap_{=1}^{n}.\cdot L:=\emptyset$

for some $n$

定理 3.4.(B0rst [2]) 空間 $X$ に対し、
$X$ : small $w.i.d$. $\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : $cor_{1}$$\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification $s.t$ . $\alpha X$ : S-w. $i.d$.

4 $C$-space となるコンパクト化を持つ空間の特徴付け その 1

我々は、 $C$-space となるコンパクト化を持つ空間の特徴付けを与えたい。

問題 4.1. 空間 $X$ に対し、
$X$ : ? $\Leftrightarrow$ $\exists\alpha X$ : compactification $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha X$ : C-space

コンパクト空間 $X$ に対しては, $X$ : $C- \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\Leftrightarrow X$ : finite $C$-space となるので、
問題 4.1 は次と同じである。

問題 4.2. 空間 $X$ に対し、
$X$ : ? $\Leftrightarrow$ $\exists\alpha X$ : compactification $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha X$ : finite C-space
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最初に、 $C$-space となるコンパクト化を持つための十分条件を考えてみよう。
2 節で、 空間 $X$ が S-w .i.d. であることが S-w.i.d. なコンパクト化を持つための十分

条件であると述べた。
同様に、空間 $X$ が finite $C$-space であることが finite $C$-space となるコンパクト化を

持つための十分条件であることが証明される。
しかし、空間 $X$ が finite $C$-space であることは必要条件ではない。例 22 でとりあげ

た $X=\oplus_{n=1}^{\infty}I^{n}$ は S-w.i.d. ではないので finite $C$-space と [まならないが、その 1 点コ
ンパクト化 $\omega X$ は finite $C$-space であることが証明できる。

2節において、Borst が S-w.i.d. なコンパクト化を持つ空間の特徴付けをある特別な
base の存在によって与えたことを紹介した。 そこで、finite $C$-space となるコンパクト
化を持つ空間の特徴付けをある特別な base の存在によって与えることができないだろ
うか。
我々は、 まず、次の条件 $(\#)$ を満たす base $B$ を考えた。

$(\#)$ $\exists B$ : countable base for $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
(1) $B$ は、 finite intersection について閉じている
(2) $\forall\{\mathcal{G}_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of finite open covers of $X$

with $\mathcal{G}_{i}\subset B(i\in \mathrm{N})$

$\exists\{\mathcal{H}\dot{.} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of collectios of pairwise disjoint
open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $?t_{i}<g_{i}$ $(i\in \mathrm{N})$ , $\bigcup_{i=1}^{n}\mathcal{H}j$ : cover of $X$ for some $n$

しかし、 条件 $(\#)$ は、 finite $C$-space となるコンパクト化を持つ空間の特徴付けとは
ならない。実際、空間 $X$ がコンパクトでなければ有限部分被覆を持たない開被覆 $\mathcal{U}$ が

存在する。 $\mathcal{U}$ を細分する base $B$ をとれば $B$ の有限部分集合族で被覆となるものは存在
しないので条件 (2) が満たされる。 さらに、条件 (1) を満たすように base $B$ をと

りなおすことは容易なので、空間 $X$ がコンパクトでなければ条件 $(\#)$ を満たす base $B$

はつねに存在する。例えば、 空間 $X$ として $\mathbb{R}^{\omega}$ を考えると条件 $(\#)$ を満たすが、 $\mathbb{R}^{\omega}$ は

Hilbert cube $I^{\omega}$ を含むので finite $C$-space となるコンパクト化は存在しない。従って、
条件 $(\#)$ は、 finite $C$-space となるコンパクト化を持つための十分条件にはならないの
で、 特徴付けとはならない。 そこで、条件 $(\#)$ を次のように修正する。

定義 43. $A$ : collection of subsets of $X$ [こ対し、

$A$ : separating
$\Leftrightarrow\forall xdef\in X,$ $\forall F$ : closed subset of $X(x\not\in F)$ (こ対して、

$\exists A_{1}$ , $A2\in A\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $A_{1}\cap A_{2}=\emptyset,$ $x\in A_{1},F\subset A_{2}$
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$X$ : small C-space
$\Leftrightarrow def\exists B$ : countable separating collection of open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
(1) $B$ (ま、 finite intersection Iこついて閉じている
(2) $\forall\{\mathcal{G}_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of finite open covers of $X$

with $\mathcal{G}:\subset B$ $(i\in \mathrm{N})$

$\exists\{\mathcal{H}\dot{.} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of collectios of pairwise disjoint
open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathcal{H}:<\mathcal{G}_{i}$ $(i\in \mathrm{N})$ , $\bigcup_{=1}^{n}\dot{.}\mathcal{H}_{i}$ : $\mathrm{c}\mathrm{o}\dot{\mathrm{v}}$er of $X$ for some $n$

我々は次の結果を得た。

定理 44. 空間 $X$ に対し、
$X$ : small $C- space\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification

$s.t$ . $\alpha X$ : finite C-space

証明の概略 \Rightarrow について

証明には、次に挙げる基本的な定理を用いる。

定理 (Schurle [8])
$X$ : Cech complete $\Rightarrow\exists\alpha X$ : compactification

$s.t$ . $\alpha X-X$ : countable-dimesional
我々は、 次の補題を証明した。

Mll $\forall X$ : small $C$ に対して、 $\exists\tilde{X}$ : $\check{C}ech$ completion $s.t.\tilde{X}$ : small $C$

定理 (Schurle) より、
$\exists\alpha\tilde{X}$ : compactification of $\tilde{X}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha\tilde{X}-\tilde{X}$ : countable-dimesional
となる。 $\alpha\tilde{X}$ は $X$ のコンパクト化でもあるので、 $\alpha\tilde{X}$ が finite $C$-space であることを示
せばよい。

$\forall \mathcal{G}$: : finite open cover of $\alpha\tilde{X}(i\in \mathrm{N})$ とする。
$\alpha\tilde{X}-\tilde{X}$ : $C$-space より、

$\exists\tilde{\mathcal{H}}_{2i-1}$ : collection of pairwise disjoint open subsets of $\alpha\tilde{X}(i\in \mathrm{N})$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\tilde{\mathcal{H}}_{2:-1}<\tilde{\mathcal{G}}_{2:-1}$ $(i\in \mathrm{N})$ , $\cup\bigcup_{=1}^{\infty}.\cdot\tilde{\mathcal{H}}_{2\cdot-1}.\supset\alpha\tilde{X}-\tilde{X}$

$K= \alpha\tilde{X.}-def\cup\bigcup_{i=1}^{\infty}\tilde{\mathcal{H}}_{2i-1}$ とおけば、 $K$ : compact subset of $\tilde{X}$ である。
$\tilde{X}$ : small $C$ より、 $K$ : $C$-space となるので、

$\exists\tilde{\mathcal{H}}_{2:}$ : collection of pairwise disjoint open subsets of $\alpha\tilde{X}(i\in \mathrm{N})$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\tilde{\mathcal{H}}_{2:}<\tilde{\mathcal{G}}_{2j}$
$(i\in \mathrm{N})$ , $\cup\bigcup_{=1}^{n}.\cdot\tilde{\mathcal{H}}_{2j}\supset K$ for some $.n$
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以上より、 $\{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT} iarrow \mathbb{N}\}\ovalbox{\tt\small REJECT} C- \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $\{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} iarrow \mathbb{N}\}$ となるので、 $\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}$ {ま C-space
である。 $\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}$ [まコンパクトなので finite $C-\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ である。

\Leftarrow について

証明には、次に挙げる定理を用いる。

定理 (Misra [6]) 可分距離空間 $X$ に対して、 closure-distributive base $B$ が存在する。

(但し、 $B$ : $closure- distributive\Leftrightarrow\forall B_{1},$$\ldots\forall B_{n}def\in B$ [こ対して、

$\mathrm{C}1B_{1}\cap\ldots\cap \mathrm{C}1B_{n}=\mathrm{C}1(B_{1}\cap\ldots\cap B_{n}))$

$\exists\alpha X$ : compactification of $X\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\alpha X$ : finite $C$-space とする。

定理 (Misra) より、
$\exists\tilde{B}$ : countable closure-distributive base for $\alpha X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}.\tilde{B}$ は finite intersection 1こつ $\mathrm{A}$ゝて閉じている

となる。 さらに、 $\tilde{B}$ を次のようにとりなおす。

$B’=def\{\alpha X-\mathrm{C}1_{\alpha X}\tilde{B} : \tilde{B}\in\tilde{B}\}$ とおき、 $B=B’|X=def\{B’\cap X : B’\in B’\}$ とおくと、 $B$

が求める base となる。 よって、 $X$ : small $C$ となる。

5 $C$-space となるコンパクト化を持つ空間の特徴付け その 2

我々は前節で $C$-space となるコンパクト化を持つ空間の特徴付けを与えたが、 Borst
は別め特徴付けを与えているので紹介する。はじめに、 $C$-space の定義に立ち還る。
$C$-space は Haver[5] によって距離空間に対して定義された。

定義 5.1.(Haver [5]) 距離空間 $(X, d)$ に対し、
$(X, d)$ : $C$ -space in the se$nse$ of Haver (以下、 $C$-space(Haver) と略記する)
$\Leftrightarrow\forall\{\epsilon: : i\in \mathrm{N}\}def(\epsilon:>0)$

$\exists\{\mathcal{H}: : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of collections of pairwise disjoint open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\forall H\in \mathcal{H}\dot{.}$ に対して、 $d(H)<\epsilon.\cdot$ , $\bigcup_{=1}^{\infty}.\cdot \mathcal{H}$: : cover of $X$

距離空間 $(X, d)$ に対しては、 Haver の意味での $C$-space と Addis と Gresham の意
味での $C$-space の 2 つが定義されている。 $C$-space と $C$-space(Haver) の関係は次のよ
うである。

容易にわかることとして次が挙げられる。

命題 52. 距離空間 $(X, d)$ に対し、
$X$ : $C- space\Rightarrow(X, d)$ : C-space(Haver)
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コンパクト距離空間 $(X, d)$ に対しては逆も成り立つ。

命題 53. コンパクト距離空間 $(X, d)$ に対し、
$X$ : $C- space\Leftrightarrow(X, d)$ : C-space(Haver)

空間がコンパクトでなければ逆は成り立たない。

例 54. R. Pol は、 w.i.d. なコンパクト距離空間 $\mathrm{Y}$ と、 $A$-w.i.d. ではない $\mathrm{Y}$ の部分距
離空間 $X$ を構成した。
この空間 $X$ は $C$-space(Haver) であるが $C$-space ではな $\mathrm{A}[searrow]$ 実際、空間 $\mathrm{Y}$ は C-space

であることもわかるので、上の命題から $\mathrm{Y}$ は $C$-space(Haver) となり、その部分空間 $X$

も $C$-space(Haver) となる。 一方、 $X$ は A-w.i.d. で [まないので $C$-space ではない。

Borst は、 $C$-space(Haver) を拡張し、 次の定義を与えた。

定義 5.5.(Borst [3]) 空間 $X$ に対し、
$X$ : C-Ha-space
$\Leftrightarrow\exists ddef$ : metric on $X$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $(X, d)$ : C-space(Haver)

$X$ : finite C-Ha-space
$\Leftrightarrow\exists dd\mathrm{e}f$ : metric on $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
$\forall\{\epsilon.\cdot : i\in \mathrm{N}\}(\epsilon_{i}>0)$

$\exists\{\mathcal{H}_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of collections of pairwise disjoint open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\forall H\in \mathcal{H}_{i}$ (こ対して、 $d(H)<\epsilon.\cdot,$ $\bigcup_{j=1}^{n}\mathcal{H}.\cdot$ : cover of $X$ for some $n$

Borst は finite C-Ha-space であることが $C$-space となるコンパクト化を持つための
必要十分条件であることを証明した。

定理 5.6.(B0rst [3]) 空間 $X$ に対し、
$X$ : finite $C- Ha- space\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification $s.t$ . $\alpha X$ : finite C-space

6 $S$-w.i.d. なコンパクト化を持つ空間の特徴付け その 2

前節で、Borst は特別な距離の存在によって $C$-space となるコンパクト化を持つ空間
の特徴付けを与えたことを紹介した。従って、 S-w.i.d. なコンパクト化を持つ空間の特
徴付けを特別な距離の存在によってできないかという問題が自然に考えられる。 我々
は、 次の結果を得た。
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定義 6.1. 空間 $X$ に対し、
$X$ : $\mu- S- w$ .i.汰

9 $\exists d$ :totally bounded metric on $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
$\forall${ $(E.\cdot,$ F.$\cdot$ ) : $i\in \mathrm{N}$ } : asequence of pairs of closed subsets of $X$ with $d$( $E:,$ F.$\cdot$)>0
$\exists\{L\dot{.} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of closed subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $L_{:}$ : apartition between $E\dot{.}$ and $F_{i}(i\in \mathrm{N}),$ $\bigcap_{=1}^{n}.\cdot$ $L.\cdot=\emptyset$ for some $n$

定理 62. 空間 $X$ に対し、
$X$ : p-S-w. $i.d$ . $\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification $s.t$ . $\alpha X$ : S-w. $i.d$ .

問題 6.3. $\mu- S$-w.i.d. の定義において totally bounded性を外しても定理 62 に対応す
る命題は成立するか ?

7countable-dimensionalなコンパクト化を持つ空間の特徴付け
S-w.i.d. なコンパクト化を持つ空間の特徴付け、及ひ、 $C$-space となるコンパクト化
を持つ空間の特徴付けを与えたので、 countable-dimensional なコンパクト化を持つ空
間の特徴付けを与えたい。

問題 7.1. 空間 $X$ に対し、
$X$ : $.$

$q$ $\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification $s.t$ . $\alpha X$ : countable-dimensional

問題 7.1 には次の解答が与えられている。

命題 7.2. 空間 $X$ に対し、
$X$ : trindを持つ $\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification $s.t$ . $\alpha X$ : countable-dimensional

命題 72 は次の 2つのよく知られた定理から容易にわかる。

定理 7.3. コンパクト空間 $X$ に対し、
$X$ : $countable- dimensional\Leftrightarrow X$ : trind を持つ

定理 7.4. 空間 $X$ に対し、
$X$ : $tr^{\backslash }ind$ を持つ $\Rightarrow\exists\alpha X$ : $\cdot compactification$

$s.t$ . $\alpha X$ : ttindを持つ

このように、 $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\triangleright \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}[]$ なコンパクト化を持つ空間の特徴付けが与えら
れるが、我々は、Borst 流に、特別な base の存在、あるいは、特別な距離の存在によっ
て特徴付けることを考える。

36



はじめに、 長田先生が、 距離空間に対して、 countable-dimensional である空間の特
徴付けを次のように与えたので紹介する。

定理 75(Nagata [7]) 距離空間 $X$ に対し (可分性を必要としない)
、

$X$ : countable-dimensional
$\Leftrightarrow\forall\{(A_{i}, B_{i}) : i\in \mathrm{N}\}$ : a sequence of pairs of disjoint closed subsets of $X$

$\exists\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : a sequence of closed subsets of $X$

$s.t$ . $L_{i}$ : a partition beteveen A.$\cdot$ and $B_{:}(i\in \mathrm{N}),$ $\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : point-finite

定理 75 を用いて、Borst流に countable-dimensional なコンパクト化を持つ空間の特
徴付けを与えたい。 そのために、 point-finite を次のように書き換える。

命題 76. $A$ :collection of subsets of $X$ に対し、
$A$ : $point- finite\Leftrightarrow\forall A’\subset A$ ($A’$ : infinite) に対し、 $\cap A’=\cap\{A:A\in A’\}=\emptyset$

特に、 $X$ : コンパクト、 $A$ :collection of closed subsets of $X$ のとき、 さらに、次の
ように書き換えることができる。

命題 7.7. $X$ : コンパクト、 $A$ :collection of closed subsets of $X$ のとき、
$A$ : point-finite $\Leftrightarrow$ $\forall A’\subset A$ ($A’$ : infinite) に対し、

$\exists A’’\subset A’s.t$ . $A”$ : finite, $\cap A’’=\emptyset$

上の条件を満たす collection $A$ は strongly point-fimlte と呼ばれる。すなわち、

定義 7.8.(Engelking and Pol [4]) $A$ :collection of subsets of $X$ に対し、
$A$ : strongly point-finite $\Leftrightarrow def$

$\forall A’\subset A$ ( $A’$ : infinite) Iこ対し、
$14”\subset A’\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $A”$ : finite, $\cap A’’=\emptyset$

コンパクト距離空間 $X$ に対し、 定理 75 はっぎのように書き換えることができる。

定理 79. コンパクト距離空間 $X$ に対し、
$X$ : countable-dimensional
$\Leftrightarrow\forall${ $(A.\cdot,$ B.$\cdot$ ) : $i\in \mathrm{N}$} : a sequence of pairs of disjoint closed subsets of $X$

$\exists\{L.\cdot : i\in \mathrm{N}\}$ : a sequence of closed subsets of $X$

$s.t$ . $L_{:}$ : a partition between $A_{:}$ and $B_{:}(i\in \mathrm{N})$

$\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : strongly point-finite

定理 79 を用いて、我々は、 countable-dimensionalなコンパクト化を持つ空間の特徴
付けを次のように与えることができた。
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定義 7.10. 空間 $X$ に対し、
$X$ : small countable-dimensional
$\Leftrightarrow def\exists B$ : countable separating collection of open subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
(1) $B$ は、 finite union について閉じている
(2) $\forall\{(B.\cdot 1, B:2) : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of pairs of subsets of $B$

with $\mathrm{C}1B_{i1}\cap \mathrm{C}1B_{2}.\cdot=\emptyset(i\in \mathrm{N})$

$\exists\{L: : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of closed subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $L_{i}$ : apartition between $\mathrm{C}1B_{i1}$ and $\mathrm{C}1B_{i2}(i\in \mathrm{N})$

$\{L: : i\in \mathrm{N}\}$ : strongly point-finite

定理 7.11. 空間 $X$ に対し、
$X$ : small countable-dimensional $\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification

$s.t$ . $\alpha X$ : countable-dimensional

collection of open subsets of X」 を「 $\exists B$ : countable base for $X\mathrm{J}$ [こ代えても、 上の
定理は成立するか ?

我々は、特別な距離の存在によっても countable-dimensional なコンパクト化を持っ
空間の特徴付けを与えることができた。

定義 7.13. 空間 $X$ に対し、
$X$ : $\mu$ -countable-dimensional
$\Leftrightarrow d\mathrm{e}f\exists d$ :totally bounded metric on $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
$\forall${ $(E_{i},$ F.$\cdot$ ) : $i\in \mathrm{N}$} : asequence of pairs of closed subsets of $X$ with $d(E_{i}, F_{j})>0$

$\exists\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : asequence of closed subsets of $X$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $L_{i}$ : apartition between $E_{i}$ and $F_{i}(i\in \mathrm{N})$

$\{L_{i} : i\in \mathrm{N}\}$ : strongly point-finite

$\mu$-countable-dimensional は、 countable-dimensional なコンパクト化を持つ空間の特
徴付けとなる。

定理 7.14. 空間 $X$ に対し、
$X$ : $\mu- countable- dimensional\Leftrightarrow\exists\alpha X$ : compactification

$s.t$. $\alpha X$ : countable-dimensional
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