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概要

古典的秘書間舅の一般化であるボアソン到着問題において採用した相対的ベストの所有期間
を最大化することを考える. ボアソン過程の intensity $\lambda$ がガンマ分布 $G(r, 1/a),$ $r\dagger 1$自然数,

$a>0$ を事前分布としてもつ場合について OLA停止規則を求めた. また, $r=2$ のとき OLA
停止規則が最適停止規則であることを示す.

1 はじめに

秘書問題の一般化であるポアソン到着問題についてベストを得る確率を最大にすることを目的と
して, Cowan and– Zabczyk (1978), Bruse (1989), Kwushima and Ano (2002) の研究がある.

また, ポアソン到着問題においてベストの候補を所有する期間を最大化することを目的とした最
適停止問題を考えることができる. これまで所有期間最大化問題については Ferguson, $\mathrm{H}\sim \mathrm{d}$ 西虫,

and nm迅 k (1992) により有限の $n$ の場合, またポアソン到着問題のパラメータの事前分布が指
数分布の場合などが解かれている. 今回の発表ては, ポアソン到着問題の inte-n-s!.ty $\lambda$ が事前分布

としてガンマ分布 $G(r, 1/a)$ , Hま自然数, $a>0$ の場合を考える. この設定で OLA停止規則を求
め, 特に $r\overline{arrow-}2$ の場合については OLA停止規則の最適性を示す.

2 $\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{A}$停止規則

ある所与の時刻 $T$ までアパートを調べる機会は intensity $\lambda$ のポアソン過程に従って到着する.
調べるごとにすぐに, このアパートに決めるか否かを決めなければならない. 時間間隔 $(0, T]-$ の

間に到着するアパートはランク付け可能であり, 最も良いランクのアパートをベストと呼ぶ. 現在
までに到着しているアパートの中での最も良いランクのアパートを相対的ベストと呼ぶ. 言うまで

ちないが, 時刻 $T$ に到着した相対的ベストはベストとなる. 時間間隔 $(0, T]$ の間に調べることが

できるアパートの中からベストのアパートを保持する期間を最大にする最適停止時刻を求めたい.
ボアソン過程の intensity $\lambda$ が未知で, その事前分布がガンマ分布 $G(r, 1/a)$ , Hま自然数, $a>0$

をもつという問題を考える. ポアソン過程 $\{N(t)\}_{t\geq 0}$ の到着時刻を $\tau_{1},\tau_{2},$ $\cdots$ とする. また, $\lambda$ の
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$g( \lambda)=\frac{a^{r}}{\Gamma(r)}e^{-a\lambda}\lambda^{r-\underline{1}}I(\lambda\geq 0)$ . (1)

このとき, 次の補題により, $r_{1}=s_{1},$ $\cdots$ , $\tau\dot{.}=s$ が与えられたときの $N(T)$ の事後分布が与えら

れる. 証明は $\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{o}(2000)$ を参照されたい.

補題 1 $\tau_{1}=s_{1}-,$ $\cdots$ , $\tau.\cdot-arrow s$ が与えられたときの $N(T)$ の事後分布は $\tau.\cdot$ と $i$ の値のみに依存し, パ

ラメータ $r+i,$ $(s+a)/(T+a)$ の負の二項分布,

$P(N(T)=n| \tau_{1}=s_{1,\ldots\prime}\tau.\cdot=\epsilon)=\frac{\Gamma(n+r)}{\Gamma(r\mp i)(n=i)}$

. I
$( \frac{s+a}{T+a})^{\mathrm{r}+:}(\frac{T-\epsilon}{T+a})’*-$

:
(2)

になる.

$U_{\dot{l}}^{(r)}(s)$ を時刻 $\tau\dot{.}=s$ で到着したアパートが相対的ベストアパートであるとき, このアパートを

選択したときの真のベストを得る最大確率とする. 公式

$\frac{(n+r-1)!}{n}=(r-1_{-})$ ! $\sum_{\mathrm{j}=0}^{r-1}\frac{(n+j-1)!}{j1},r=1_{-},\underline{2},$ $\cdots$ (3)

を用いると, ガンマ事前分布 $G(r, 1/a)$ に対する $U^{(r)}.\cdot(s)$ は

$U^{(r)}\dot{.}(\epsilon)$ $=–$ $E( \frac{i}{N(T)}|\tau.\cdot-=-s)$

$=$ $. \sum_{n\geq}-.\cdot(_{n}^{i})P(N(T)=n|\tau_{1}$
. $=s)$

$=$ $\frac{\dot{\iota}(\mathrm{r}-1)!}{(i+r-1)1},\sum_{j\triangleleft-}^{r-1}\frac{(\dot{\iota}+j-1)}{j!}$

I
$\theta^{r-j}$ . (4)

$\simeqarrow_{--}\vee\vee$ で, $\theta=(s+a)/(-T+a)$ .
時刻 $\tau\dot{.}=s$ で相対的ベストアパートが到着し, それ以降のはじめての相対的ベストアパートが

$i+k$ 番 $\text{目}$ であり, その到着時刻が $\tau_{+k}.\cdot=.s+u,$ $(u>0)$ である推移確率を $p_{(i,\acute{\iota})}^{(ku)}$ とする. ガンマ

事前分布 $G(r, 1/a)$ に対する推移確率 $p_{(\cdot,.)}^{(k,u)}$. はボアソン過程の刑着時間間隔分布がガンマ分布であ

り, $\tau_{1}$
. $=s$ が与えられたときの $\lambda$ の事後分布 $g(\lambda|\tau\dot{.}=s)$ は

$g( \lambda|\tau\dot{.}=-\epsilon)\equiv.\cdot.\cdot\frac{\lambda^{+r-1}e^{-\lambda(s+a)}}{\int_{0}^{\infty}u^{+r-1}e^{-u(*+a)}du}=.\cdot\frac{\lambda^{+r-1}e^{-\lambda(\cdot+a)}}{\Gamma(i+r)/(s+a)\dot{\cdot}+r}$ (5)

で与えられる. :番目に相対的ベストが出たときそのあとはじめての相対的ベストが $:\mp k$番目て

ある条件付確率力 $\mathrm{i}$ $i/((:+k-1)(i+k))$ であるから,

$p_{(,\mathrm{r})}^{(k,u)}.\cdot$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\frac{\lambda e^{-\lambda u}(\lambda u)^{k-1}}{\Gamma(k)}\frac{\dot{\mathrm{g}}}{(i+k-1)(i+k)}.\cdot\frac{\lambda+r-1e-\lambda(*+a)(\epsilon+a)|+r}{\Gamma(i+r)}.d\lambda$

$=$ $\frac{i(s+a)+ruk-1}{\Gamma(k)\Gamma(i+r)(1+k)(\dot{\iota}+k\infty 1)}.\cdot.\int_{0}^{\infty}\lambda^{:+r+k-1}e^{-\lambda(*+a+u)}d\lambda$

$=$ $\frac{\Gamma(i+k+r)}{\Gamma(k)\Gamma(i+r)}\frac{i}{(i+k)(i+k-1)}\frac{s+a}{(s+a+u)^{2}}(\frac{s+a}{\epsilon+a+u})‘\neq r=1(\frac{u}{\epsilon+a+u})^{k=1}.(6)$
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時刻 $s$ に相対的ベストが到着したとき, このアパートを採用したときの期待所有期間を $y^{(\prime}.\cdot$

とすると,

$y^{\{r)}.\cdot$ (s) $=$ $\int_{0}^{T-\epsilon}u\sum_{k\geq\underline{1}}p_{(\dot{\mathrm{t}},S)}^{(k,u)}du\mp(T_{-}=s)U.\cdot(s)$

$=$ $\int_{0}^{T-\epsilon}u\sum_{k\geq 1}\frac{\Gamma(i+k+r)}{\Gamma(k)\Gamma(i+\mathrm{r})}\frac{i}{(i+k)(i+k-1)}\frac{s+a}{(s+a+\tau\iota)^{2}}$

$\mathrm{x}(\frac{s\neq a}{\epsilon+a+u})^{:+r-1}(\frac{u}{s+a+u})^{k-1}$ du

$( \frac{s+a}{\overline{T+a}})^{r-j}$ .

$y^{(r)}.\cdot$ (s) $=$ $\frac{(r-1)\mathrm{I}!}{(i+r--)!}\mathrm{i}z^{(r)}.\cdot(s)$

とおくと,

$z^{(r)}.\cdot$ (s) $=$ $\frac{(i\mp r=1).\mathrm{f}}{(r-1)!t!}y^{(r)}.\cdot(s)$

$=$ $\frac{1}{(i-1)!(r-1)!}\int_{0}^{T-*}\sum_{k\geq 1}.\frac{(\cdot+k+r-1)1}{(k-1)!}\frac{1}{(-+k)(i+k-1)}$

$\mathrm{x}(\frac{\epsilon+a}{s+a+u})^{:+r}(\frac{u}{s+a+u})^{k}$ du

$+(T- \epsilon)\sum_{j\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{r-1}\frac{(-+j-1)!}{(\dot{l}-1)!j!}(\frac{s+a}{T+a})^{r=f}$ .

公式 (3) を用いると, 右辺第 1 項は

右辺第 1 項 $=$ $\int_{0}^{-}T\sum_{j=0}^{-*^{r-1}}\sum_{\mathrm{t}=0k}^{\mathrm{j}}\sum_{\geq 1}\frac{(i+k+l-2)!}{(i-1)!(k-1)!l!}(\frac{\epsilon+a}{T+a})\dot{\cdot}+r(\frac{u}{s+a+u})^{k}$du

$=$ $\int_{0}\sum_{j=0}^{T-\cdot r-1}\sum_{l=0}^{\dot{f}}(\begin{array}{ll}i+l- 1l \end{array})( \hat{\theta}^{r-l}-\hat{\theta}^{r-1+1})$du.

ここで, $\dot{\theta}=(s+a)/(s+a+u)$ とする.
さらに計算すると,

$z^{(r)}\dot{.}$ (s) $=$ $(s+a) (\begin{array}{ll}. +\mathrm{r}-2 r-1\end{array})\ln\frac{T+a}{s+a}$

$+(s+a) \sum_{j=0}^{r-2}(. +jj \approx 1) \frac{1}{r-j-1}\{1-(\frac{\epsilon\neq a}{T+a})^{rarrow j\simeq 1}\}$ .

したがって, 期待所有期間 $y^{(r)}\dot{.}(\epsilon)$ は

$y^{(r)}.\cdot$ (s) $=$ $\overline{\{+}j_{-1}(s+a)\mathrm{h}\frac{I+a}{s+a}$

$+ \frac{i!(r-1)1}{(i+r-1)!}(\epsilon+a)\sum_{j=0}^{r-2}(i+ jj -1) \frac{1}{r-j-1}\{\underline{1}-(\frac{s+a}{T+a})^{r-j-[]}$ .
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時刻 $s_{i}\underline{\equiv}s$ に到着した $i$ 番目のアパートが相対的ベストのとき, このアパートを採用せすに, そ

の後はじめて到着した相対的ベストを採用したときの期待所有期間は

$\int_{0}^{T-s}p_{(i,\epsilon)}^{(k,u)}y_{+k}^{(r)}(s+u)du$ (7)

と表される. 簡単のため, (7) を $z^{(r)}\dot{.}(s)$ と同様に定数倍したものを計算すると,

$\frac{(i+r-1)!}{(r-1)!i!}\int_{0}^{T-\epsilon}p_{(t,\epsilon)}^{(k,u)}y_{1+k}^{(r)}.(s+u)du$

$=$ $(\begin{array}{ll}i+ -\underline{2}r \mathrm{r}-1\end{array})\frac{s+a}{2}$

.
$(– \mathrm{h}\frac{T-+a}{s+a}-)^{2}$

$+ \sum_{-}^{r=2}(\begin{array}{ll}i+j -1j \end{array}) \frac{s+a}{r-j-1}\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}j=0\{1-(\frac{s+a}{T+a})^{r-\mathrm{j}-}"\}$

$+ \sum_{j=\underline{1}}^{r-\underline{2}\mathrm{j}}\sum_{l=0}^{-1}(\begin{array}{l}i+l-1l\end{array})\frac{s+a}{(r-j-1)(r-l-1)}-\{1-(\frac{s+a}{T+a})^{r-l-1}\}$

$+ \sum_{j=1}^{r-2j}\sum_{l=0}^{-1}(\begin{array}{l}i+l-1l\end{array})\frac{s+a}{(r-j-1)(f-l)}\{(\frac{s+a}{T+a})^{r-\mathrm{t}-1}-(\frac{s+a}{T+a})^{r-\mathrm{j}-1}\}$.

したがって, OLA 関数は

$G^{(r)}. \cdot(s)=y_{}^{(r)}(s)-\int_{0}^{T-\epsilon}p_{(5_{1}\cdot)}^{(k,u)}y_{+k}^{(r)}.\cdot(\epsilon+u)du$

となり, OLA停止領域 $B_{r}$ は
$B_{r}=\{(:, s) : G^{\underline{(}r)}(\epsilon)\geq 0\}$

で与えられる. ここで, $(i, s)$ を, 時刻 $s$ に: 番目の選択肢が到着し, その選択肢が相対的ベスト

である状態とする. また, $G!^{r)}.(S)\geq 0$ ならば, $G_{+k}^{\underline{(}r)}(s\neq u)\geq 0,$ $k=0,1,2,$ $\ldots,$
$u\in-(0,T=\mathrm{g}]$

が成り立つならば, すなわち, $P((i+k,t+u)\in Br|(i,\epsilon)\in Br)=1$ ならば, $B_{r}$ は ucloeed”であ

ると呼ばれ, $B_{r}$ が最適停止領域となり, OLA停止規則 \mbox{\boldmath $\tau$}=min$\{0<s\leq T : (:, s)\in B_{r}\}$ が最適

停止時刻となることが知られている ($\mathrm{R}(1970)$ または穴大 (加 ) 3章参照).

さらに,

$H_{i}^{(r)}(s)= \frac{(-+r-\underline{1})!}{t!(r-1)!}\frac{\underline{1}}{s+a}G^{\underline{(}r)}(s)$

とおくと,
$B_{r}=\{(:,s):H^{(r)}.\cdot(s)\geq 0\}$

と書き直せる. また, 計算の結果,

$H^{(r)}--\cdot.(s)$ $=$ $(\begin{array}{ll}i+ -2r t-1\end{array})--\mathrm{h}-\frac{T+a}{s+a}(1-\frac{1}{2}\ln_{-}\frac{T+a}{s+a})$

$\neq\sum_{-}^{r\approx 2}(\begin{array}{lll}i+ j arrow 1 j \end{array}) \frac{1}{r-j-1}\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}f=0\{1arrow(\frac{s+a}{T+a})^{r-\mathrm{j}-1}\}(1-\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a})$

$+ \sum_{j=\underline{1}}^{r-2\mathrm{j}}\sum_{\iota=0}^{-1}(\begin{array}{l}i+l-1l\end{array})\frac{1}{(r-j-1)(r-l-\underline{1})}\{1-(\frac{s+a}{T+a_{-}})^{r-l-1}\}$

$+ \sum_{j=1}^{r-2\dot{\mathit{9}}}\sum_{l=0}^{-1}(\begin{array}{l}i+l-1l\end{array})\frac{1}{(r-j-1)(j-l)}\{(\frac{s+a}{T+a})^{r-l-1}-(\frac{s+a}{T+a})^{r-j-1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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3 最適停止規則 ($r=^{--}2$の場合)

前節で求めた OLA停止領域の $r=2$ の場合における最適性を示す.

$H^{(2)}.\cdot(s)$ $=$ $i \mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}(1-\frac{1}{2}$ In $\frac{T+a}{s+a})$

$\mp(1---\frac{s+a}{T\neq a})(1=\mathrm{h}\frac{s+a}{T\neq a})$

最適性を示すために, OLA 関数の単調性を調べる.

補題 2

(i) $H_{t}^{(2)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{+1}^{(2)}.\cdot(s)\geq 0$.
(\"u) $H^{(2)}.\cdot(s)\geq 0\Rightarrow H_{1}^{(2)}.(s+u)\geq 0$ .
証明

0)
$\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}\geq 0$

かつ

1 $- \frac{T+a}{s+a}>arrow-0$

が常 [こ成り立ち, また 1-(1/2) In((T+a)/(s+a)) $\leq 0$ のとき,

1 一石 $\frac{T+a}{\epsilon+a}\leq 0$

である. よって. $H^{(2)}-\cdot(-\cdot\epsilon)\geq 0$のとき.

$1- \frac{1}{2}$ 玩 $\frac{T+a}{s+a}\geq 0$

が成り立つ. したがって,

$H_{+1}^{(2)}.\cdot(s)$ $=$ $H_{l}^{(2)}(s)+ \mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}(1-\frac{1}{2}$ In $\frac{T+a}{s+a})$

$\geq$ $H^{(2)}\dot{.}(s)\geq 0$ .
(\"u) (i) と同様に $H_{1}^{(2)}.(s)\geq 0$のとき, $1\simeq(1/2)$ In((T+a)/(s+a)) $\geq 0$ が成り立つ. つまり,

$\frac{s+a}{T+a}\geq\frac{1}{e^{2}}$ .
$1-\mathrm{h}(T+a)/(s+a))\geq 0$ , すなわち $(s+a)/(T+a)\geq 1/e$ ならば,

$1- \mathrm{h}\frac{T+a}{s+a+u}\geq 0$

かつ

1 $- \frac{1}{2}\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}\geq 0$

となり, $H_{-\dot{l}}^{(2)}(s+u)\geq 0$が成り立つ.
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よって, $1/e^{2}\leq(s+a)/(T+a)<1/e$ の範囲 [こついて調べる. $(s+a)/(T+a)=\theta,$ $H^{(2)}\dot{.}(s)=$

$h!^{2)}$. (のとおくと,

$h^{(2)} \dot{.}(\theta)=-i\mathrm{h}\theta(1+\frac{1}{2}\mathrm{h}\theta)+(1-\theta)(1+\mathrm{h}\theta)$

と書き直すことができる. $h!^{2)}(\theta)=0$ をみたす $\theta$ を $t^{(2)*}.\cdot$ とおき, $t!^{2)*}.\leq(s+a)/(T+a)<1/e$

について $h_{1}^{(2)}.(\theta)\geq 0$ を示せばよい.

$\theta<1/e$ において $h!^{2)}.(\theta)$ は増加関数であるので, $t_{t}^{(2)\mathrm{r}}\leq(s+a)/(T+a)<1/e$ において
$h!^{2)}.(\theta)>0$. よって, 示された. $\blacksquare$

定理 1 ポアソン過程のパラメータ $\lambda$ の事前分布がガンマ分布 $G(2,1/a),a>0$ に従うとき, 所有
期間を最大化する最適停止規則は $s!^{2)*}$. 以降に到着する最初の相対的ベストを選択する, である.
すなわち, 最適停止時刻 $\tau_{2}^{*}$ は

$\tau_{2}^{\mathrm{s}}$ =min$\{\epsilon:\in[s_{1}^{(2)*}.,T] : X.\cdot=1\}$ .
$\mathrm{s}\}^{2)\mathrm{s}}\}$ま $H^{(2)}.\cdot(s)=0$, すなわち,

$\dot{\iota}\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}(1-\frac{1}{2}$ In $\frac{T+a}{\epsilon+a})+(1-\frac{s+a}{T+a})(1-\mathrm{h}\frac{s+a}{T+a})=0$ (8)

の唯一解として定まる. ここで, $X_{1}$. は $i$番目に到着したアパートの相対ランクとする.

証明 上の補題の (i) より
$H_{1}^{(2)}.(\epsilon)\geq 0\Rightarrow H_{+1}^{(2)}\dot{.}(s)\geq 0$.

また, (\"u) より
$H^{\underline{(}2)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{1}^{(2)}.(\epsilon+u)\geq 0$ .

よって,
$H^{(2)}.\cdot(s)\geq 0\Rightarrow H_{+k}^{(2)}\dot{.}(s+u)\geq 0$

が成り立つ. したがって, OLA停止領域 $B_{2}$ は c一となり, 最適停止領域であることが示され
た. すなわち, $B_{2}$ への first hitting time である $\tau_{2}$’が最適停止時刻となり,

$\tau_{2}^{\mathrm{s}}=$ n$\mathrm{i}\mathrm{n}\{s\geq s^{(2)\mathrm{s}}.\cdot : (i, s)\in B_{2}\}=\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\{\epsilon\in[s!^{2)}’,T] : X\dot{.}=1\}$ .
$\blacksquare$

定珊 2

氾 $s!^{2)*}.=[ \frac{T+a}{e^{2}}-a]^{+}$

証明 $H^{(2)}\dot{.}=0$のとき.

$\mathrm{h}\frac{s+a}{T+a}(1+\frac{1}{2}\mathrm{h}\frac{\epsilon+a}{T+a})=(1-\frac{s+a}{T+a})(1-\mathrm{h}\frac{s+a}{T+a})/:$ .

$iarrow \mathrm{O}$ のとき, $\mathrm{R}\mathrm{H}\mathrm{S}arrow \mathrm{O}$であり, $1+(1/2)$ In((s+a)/(T+a))\rightarrow 0. よって, 示された. $\blacksquare$
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