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1 はじめに

自然界には数多くの非線形分散波動系が存在するが, 最も身近なものの 1 つ
が水面波動系であろう. 本研究では,水面波動系のなかで重力を復元力とする無
限水深の波を考える. 無限水深重力波系は, 海洋波浪において最もエネルギー
を持った系であり, その性質の解明は応用面からも非常に重要である.
これまでは, 大自由度の水面波の方程式を直接数値計算することは非常に困

難であったので, 水面波のある種のモデルとして自由度を落とした方程式や統
計近似の結果得られる方程式の研究が広くなされてきた. 前者の方程式の 1 つ
が非線形 Schr\"odinger方程式であり, 後者の 1 つが Hasselmann方程式である.
海洋波浪を研究する人々の中で Hasselmann方程式を疑う者は少ないと思われ
るが Newell らが指摘するように [4], Hasselmann方程式の土台となる弱乱流理
論に適用限界があることは明らかである上に, その適用範囲について十分検証
されたとは言い難い. 実際, 水面波系ではないものの水面波と同様の非線形性,
分散性を持ち弱乱流理論を適用可能と思われたある種のモデル方程式系におい
て弱乱流理論では説明のできないスペクトルが得られた [1].
このようなことから, 本研究では無限水深重力波系に関して方程式系として

は自由度を落とすことなく, 統計近似も用いない決定論的方程式を数値的に解
き弱乱流理論の正統性について検証する. また, 数値計算で得られた弱乱流理
論ではとらえられない実空間における間欠性が, 波動場の統計量へ与える影響
を考える.

2 非線形分散波動系における統計則
3 次元無限水深の重力波系は, 流体内部はラプラス方程式, 流体表面の境界
条件はオイラー方程式および流体面連続の式で記述される. 波面変動の大きさ
$\eta(x, t)$ , 表面での速度ポテンシャ) $\mathrm{s}\phi^{\mathrm{S}}(x, t)$をそれぞれフーリエ変換した $\overline{\eta}(k, t)$ ,
$\tilde{\phi}^{\mathrm{S}}(k, t)$ を用いて

$b(k, t)=$ (1)
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で正準変数 $b(k, t)$ を定義する. このとき, $b(k)$ の時間発展は,

$\frac{\partial b(k)}{\partial t}=-i\omega(k)b(k)$ (2a)

$\dagger\int dk_{1}dk_{2}\delta(k-k_{1}-k_{2})V(k, k_{1}, k_{2})b(k_{1})b(k_{2})$

$+*6\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}3\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}H*\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{項}$ (2b)
$+ \int dk_{1}dk_{2}dk_{3}\delta(k+k_{1}-k_{2}-k_{3})U(k, k_{1}, k_{2}, k_{3})b^{*}(k_{1})b(k_{2})b(k_{3})$

$.\iota\omega(k)b(k)$ (2a)

$\dagger\int dk_{1}dk_{2}\delta(k-k_{1}-k_{2})V(k, k_{1}, k_{2})b(k_{1})b(k_{2})$

$+*6\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}3\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}H*\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{項}$ (2b)
$+ \int dk_{1}dk_{2}dk_{3}\delta(k+k_{1}-k_{2}-k_{3})U(k, k_{1}, k_{2}, k_{3})b^{*}(k_{1})b(k_{2})b(k_{3})$

+その他 4波相互作用項 (2c)
+高次項 $(2\mathrm{d})$

と 2 次元非線形分散波動系として決定論的方程式で表すことができる. 式中
の $V(k, k_{1}, k_{2}),$ $U(k, k_{1}, k_{2}, k_{3})$ , さら [こ (5) 式中の $T(k, k_{1}, k_{2}, k_{3})$ 等の具体的
な表式については Krasitskii[3] を参照されたい. また,3 次元系から 2 次元系へ
の変形の過程より $g$ を重力加速度として線形振動数 $\omega(k)=\sqrt{g|k|}$が与えられ
る. ここで, 変形過程において, 表面変動の勾配は十分小さいこと, すなゎち,

$|$�� $\eta(\mathrm{x})|\ll 1$ (3)

が仮定されていることを注意しておく. $\nabla_{[perp]}=(\frac{\partial}{\partial x}, \frac{\partial}{\partial y})$は水平方向の勾配演算
子を表す.
また, 場の変動は十分小さい, すなゎち, 任意の波数 $k_{i},$ $k_{j},$ $\cdots$ に関して

$|b(k_{i})|\gg|b(kj)b(k_{l})|\gg|b(k_{m})b(k_{n})b(k_{p})|\gg\cdots$ (4)

と仮定する. この仮定により, $(2\mathrm{a}-2\mathrm{d})$ 式右辺においてより低次の項ほど波動場
$b(k, t)$ の時間発展に大きな寄与を与えるので 5波相互作用以上の高次項は無視
することにする. また, 主たる項が (2a) の線形項であるので波数間相互作用は
非常に弱い. このことから, 個々の波はほとんど独立に振動数 $\omega(k)$ を持って運
動する.
近似的 (こ $n(k)=\langle|b(k)|^{2}\rangle=E(k)/\omega(k)$ と定義されるアクション, $n(k)$ , の時
間発展を考える. ここで $\langle\cdot\rangle$ はアンサンブル平均を表す. 個々の波の位相が完
全にランダムとする最も単純な正規的乱雑位相近似を用いるとアクションの時
間変化は起こり得ない. そこで,2時刻相関をとりこんだ準正規的乱雑位相近似
を用いると運動論的方程式,

$\frac{\partial n(k)}{\partial t}=4\pi\int dk_{1}dk_{2}dk_{3}\delta(k+k_{1}-k_{2}-k_{3})\delta(\omega(k)+\omega(k_{1})-\omega(k_{2})-\omega(k_{3}))$

$\cross|T(k, k_{1}, k_{2}, k_{3})|^{2}(n(k_{1})n(k_{2})n(k_{3})+n(k)n(k_{2})n(k_{3})$

$-n(k)n(k_{1})n(k_{3})-n(k)n(k_{1})n(k_{2})),$ $(5)$
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が得られる [8]. このように乱雑位相近似が適用できて,

$k+k_{1}$ $=$ $k_{2}+k_{3}$

$\omega(k)+\omega(k_{1})$ $=$ $\omega(k_{2})+\omega(k_{3})$

をみたす共鳴局面上のみで系全体のエネルギーの輸送を記述できるような系を
弱乱流系と呼び, この理論を弱乱流理論と呼ぶ. ただし , 実際には非線形項によ
る $O(|b|^{2})$ 程度の振動数ずれが存在するので, 共鳴局面ではなく共鳴殻内でエ
ネルギーの輸送を考えることになる.
エネルギー保存則に対応して, 波動場のエネルギースペクトルが媒質 (水) の

密度 $\rho$ , 重力加速度 $g$ , 波数 $k$ , 波数空間におけるエネルギーフラックス $P$ に依

存するとすると, 次元解析を用いて $E(k)=\rho gk^{-3}f(_{\frac{Pk^{3/2}32}{\rho g}})$ と表される. ここで
$f(x)$ は無次元の関数である. 運動論的方程式,(5) 式, より $P\propto(E(k))^{3}$ とする

と, $f(x)\propto x^{1/3}$ となり, エネノレギースクペト)$\mathrm{s}E(k)\propto\rho^{2/3}g^{1/2}P^{1/3}k^{-5/2}$ が得
られる. このときアクシ $\text{ョ}$ ンスペクト)は

$n(k)\propto\rho^{2/3}P^{1/3}k^{-3}$ (6)

と書け, エネルギーフラックスは低波数領域から高波数領域に流れる [9]. な
お, アクション保存則に対応してアクションフラックス $Q$ が高波数領域から
低波数領域に流れる非平衡定常スペクトルも存在することが知られている.
Polnikov[6] は (5) 式を数値的に解くことでこれらの幕則が得られることを示
した. また Onorato ら [5] は非等方スペクトルについて $(2\mathrm{a}-2\mathrm{d})$ 式を直接数値

計算することでエネルギー保存則に対応する幕則を得た.

3 数値計算
本研究は決定論的方程式 (2a-2c) にー\mbox{\boldmath $\nu$}kl6 $b(k)$ で表される人工的な粘性を付

加した 2 次元減衰波動系について数値シミュレーションを行った. $g$ およびア

クションスペクトルのピーク波数が 1 になるように時間, 空間を規格化する. 空

間には周期境界条件を課し, 格子点数 $4096\cross 4096$のフーリエスペクトル法を用

いた. また, 時間積分にはルンゲークッタ法を用いた. 初期条件は,

$|b(k, 0)|^{2}=’\{$

$C$, $0.5\leq|k|\leq 1.5$

$0_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ その他の波数
(7)

とし, 定数 $C$ は全エネルギー $E\sim 5\cross 10^{-3}$ となるように決定する. これは, 平
均的な波面の勾配が $7\cross 10^{-2}$ 程度であることを意味する. さらに $b(k, 0)$ の位

相は $[0, 2\pi]$ の一様乱数を用いた.
数値計算によって得られたアクシ $\text{ョ}$ ンスペクトルを図 1 に示す. 時刻 $t=$

$1600T_{p}$ ( $T_{p}=2\pi$ はピーク波数の持つ周期) で運動論的方程式から期待される幕
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図 1: 左はアクションスペクトルの時間発展. 右は $t=1600T_{p}$ において $k^{3}$ で

補正したアクションスペクトル.

$\eta$

図 2: 左右は, それぞれ, 波面の変位および波面勾配の確率密度関数

則 $n(k)\propto k^{-3}$ によく合っていると考えられる. さらに時間発展を進めると粘
性の効果が高波数領域から効き始めるので, スペクトルの傾きは再度急になっ
て来る.
図 2 は $t=1650T_{p}$での実空間における表面変位 $\eta$ およびその勾配の大きさ

|�� $\eta|$ の確率密度関数を示したものである. 実線は数値計算で得られた波動場
のものであり, 破線は数値計算で得られた $b(k, t)$ に対して, 絶対値はそのまま
に,位相を $[0, 2\pi]$ の一様乱数で乱雑化したものである. 表面変位, 勾配ともに大
部分は乱雑化したものと大差がないようである. しかしながら, 乱雑化したも
のでは得られないような大きな波形勾配が波動場には存在することがわかる.
このことは, 必すしもスペクトルには現れない重要な物理現象を波動場が持つ
ことを意味する.
図 3 は, 波動場からある 1 ピーク波長分の領域を拡大したものである. この
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図 3: 特徴的な波面の変位と勾配の時間発展. 波面は 3 次元的に上部のカラー
バーで色づけ, 勾配は図中底面に下部のカラーバーで色づけてある.
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図 4: 波面の勾配とエネルギー散逸率.

ような勾配が大きいものは波動場中にしばしば現れる.
$\cdot$

もし, 人工粘性を課さ
なければこの間欠性により数値計算は短時間で発散してしまう. 数値計算が
発散しなくとも勾配が大きいと, (3) 式の仮定に反し水面波の数値計算として
(2a-2c) を解くことが正しい計算とは言えなくなってしまうので波形勾配は重
要な量である. 本研究においては, 人工粘性を課していることから勾配が最大
でも 05 程度と Stokes波の限界である $1/\sqrt{3}\sim 0.58$ と比べ小さく, 水面波の数
値計算として正しい計算がなされていると言ってよい. また, 図 4 は, $S,A_{S}$ を

周期正方形およびその面積とし $| \nabla_{[perp]}\eta|_{L^{6}}=(\frac{1}{A_{S}}\int_{S}dx|\nabla_{[perp]}\eta|^{6})^{1/\epsilon}$ で定義される
間欠性を反映する勾配, $P=- \nu\int dk|k|^{16}\omega(k)|b(k|^{2}$ で定義されるエネルギー
散逸率の時間変化を示したものである. 2 つの量の時間変化はその時間スケー
ルが小さいにもかかわらずよく同期しており, 間欠性によって低波数領域から
高波数領域へのエネルギーの急激な流れを示唆している.

4 まとめと課題
本研究では, 等方スペクトルに関して初めて弱乱流理論から期待される幕則

が得られた. この結果は, Tanakaによって示されたエネルギーピーク近傍のエ
ネルギーの輸送は Hasselmann 方程式でよく記述されていること [7] とあわせ
て, スペクトルに関しては弱乱流理論が広い波数領域に渡って成り立つことを
表している.
一方で, スペクトルの議論だけではとらえられない間欠性が存在することが

得られた. 非線形の散逸項を持った非線形 Schr\"odinger 方程式で解の爆発によ
る間欠性の循環機構が数値的に示されたように [2], 水面波系においても間欠性
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がさらに大きくなるパラメータ領域ではその影響が系全体に及ぶことが期待さ
れる. 今後, 本研究よりも大きな数値計算が可能となり, パラメータをうまく
見つけることができればそのような興味深い結果が得られると考えている. ま
た, 第一原理に基づいた Laplace方程式を効率的に解くことができればこのよ
うな間欠性を定量的に評価することが可能になると思われる.
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