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まえがき

線型偏微分方程式の境界値問題の研究において, 解の存在と一意性といった基本問題は大
枠解決済みであると考えてよいであろう. それに反して , その解を数値的に捕らえられる
のは, きわめて限られた問題についてであるように見うけられる. 現代のようなコンピュ
ータ時代にあって, 理論的に解の存在が分かったがらといって, それで満足できるゎけで
はない. 何とかして, 一般に, 理論的に得られた解を数値的に捕らえられないがと考える
のが人情である. この方面の研究では, 微分方程式自身を差分方程式なとに一旦置き換え
た土でそれを解く, という方法がある. しかし, 差分化に当たっては, もとの微分方程式
の特性を反映するような差分化を選ばねばならない. そこが, 素人には難しいところであ
る. そこで, 差分化を経ずに, 解の近似に至る道は無いものか考えてみた.

常微分方程式の初期値問題の解を求める場合には, 一旦積分方程式に帰着させて , 逐次近
似法が用いられる. これだと, 解に近づく方法を与えてぃることになる. 非線型偏微分方
程式の解を求めるときにも, しばしば逐次近似法が用いられる. しかし, この場合には,
逐次近似の各段階において, 線型問題の抽象的 $\mathrm{f}_{\lrcorner}-..\neg$. を、土 –. でおり, すでに, 数値的に捕らえ

ることのできないもので近似していくということになってしまってぃるのである. やはり
原点に戻って, 線型問題の数値的近似の問題と真正面から向き合うしかないように思われ
る.

そこで, 線型問題の解を求める問題を振り返ってみると, およそ次のようになるであろう.

�共役問題に対するエネルギー不等式を導く
��に基いた抽象的ヒルベルト空間を作り, そこでリースの定理を用いて解を見っ

ける

このように, 抽象的ヒルベルト空間において , 抽象的リースの定理なとというものを用い
て見つけてきた解というものは, 到底数値的に手の届くものではないと初めからあきらめ
ていたところがある. ところが, この抽象的ヒルベルト空間にしばしととまって眺めてみ
ると, この解は思いのほか簡単に捕らえられるものであることが分かった. このことにつ
いては, [1]で考察した. すなわち, 偏微分方程式の境界値問題
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$\mathrm{A}\mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}_{0})$ $\{$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$
$\mathfrak{h}.\in$の

について , 共役同題
$\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}=\mathrm{g}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}^{\cdot})$ $\{$

$B_{\mathrm{j}}^{*}\mathrm{v}=\mathrm{g}_{\mathrm{j}}$ $(\dot{\mathfrak{s}}\in \mathrm{J})$ on $\Gamma$

に対するエネルギー不等式

(E) $||\mathrm{v}||\leqq \mathrm{C}(||\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}||+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}$. $<B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}|\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}})}$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\infty}(\Omega))$

を仮定して $(\text{�})$ , 抽象的ヒルベルト空間を導入し, リースの定理を用いて $\mathrm{L}^{2}$ 弱解の存在を

示した $(\text{�})$ . さらに, この抽象的ヒルベルト空 $\mathrm{i}4$

. $\mathfrak{s}^{-}rightarrow\dot{R}^{\backslash },\cdot \mathrm{t}\mathrm{t}^{\iota}\mathrm{f}\backslash .\cdot,\overline{.\mathrm{s}\cdot}.,-\forall-$ リエ級数展開の理論から,

��で得られた解の数値的近似法

を論じた.

勿論, 上にいう数値的近似法は, 依然として, 理論的なものである. つまり, コンピュ–

タ解析の際に生じる誤差に対してどのような安定性があるのかといった問題の考察は今後

の課題として残されている.

さて, 以下においては, 考える領域 $\Omega$の境界は滑らかなものとして. 次のような問題を考

えてみよう.

第 1 の問題. 考える問題は
$\Delta \mathrm{u}+\mathrm{x}_{1}\partial_{\mathrm{x}1}\mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $\Omega$

oe� $\{$

$(\mathrm{d}/\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$

ただし, $\Omega \mathrm{C}\{\mathrm{j}\mathrm{x}|<1\}$とする. これに対する共役闇題は
$\triangle \mathrm{v}\cdot \mathrm{x}_{1}\partial_{\mathrm{x}1}\mathrm{v}\cdot \mathrm{m}-\mathrm{g}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}^{\cdot})$ $\{$

$(\mathrm{d}l\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{v}=\mathrm{g}_{1}$ on $\Gamma$

である. oe$\circ$

)に対するエネルギー不等式

(E) $||\mathrm{v}||\leqq \mathrm{C}(||\mathrm{g}||+<\mathrm{g}_{1}>)$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\infty}(\Omega))$

が成り立つ (�)ことが容易に分かるから, �の方法で oe�の解が得られ, �の方法で, その

解の数値的近似法が得られる. ところが, \Phi )の解は一意的ではない. �の方法では, $(\mathrm{P}_{0})$

の解のうちのとのような解を捕らえたのであろうか.
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第 2 の問題. 考える問題は
$\triangle \mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}_{0})$ $\{$

$(\mathrm{d}/\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$

とする. これに対する共役問題は
$\triangle \mathrm{v}=\mathrm{g}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}^{\cdot})\{$

(市市小 Fgl on $\Gamma$

である. oe.)に対しては, 解の一意性が成り立たない. したがって, �自身が成り立たない.
このような場合, oe�の解の 1 つを数値的に捕らえることは不可能であろうが.

以土のような問題意識のもとで, この問題を以下 $\vee*.-$’さ ^--:二考察する.

�共役問題に対する制限つきのエネルギー不等式を仮定する
��に基いた抽象的ヒルベルト空間を作り, そこでリースの定理を用いて解を見っけ,

その特性を調べる

��で得られた解の数値的近似法を求める

11. 問題設定とグリーンの定理

(1) $\Omega$ (C(Rn)は有界な領域, その境界 $\Gamma=\partial\Omega$ は $\mathrm{C}^{\infty}$ とする.

(2) $\mathrm{A}=\Sigma|\nu 1\mathrm{S}\mathrm{m}$ $\mathrm{a}_{\nu}(\mathrm{x})\partial_{\mathrm{x}^{\mathcal{V}}}$ , $\mathrm{a}_{\nu}(\mathrm{x})\in \mathrm{C}^{\infty}(\overline{\Omega})$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}=\Sigma|\nu|_{arrow}<\mathrm{j}$ $\mathrm{b}_{\mathrm{j}\nu}(\mathrm{x})\partial_{\mathrm{x}}^{\mathrm{v}}$ , $\mathrm{b}_{\mathrm{j}\nu}(\mathrm{x})\in \mathrm{C}^{\infty}(\Gamma)$ ($\mathrm{i}\in \mathrm{J},$ $\mathrm{J}\subset\{0,$ l,..,m-l})
とする. $\Gamma$ は $\mathrm{A},$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}$ に対して非特性的であるとする. すなわち
$\Sigma_{1\nu|=\mathrm{m}}$ $\mathrm{a}_{\nu}(\mathrm{x})\mathrm{n}(\mathrm{x})^{\nu}\neq 0$ $\mathrm{o}\mathrm{I}\mathrm{h}\Gamma$

$\Sigma_{1\nu 1\urcorner-}$. $\mathrm{b}_{\mathrm{j}\nu}(\mathrm{x})\mathrm{n}(\mathrm{x})^{\nu}\neq 0$ on $\Gamma$

を満たしているとする. ただし, n(x)は $\mathrm{x}(\in\Gamma)$ における単位内法線とする.

さて, 与えられたデータ f\in L2(\Omega )に対し
$\mathrm{A}\mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}_{0})$ {
$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$

$\mathfrak{h}.\in$の
を満たす $\mathrm{u}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$を求める境界値問題を考える. まず

$\mathrm{J}^{\mathrm{c}}\cup \mathrm{J}=\{0,1,\ldots,\mathrm{m}\cdot 1\}$ , $\mathrm{J}^{\mathrm{c}}\cap \mathrm{J}=\phi$

$\backslash$

$\mathcal{J}-\triangleleft.|\mathrm{m}- 1\cdot \mathrm{j}\in \mathrm{J}^{\mathrm{c}}\}$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}=(\mathrm{d}l\mathrm{d}\mathrm{n})^{\mathrm{J}}$ $\mathfrak{h}.\in \mathrm{J}^{\mathrm{c}})$
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とおき, 世;(i $=0,1,\ldots,\mathrm{m}- 1$ ) $\}$ としておく. そのとき

$B_{\mathrm{j}^{=\Sigma}|\nu|\leqq \mathrm{j}}$ $\beta_{\mathrm{j}\nu}(\mathrm{x})\partial_{\mathrm{x}}^{\nu}$ $\mathfrak{h}.=0,1,..,$m-l)

であって

$\sum \mathrm{I}\nu|\urcorner-\cdot$ $\beta \mathrm{j}\nu(\mathrm{x})\mathrm{n}(\mathrm{x})^{\nu}\neq 0$ on $\Gamma$ ($\mathrm{i}=0,1,..,$m-l)

となるものが定義でき, 次のグリーンの定理が成り立つ.

レ $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}$ 11. (グリーンの定理) $\mathrm{u}$ , Au $\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$ のとき

$<(\mathrm{d}/\mathrm{d}\mathrm{n})^{\mathrm{k}}\mathrm{u}1\mathrm{r}^{>_{\mathrm{k}\cdot \mathrm{m}+\hslash}}$. $\leqq \mathrm{C}$ ( $||\mathrm{u}||+||$ Au $||$ ) $(\mathrm{B}=0,1,\ldots,\mathrm{m}- 1)$

となる. また

$(\mathrm{A}\mathrm{u},\mathrm{v})\cdot(\mathrm{u},\mathrm{A}^{*}\mathrm{v})=-\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}<\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}|\mathrm{r},$$B_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}|\mathrm{r}^{>-\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}.<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{u}}1_{\Gamma},$ $B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}1\mathrm{r}^{>}$

(\forall v\in Hゝ$\circ$ 1(\Omega ))

が成り立つ. ここで, 記号の意味は次のようである.

(1) $(\mathrm{u},\mathrm{v})=(\mathrm{u},\mathrm{v})_{\mathrm{L}2(\Omega)}$ , $||\mathrm{u}||=||\mathrm{u}||u(\Omega)$

(2) 実数 $\sigma$に対して , $<\mathrm{u}>_{\sigma}=||\mathrm{u}||$

Hcy(r)
$=||\Lambda^{\sigma}\mathrm{u}||$

u(r、

(3) 実数 $\sigma$ と $\mathrm{u}\in \mathrm{H}.\sigma(\Gamma),$ $\mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\sigma}(\Gamma)$ に対して , $<\mathrm{u},\mathrm{v}>=(\Lambda.\sigma \mathrm{u}, \Lambda^{\sigma}\mathrm{v})_{\mathrm{L}2(\Gamma)}$

ここでは, これを認めて話を進めることにしよう.

$(\mathrm{P}_{0})$に対する共役問題 $\mathrm{o}\mathrm{e}^{*}$)を次のように定義する.
$\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}=\mathrm{g}$ in $\Omega$

oe.) $\{$

$B_{\mathrm{j}}^{*}\mathrm{v}=\mathrm{g}_{\mathrm{j}}$ on $\Gamma$ $(\mathrm{i}\in \mathrm{J}^{\sim})$

いま

$\mathrm{K}=${ $\phi\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)|$ $\mathrm{A}\phi=0$ , $\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\phi|\mathrm{r}^{=0}$ $\mathrm{Q}^{\cdot}\in$の} .
$\mathrm{K}^{\cdot}=${ $\phi\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)|$ $\mathrm{A}^{l}\phi=0$ , も. $\emptyset|\mathrm{r}^{=0}$ $(_{1}.\in T)$}

とする. グリーンの定理より

$\mathrm{K}=\{\phi\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)| (\phi,\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v})=\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}\phi|_{\Gamma}, B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}\mathrm{I}_{\Gamma}> (\forall \mathrm{v}\in \mathrm{H}^{2\mathrm{m}\cdot 1}(\Omega))\}$

$\mathrm{K}^{\mathrm{r}}=$ { $\phi\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)|$ (Au, $\phi)=-\Sigma_{j\in \mathrm{J}}<\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}1\mathrm{r},$ $B_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}^{*}\phi|\mathrm{r}^{>}$ $(\forall \mathrm{u}\in \mathrm{H}^{2\mathrm{m}\cdot 1}(\Omega))$ }
と表せる. このことから, $\mathrm{K},$

$\mathrm{K}^{\cdot}$ は L2(\Omega )の閉部分空間となることが分かる. そこで

$\mathrm{K}^{[perp]}=\{\mathrm{f}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)| (\mathrm{f}, \phi)=0(\forall\emptyset\in \mathrm{K})\}$

$\mathrm{K}^{[perp]}.=\{\mathrm{f}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)| (\mathrm{f}., \phi)=0(\forall\emptyset\in \mathrm{K}^{*})\}$

とかくことにしよう.
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$(\#)$ $\mathrm{K},$ $\mathrm{K}^{\cdot}\subset \mathrm{H}^{\mathrm{p}}(\Omega)\Phi\geqq 2\mathrm{m}- 1)$

が満たされているものと仮定しておく.

いま, $\mathrm{m}\leqq \mathrm{q}\leqq \mathrm{p}$ なる整数 $\mathrm{q}$ を取り
$\mathrm{M}^{\mathrm{r}}=\mathrm{K}^{\cdot}[perp]\cap \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega)$

とおくと, $\mathrm{M}^{\cdot}$ は Hq(\Omega )の閉部分空間であり, 任意の $\mathrm{u}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega)$に対し
$\mathrm{u}=\phi+\xi$ ( $\phi\in \mathrm{K}^{\cdot},$ $\xi$ \epsilon \sim 『)

と一意的に表せ, $||\mathrm{u}||2=||\emptyset||2+||\xi||2$ となる.

制限つきのエネルギー不等式$(\epsilon_{0}.)$が成り立っとは
$(\mathrm{a}.)$ $||\mathrm{v}||\leqq \mathrm{C}$ I $\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}||$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{M},$ $B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}|\mathrm{r}^{=0\mathfrak{h}\in T))}$

.

が成り立つことである.

制限つきのエネルギー不等式$(\epsilon.)$が成り立っとは
$(\epsilon.)$

$||\mathrm{v}||\leqq \mathrm{C}(||\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}||+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}\mathrm{I}\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}})}$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{M}^{\cdot})$

が成り立つことである. ただし, $\mu_{\mathrm{j}^{=}}\mathrm{q}\cdot\approx- \mathrm{j}$ とする.

Lemma 12. (6めならば (\epsilon )である.

b\subset ぱ (1) $\mathrm{v}\in \mathrm{M}$とする. $\mathrm{M}$ CHq(\Omega )だから
$\mathrm{g}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}\cdot \mathrm{m}}(\Omega)$

{
$\mathrm{g}_{\mathrm{j}}=B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}|$ \Gamma \in Hq-利 (I) $(\dot{\mathfrak{s}}\in \mathcal{J})$

とおく. $\Gamma$は滑らかであるから
$B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{V}1\mathrm{r}^{=}\mathrm{g}_{\mathrm{j}}$ $(\mathrm{i}\in \mathrm{J})$ , $||\mathrm{V}||\mathrm{q}\leqq \mathrm{C}\Sigma_{j\in \mathrm{J}}\cdot<\mathrm{g}_{\mathrm{j}}>_{\mathrm{q}- 1/2\cdot \mathrm{j}}$

を満たす�\epsilon Hq(\Omega )がある $(..\cdot \mathrm{q}\geqq \mathrm{m})$ . そこで, $\mathrm{w}-\neg\cdot \mathrm{V}$ とおけば, w\in Hq(\Omega )であって
$\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}=\mathrm{g}\cdot \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{V}$

$\{$

$B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}|\mathrm{r}^{=0}$ $\mathrm{Q}^{\cdot}\in \mathrm{J})$

を満たす.

(2) $\mathrm{w}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega)$ であるから
$\mathrm{w}=\phi+\xi$ $(\phi\in \mathrm{K}, \xi\in \mathrm{h}\Gamma)$

と表せる. また, $\xi\in \mathrm{M}$ は
$\mathrm{A}^{\cdot}$ \mbox{\boldmath $\xi$}1-A�

�
$B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\xi|\mathrm{r}^{=0}$ $(_{\dot{|}}\in \mathrm{J}^{\mathrm{r}})$

を満たす ( $\xi$ は $\mathrm{M}$ に属し, 0 境界条件を満たす). したがって, $\xi$ に対して $@^{\circ}$)を適用する
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$||\xi||\leqq \mathrm{C}||\mathrm{A}^{\cdot}\xi||=\mathrm{C}||\mathrm{g}\cdot \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{V}||\leqq \mathrm{C}’(||\mathrm{g}||+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}^{*}}<\mathrm{g}_{j}>_{\mathrm{q},\hslash\cdot \mathrm{j}})$

が成り立つ.

(3)ところで, $\mathrm{V}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega)$ であるから, これも

�$=\psi+\eta$ $(\phi\in \mathrm{K}^{\cdot}, \eta\in \mathrm{M}^{\cdot})$

と表せ, $||\mathrm{u}||2=||\emptyset||2+||\xi||2$ である.

(4)したがって, (2), (3)より

$\Gamma-\mathrm{w}+\mathrm{V}=(\phi+\phi)+(\xi+\eta)$ , $\phi+\phi\in_{\dot{\mathrm{L}}^{\backslash }}^{\mathrm{v}_{\backslash }r_{\wedge}}...f$ $\xi+\eta$ \epsilon \sim 『

であるが, $\mathrm{v}\in \mathrm{M}^{\cdot}$ であるから

$\mathrm{v}=\xi+\eta$

である. したがって

$||\mathrm{v}||\leqq||\xi||+||\eta||\leqq||\xi||+||\mathrm{V}||\leqq \mathrm{C}(||\mathrm{g}||+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<\mathrm{g}_{\mathrm{j}}>_{\mathrm{q}\cdot\#\cdot \mathrm{j}})$

が成り立つ. すなわち, C
$\circ$

)が成り立つ. 口

以下, (6)$)$が成り立っているものとする. したがって, (\epsilon *)が成り立っているものとする.

そのとき

$[\mathrm{v}]2_{=||\mathrm{A}\mathrm{v}||+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<\mathcal{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{v}1\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}^{2}}}}.2^{\cdot}$

とし, $\mathrm{M}$ をノルム【】により完備化したヒルベルト空間を $H$ としよう.

いま, $\mathrm{f}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$を固定して
$\mathrm{L}[\mathrm{v}]=(\mathrm{f},\mathrm{v})$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$

とおけば、 $\mathrm{L}$ は $H$ 上の連続歪線型汎関数となることが分かる. 実際
$1\mathrm{L}[\mathrm{v}]\mathrm{I}=|(\mathrm{f},\mathrm{v})|\leqq||\mathrm{f}||||\mathrm{v}||\leqq \mathrm{C}||\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{I}}’[\mathrm{v}]$

が成り立つからである. したがって、 リースの定理によれば, $\mathrm{w}\in H$ があって

$\mathrm{L}[\mathrm{v}]=[\mathrm{w},\mathrm{v}]$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$

と表される. すなわち , $\mathrm{w}\in H$ があって
$(\mathrm{f},\mathrm{v})=[\mathrm{w},\mathrm{v}]$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$

が成り立つ. このとき, $\mathrm{w}$ を $\mathrm{f}$ に対するリース関数ということにしよう.

92. リースの定理による解の存在と一意性

Theorem 2.1. f\in K� とする. $\mathrm{f}$ に対するリース関数 $\mathrm{w}\in H$ に対して , $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{\mathrm{r}}\mathrm{w}$ とおけば,

u\in L2(\Omega )であって
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$\mathrm{A}\mathrm{u}-\prec$ in $\Omega$

$\{$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}1\Gamma^{=0}$ $\mathfrak{h}.\in$の

を満たす. さらに
$\mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{u}|\mathrm{r}^{=}-\Lambda^{2\mu \mathrm{j}}B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}|\mathrm{r}(\mathrm{i}\in \mathcal{J})$

を満たす.

化. (1) $\mathrm{f}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$ に対するリース関数 $\mathrm{w}$ は

$(\mathrm{f},\mathrm{v})=(\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}, \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v})+\Sigma_{j\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}}^{\mathrm{r}}\mathrm{w}$ I $\mathrm{r},$

$B_{\mathrm{j}}[searrow]_{1\Gamma’\mu \mathrm{j}}$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$

を満たすから, $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}$ とおくと, $\mathrm{u}$ は

$(\mathrm{f},\mathrm{v})-(\mathrm{u}, \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v})=\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}$I $\Gamma,$
$B\mathrm{j}.\mathrm{v}|\Gamma\mu \mathrm{j}>$ $(\forall \mathrm{v}\in.\mathcal{H})\ldots\ldots$ �

を満たす.

(2) �における ( $\forall \mathrm{v}\in r$ は $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega))$ に置き換えることができる. 実際,
任意の $\mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega)$ に対して

$–\phi+\xi$ , $(\emptyset\in \mathrm{K}^{\cdot}, \xi\in \mathrm{M})$

と表せる. $\mathrm{M}^{*}\subset H$ であるから, $\xi\in H$ である. したがって, �より
$(\mathrm{f}, \xi)\cdot(\mathrm{u}, \mathrm{A}^{\cdot}\xi)=\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}$ I $\mathrm{r},$

$B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\xi$ I $\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}}}$

が成り立つ. また
$\mathrm{A}^{\cdot}\phi=0$ , も. $\emptyset$ $1_{\Gamma}=0$ $\mathrm{Q}^{\cdot}\in \mathrm{J}^{\mathrm{r}}$ ) $($ .. $\cdot$

$\phi\in \mathrm{K})$

$(\mathrm{f}, \phi)=0$ $(..\cdot \mathrm{f}\in \mathrm{K}^{\cdot}[perp])$

であるから

$(\mathrm{f},\mathrm{v})-(\mathrm{u}, \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v})=\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}1\Gamma,$ $B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}1\Gamma>\mu \mathrm{J}$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega))\ldots\ldots[egg1]$
’

が成り立つ.

(3)したがって, ’より, とくに
$(\mathrm{f},\mathrm{v})-(\mathrm{u}, \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v})=0$ $(\forall \mathrm{v}\in D(\Omega))$

が成り立つ. すなわち
$\mathrm{A}\mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $D(\Omega’)$

が成り立つ. したがって

$(\mathrm{A}\mathrm{u},\mathrm{v})-(\mathrm{u}, \mathrm{A}^{*}\mathrm{v})=\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}\Gamma,\mathrm{j}\Gamma\mu \mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}1B^{\cdot}\mathrm{v}|>$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega))\ldots\ldots[egg1]$
’

が成り立つ.

(4)一方, グリーンの定理より
$(\mathrm{A}\mathrm{u},\mathrm{v})-(\mathrm{u}, \mathrm{A}^{*}\mathrm{v})=\cdot\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}<\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}1\mathrm{r},$ $B_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}|\mathrm{r}^{>\cdot\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}.<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1- \mathrm{j}}\mathrm{u}}1\mathrm{r},$ $B\mathrm{j}.\mathrm{v}|_{\Gamma}>$

(\forall v\in Hゝ$\circ$ 1(\Omega ))......�

である. したがって, 0’ と�より
$\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<B_{\mathrm{j}\Gamma\prime}^{\cdot}\mathrm{w}1B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{v}$ I $\mathrm{r}>_{\mu \mathrm{j}}=_{-}\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}<\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}1\Gamma,$ $B\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}.\mathrm{v}|\Gamma>-\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\mathrm{j}}.\mathrm{u}$ I $\Gamma,$

$B_{\mathrm{j}}^{\mathrm{r}}\mathrm{v}1\mathrm{r}^{>}$

(Yv $\in \mathrm{H}^{q}(\Omega)$) $\ldots[egg3]$
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である $( \mathrm{q}’=\max(\mathrm{q},2\mathrm{m}\cdot 1))$ . したがって
$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}|\Gamma=0$ $\mathfrak{h}.\in$の

{
$\mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{u}|\mathrm{r}=-\Lambda^{2\mu \mathrm{j}}B^{\cdot}\mathrm{w}\mathrm{j}|\Gamma$ $(\dot{\mathfrak{s}}\in \mathrm{T})$ 口

Corollary 2.1. $\{\mathrm{f}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega), \mathrm{f}_{\mathrm{j}}\in \mathrm{H}^{\mathrm{m}- u.\mathrm{j}}(\Gamma)\mathfrak{h}.\in \mathrm{J})\}\hslash^{\mathrm{I}}$

(R) $(\mathrm{f}, \phi)+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}<\mathrm{f}_{\mathrm{j}},$ $B_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}^{\cdot}\phi|\mathrm{r}^{>=0}$ $(\forall\phi\in \mathrm{K})$

を満たすとする. $\mathrm{U}\in \mathrm{H}^{\mathrm{m}}(\Omega)$ は $\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{U}\mathrm{I}_{\Gamma}=\mathrm{f}_{\mathrm{j}}\mathfrak{h}.\in$のを満たすものとする. そのとき, $\mathrm{f}$-AU に

対するリース関数を $\mathrm{w}$ とし, $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{l}\mathrm{w}+\mathrm{U}$ とおけば, $\mathrm{u}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$ は

$\mathrm{A}\mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $\Omega$

(P) $\{$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{u}=\mathrm{f}_{\mathrm{j}}$ on $\Gamma$
$\mathfrak{h}.\in$の

を満たす.

化. (1) F#-AU とお $\langle$ . {f,f}が�を満たしていることと, F\in K
$\circ$� となることとは同値

であることを見てみよう. 実際, U\in Hm(\Omega )が\acute \acute ごど $\sim--.\wedge\backslash ..\cdot\backslash .:$ .‘1(\Omega )であるから, グリーンの定

理より

(AU, $\phi$ )$+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}<\mathrm{f}_{\mathrm{j}},$ $B_{\mathrm{m}\cdot 1- \mathrm{j}}^{\cdot}\phi|\mathrm{r}^{>=0}$ $(\forall\phi\in \mathrm{K}^{\cdot})$

である. したがって

$( \mathrm{F}, \phi)=(\mathrm{f}- \mathrm{A}\mathrm{U}, \phi)=(\mathrm{f}, \phi)+\sum\in \mathrm{J}<\mathrm{f}B_{\mathrm{m}\cdot 1- \mathrm{j}}\mathrm{j}\mathrm{j}’$

.
$\emptyset|\mathrm{r}^{>}$ $(\forall\phi\in \mathrm{K}^{\cdot})$

である. したがって, \otimes が成り立つことと
$(\mathrm{F}, \phi)=0$ $(\forall\phi\in \mathrm{K}^{\cdot})$

が成り立つことは同値となる.

(2)そこで, Theorem 2.1 より, $\mathrm{F}$ に対するリース関数 $\mathrm{w}$ に対して , $\mathrm{v}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}$ とおくと,
$\mathrm{A}\mathrm{v}=\mathrm{F}$ in $\Omega$

$\{$

$\mathrm{B}_{\mathrm{j}}\mathrm{v}=0$ on $\Gamma$
$\mathrm{o}.\in$の

を満たす.
$\mathrm{u}=\mathrm{v}+\mathrm{U}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$

とお [yば, $\mathrm{u}$ は oe)の解である. 口

さて

$T-\prec \mathrm{u}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$ IAu $\in \mathrm{L}^{2}(\Omega),$ $(\mathrm{u}, \phi)+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}$. $<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot j}\mathrm{u}|\mathrm{r},$ $\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}\phi$ I $\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}}\infty}.(\forall\phi\in \mathrm{K})\}$

とおく. 明らか [こ, $\mathrm{K}\cap T-\dashv 0$} である. そのとき

Theorem 22. $\mathrm{f}\in \mathrm{K}^{\cdot}[perp]$ に対するリース関数 $\mathrm{w}\in H$ に対して , $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{*}\mathrm{w}$ とおけば, $\mathrm{u}$ は $\tau$

に属す. また, $\tau$に属す oe)の解は唯一つである.

98



$\mathrm{E}\mathrm{I}\Omega \mathrm{o}\mathrm{f}$. (1) Theorem 2.1 A $\text{り}$

$\{\mathrm{u}, -\mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{u}|\mathrm{r}(\mathrm{i}\in \mathrm{J}^{*})\}=\{\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w},\Lambda-2\mu \mathrm{j}B_{\mathrm{j}}^{\cdot}\mathrm{w}|\Gamma \mathfrak{h}.\in \mathrm{J}^{\dot{\prime}}’)\}$

’

であるから

$\{\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}, B_{j}^{\cdot}\mathrm{w}|\Gamma \mathrm{Q}^{\cdot}\in \mathrm{e}\Gamma)\}=\{\mathrm{u},-\Lambda\cdot 2\mu \mathrm{j}\mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1\cdot \mathrm{j}\Gamma}\mathrm{u}|(\mathrm{i}\in \mathrm{J}^{\sim})\}$

を満たす.

(2)ところで, $\mathrm{w}$, Aw\in L2(\Omega )’-K\subset H2m4(\Omega )であるから, グリーンの定理より
$(\phi,\mathrm{u})+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}^{*}}<\mathrm{B}_{\mathrm{m}.1\cdot \mathrm{j}}\emptyset$ I $\Gamma’\Lambda^{2\mu_{\mathrm{J}}}.\mathrm{B}_{\mathrm{m}.1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{u}|\mathrm{r}>=0$ $(\forall\phi\in \mathrm{K})$

である. すなわち, $\mathrm{u}\in\tau$ である.

(3) (P)の解で $\tau$に属するものが 2 つあったとすると, その差 $\mathrm{u}$ #よ $\mathrm{K}\cap T=\{0\}$ に属す. 口

Corolary 22. $\mathrm{U}\in \mathrm{H}^{\mathrm{m}}(\Omega)$ は { $\mathrm{B}_{\mathrm{j}}$ Ul $\mathrm{r}^{=0}$ $(\mathrm{j}\in \mathrm{J})$ } かつ $\mathrm{U}\not\in\tau$ を満たすものとする.
-AU のリース関数を $\mathrm{w}$ とし, $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}+\mathrm{U}$ とおけば, $\mathrm{u}\in \mathrm{K}\cdot\{0\}$ である.

Er. Corollary2.1 より, $\mathrm{u}\in \mathrm{K}$ である. Theorem 22 より, $\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}\in\tau$ であるから
$(\mathrm{u}\cdot \mathrm{U}, \emptyset)+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}(\mathrm{u}- \mathrm{D}|\mathrm{r}, \mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1- \mathrm{j}}\emptyset|1^{\backslash }>_{\mu \mathrm{j}}.=0(\forall\emptyset\in \mathrm{K})$

が成り立つ. すなわち
$(\mathrm{u}$, \phi $)$+\Sigma j\in Jl<B。.l.ju 1 $\mathrm{r},$

$\mathrm{B}\phi \mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}$ I $1\mu \mathrm{j}>$.

$=(\mathrm{U}, \phi)+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}\cdot<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{U}|\mathrm{r},$
$\mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1\mathrm{j}}.\phi|\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}}}$. $(\forall\phi\in \mathrm{K})$

が成り立つ. 一方, $\mathrm{U}\not\in\tau$ であることから
$\sigma \mathrm{J},$ $\phi)+\Sigma_{\mathrm{i}}\in \mathrm{J}$. $<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{U}1\mathrm{r},$ $\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\mathrm{j}}.\emptyset 1\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{J}}}$. $\neq 0$ $(\exists\phi\in \mathrm{K})$

が成り立つ. したがって
$(\mathrm{u}, \phi)+\Sigma_{\mathrm{j}\in \mathrm{J}}$. $<\mathrm{B}_{\mathrm{m}\cdot 1\cdot \mathrm{j}}\mathrm{u}\mathrm{I}\mathrm{r},$ $\mathrm{B}_{\mathrm{m}- 1\cdot \mathrm{j}}\phi$ I $\mathrm{r}^{>_{\mu \mathrm{j}}}$. $\neq 0$ $(\exists\phi\in \mathrm{K})$

が成り立つ. したがって, $\mathrm{u}\neq 0$ である. $\text{口}$

\S 3. 数値的近似

Theorem 2.1 で得られた解は, 数値的近似可能であろうか.

$\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}(\mathrm{B}=1,2,\ldots)\}$が $\ell H$ の基底であるとは, その中の任意有限個は 1 次独立であり, $\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$

\mbox{\boldmath $\alpha$}=1,2,...)}の張る空間が $H$ で稠密となっていることであるとする.

Theorem 3.1. {$\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$ Q=1,2,...)}は $H$ の基底であるとする. $\mathrm{f}\in \mathrm{K}^{\cdot}[perp]$ に対するリース関数
を $\mathrm{w}$ とし, $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}$ とする. そのとき

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}=((\mathrm{f},\mathrm{v}_{1}),\ldots’(\mathrm{f},\mathrm{v}_{\mathrm{N}}))\Gamma_{\mathrm{N}^{1}}$
. ’

$\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{v}_{1}.\cdot.\backslash$

$.\backslash \mathrm{A}^{l}\mathrm{v}_{\mathrm{N}}-\cdot$
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$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}arrow \mathrm{u}$ $(\mathrm{N}arrow\infty)$ in $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$

が成り立つ. ただし
$\Gamma_{\mathrm{N}}=( \mathrm{I}\mathrm{v}_{\mathrm{k}},\mathrm{v}_{\mathrm{s}}]$ $)_{\mathrm{k}_{t}\mathrm{s}=1,2_{\mathfrak{l}l}\mathrm{N}},.$.

とする.

$\mathrm{h}\Omega\Omega \mathrm{L}$ (1) $\{\mathrm{v}_{1}, \mathrm{v}_{2},\ldots\ldots\}$ が ${}^{t}H$ の基底であるとき, $\{\mathrm{v}_{1^{\wedge}}, \mathrm{v}_{2^{\mathrm{A}}},\ldots\ldots\}$ を$H$ におけるシュ

ミットの方法による $\{\mathrm{v}_{1}, \mathrm{v}_{2},\ldots\ldots\}$ の正規直交化であるとする. そのとき, 任意の $\mathrm{w}\in H$

に対して

$\mathrm{w}_{\mathrm{N}}=\Sigma_{1\leqq \mathrm{k}\leq \mathrm{N}}$ $[\mathrm{w}, \mathrm{v}_{\mathrm{k}^{\mathrm{A}}}]\mathrm{v}_{\mathrm{k}^{\wedge}}arrow \mathrm{w}$ in $H$

となる. さらに,

$\mathrm{w}_{\mathrm{N}}=([\mathrm{w}, \mathrm{v}_{1}],\ldots ’ [\mathrm{w}, \mathrm{v}_{\mathrm{N}}])\Gamma_{\mathrm{N}^{1}}.|\mathrm{v}_{1}.\cdot.\mathrm{v}_{\mathrm{N}}]$

と表されることは, よく知られたところである. たたし, $\Gamma_{\mathrm{N}}=( \mathrm{I}\mathrm{v}_{\mathrm{j}}, \mathrm{v}_{\mathrm{k}}])$

j,や 1,...,N とする.

(2) さて, $\mathrm{w}\in H$ は

$1\mathrm{w},$ $\mathrm{v}]=(\mathrm{f}, \mathrm{v})$ $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$

を満たすものであったから,
$[\mathrm{w}, \mathrm{v}_{\mathrm{k}}]=(\mathrm{f},$ $\mathrm{v}\mathrm{D}$ $(\mathrm{k}=1,2,\ldots\ldots)$

である. したがって

$\mathrm{w}_{\mathrm{N}}=((\mathrm{f}, \mathrm{v}_{1}),\ldots,(\mathrm{f}, \mathrm{v}_{\mathrm{N}}))\Gamma_{\mathrm{N}}^{1}.\{\begin{array}{l}\mathrm{v}_{1}\vdots\mathrm{v}_{\mathrm{N}}\end{array})$

と表される.

(3) (1)より

$\mathrm{w}_{\mathrm{N}}$
$arrow \mathrm{w}$ in $H$

であるから

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}_{\mathrm{N}}$ $arrow \mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}=\mathrm{u}$ in $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$

である. (2)より

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}=\mathrm{A}^{\cdot}\mathrm{w}_{\mathrm{N}}=((\mathrm{f}.\mathrm{v}_{1}),\ldots,(\mathrm{f}, \mathrm{v}_{\mathrm{N}}))\Gamma_{\mathrm{N}}- 1\{\begin{array}{l}\mathrm{A}\cdot \mathrm{v}_{1}\vdots\mathrm{A}\cdot \mathrm{v}_{\mathrm{N}}\end{array}\}$

と表される. 口

Hの基底はとのようにして見つけて来ることができるであろうか.
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$\Omega$ の境界は滑らかであるから,
レ $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}$ 3.1. diam(\Omega ) $<\mathrm{a}\pi$ とする. そのとき

$\{\exp(\mathrm{i}\mathrm{a}^{- 1}\alpha\cdot \mathrm{x})|\alpha\in Z^{\mathrm{n}}\}$

は Hq(\Omega )の基底である.

容易に分かるように,

kmma 3.2. $\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$ c=1,2,...)$\}$が Hq(\Omega )の基底であるとき
$\mathrm{v}_{\mathrm{k}}=\phi_{\mathrm{k}}+\xi_{\mathrm{k}\prime}$ $\phi_{\mathrm{k}}\in \mathrm{K}^{\cdot}$ , $\xi_{\mathrm{k}}\in \mathrm{M}^{*}$

とおけば, $\{\xi_{\mathrm{k}}$ c=L2,...)$\}$の張る空間は H で稠密となってぃる. したがって, $\{\xi_{\mathrm{k}} (\mathrm{B}=1,2,\ldots)\}$

のうち, 1 次従属となるものを順次取り除いたものを $\{\xi’ \mathrm{j}(\mathrm{i}=1,2,\ldots)\}=\{\xi_{\mathrm{b}}. (\mathrm{i}=1,2,\ldots)\}$ とす

れば, これが $H$ の基底である.

$\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$ \mbox{\boldmath $\alpha$}=1,2,...) $\}$が Hq(\Omega )の基底であるとし, { $\xi’ \mathrm{j}$ (i=1,2,...)}は Lemma 32 により作られた H
の基底であるとする. 対応して , $\{\mathrm{v}_{\mathrm{j}}’ \mathrm{Q}^{\cdot}=1,2,\ldots)\}=\{\mathrm{v}_{\mathrm{h}}$. ($\ddagger^{=1,2,\ldots)\}}$

. とする. また
$[\xi_{\mathrm{k}\prime}\xi_{\mathfrak{g}}]=$ 【 $\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$ , $\mathrm{v}_{\mathrm{s}}$ ]

A $\xi_{\mathrm{k}}=\mathrm{A}^{*}\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$

$(\mathrm{f}, \xi_{\mathrm{k}})=(\mathrm{f}, \mathrm{v}_{\mathrm{k}})$ $(\forall \mathrm{f}\in \mathrm{K}^{*[perp]})$

であるから

Corolary 3.1. {$\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$ (ic=1,2,...)}が $\mathrm{H}^{\mathrm{q}}(\Omega)$ の基底であるとする. $\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$

’ \mbox{\boldmath $\alpha$}=1,2,...) $\}$は土の手続
きで得られたものとする. $\mathrm{f}\in \mathrm{K}^{\cdot}[perp]$ に対するリース関数を $\mathrm{w}$ とし, $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{*}\mathrm{w}$ とする. そ

のとき

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}=((\mathrm{f},\mathrm{v}’ 1),$

$\ldots,(\mathrm{f},\mathrm{v}_{\mathrm{N}}’))\Gamma_{\mathrm{N}}.1\{\begin{array}{ll}\mathrm{A}\cdot \mathrm{v}_{1}’ - . \mathrm{A}\cdot \mathrm{v}’ \mathrm{N}\end{array})$

とおけば

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}arrow \mathrm{u}$ \sim \rightarrow 科科)in $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$

が成り立つ. ただし

$\Gamma_{\mathrm{N}}=($【$\mathrm{v}_{\mathrm{k}}’,\mathrm{v}_{1}’] )_{\mathrm{k}\mathrm{s}=1_{\iota}2_{1}\ldots,\mathrm{N}}$

とする.

以上の考察により, $\mathrm{K}^{*}$ が具体的に分かってぃるような場合には, ’mma 3.1 の $\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}$

(k=1,2,...)$\}$から $\{\mathrm{v}_{\mathrm{k}}’\alpha=1,2,\ldots)\}$を具体的に選び出 9 $-\sim$ と $’.\vee\cdot.\cdot\backslash \sim^{1}\neq J’\backslash$きるから,Theorem 2.1 の解は,

数値的近似が可能となることが分かる.

以下において , 具体例を見てみよう.
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$.\Delta \mathrm{u}-\dashv$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}_{0})$ $\{$

$(\mathrm{d}/\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$

について考えてみよう. ただし, $\Omega\subset\subset(-\pi, \pi)^{\mathrm{n}}$ とする. そのとき, (P)=(P’)であり, また,
$\mathrm{K}(=\mathrm{K}^{\cdot})=<1>$ (:1 で張られる空間)であることが知られている.

Lemma 33. Example 1 において ,
(4) $||\mathrm{u}||\leqq \mathrm{C}||\triangle \mathrm{u}||$ $(\forall \mathrm{u}\in \mathrm{M}, (\mathrm{d}l\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{u}|\Gamma=0)$

が成り立つ. ただし. $\mathrm{M}=\mathrm{H}^{2}(\Omega)\cap \mathrm{K}^{[perp]}=\{\mathrm{u}\in \mathrm{H}^{2}(\Omega)|(\mathrm{u}, 1)=0\}$ とする.

$\mathrm{E}\mathrm{r}\Omega\Omega \mathrm{f}$. 次のような $\{\phi_{\mathrm{k}} \alpha=0,1,\ldots)\}$ が存布することは, よく知られている.

(1) $\{\lambda_{\mathrm{k}}(\mathrm{k}=0,1,\ldots)\}$ は oe)の固有値である. ただし, $0=\lambda_{0}<\lambda_{1}\leqq\lambda_{2}\leqq\ldots\ldotsarrow+\infty$ .
$\phi_{\mathrm{k}}\in \mathrm{H}^{\infty}(\Omega)$ は $\lambda_{\mathrm{k}}$ に対応する固有関数である. ただし, $\phi_{0}$は定数関数である.

すなわち

$-\triangle\phi_{\mathrm{k}}=\lambda_{\mathrm{k}}\phi_{\mathrm{k}}$ in $\Omega$

$\{$

(dldn) $\emptyset_{\mathrm{k}}=0$ on $\Gamma$

(2) $\{\phi_{\mathrm{k}}(\mathrm{B}=0$,L...)$\}$は $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$における正規直交基底 $-\acute{\dot{\mathrm{c}}}$.誌 $’\overline{d}$ .
さて, u\in L2(\Omega )が oe0)を満たすとすると, グリーンの定理より

$(\mathrm{f}, \emptyset_{\mathrm{k}})=\lambda_{\mathrm{k}}(\mathrm{u}, \phi_{\mathrm{k}})$

が成り立つ. したがって, u\in K�とすると
$\mathrm{u}=\Sigma_{\mathrm{k}\neq 0(}1l\lambda_{\mathrm{k}})(\mathrm{f},$ $\phi_{\mathrm{k}}\mathrm{J}\phi_{\mathrm{k}}$

である. したがって
$||\mathrm{u}||2=\Sigma_{\mathrm{k}\neq 0}(1/\lambda_{\mathrm{k}})^{2}|(\mathrm{f},$ $\phi_{\mathrm{k}}\mathrm{J}|^{2}\leqq \mathrm{c}^{2}.||\mathrm{f}||2$

ただし, $\mathrm{c}=\min_{\mathrm{k}\neq \mathit{0}}1\lambda_{\mathrm{k}}1$ である. したがって, \not\in \rightarrow が成り立つ. 口

さて

$\mathrm{I}\mathrm{v}]2_{=}||\triangle \mathrm{v}||2+<(\mathrm{d}l\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{v}\mathrm{l}\mathrm{r}^{>}\mathrm{u}^{2}$

とし, M=H2(\Omega )\cap K� をこのノルムで完備化したヒルベルト空間を Hとする. そのとき
$\xi_{\mathrm{k}}(\mathrm{x})=\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot\chi}\cdot|\Omega|.1(\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}},1)$

とおくと, $\{\xi_{\mathrm{k}}(\mathrm{x}) \alpha\in Z^{\mathrm{n}_{-}}\{0\})\}$ は $H$ における基底である.

したがって, Theorem 2.1, Theorem 22, Corollary $\dot{\overline{\mathrm{a}}}.1$ より

Proposifion 31. Example 1 において, $\mathrm{f}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega),$ $(\mathrm{f},1)=0$ のとき

(f,v)=[w,v】 $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$
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を満たす $\mathrm{w}\in H$ をとり, $\mathrm{u}=\triangle \mathrm{w}$ とおけば, $\mathrm{u}\in \mathrm{L}^{2}(\Omega)$となり, $(\mathrm{P}_{0})$を満たす. また, これは
$(\mathrm{u},1)+<\mathrm{u}|\mathrm{r},$ $1>_{\hslash}.=0$

を満たす唯一の解である. また
$\mathrm{f}_{\mathrm{N}}$ $=((\mathrm{f}, \mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}}.\gamma)0<|\mathrm{k}|<\mathrm{N}$

$\Gamma_{\mathrm{N}}=( [\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}} \mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{s}\cdot \mathrm{x}} ’])_{\alpha|\mathrm{k}|<\mathrm{N}0<|\mathrm{s}|<\mathrm{N}}|$

$=(1\mathrm{k}1^{2}1\mathrm{s}|^{2}(\mathrm{e}^{\mathrm{j}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}, \mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{s}\cdot \mathrm{x}})+\alpha\cdot \mathrm{n})(\mathrm{s}\cdot \mathrm{n})<\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}},$
$\mathrm{e}^{\mathrm{i}\epsilon\cdot \mathrm{x}}>_{\mathrm{u}}$ $\mathrm{o})_{\mathrm{e}\mathrm{I}\mathrm{k}|\triangleleft \mathrm{t}_{1}\mathrm{o}\mathrm{e}|*|<\mathrm{N}}$

$\mathrm{V}_{\mathrm{N}}$ $=(-\triangle \mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}})0<|\mathrm{k}|<\mathrm{N}=(|\mathrm{k}|^{2}\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}})\mathrm{t}\mathrm{x}|\mathrm{k}|<\mathrm{N}$

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}={}^{\mathrm{t}}\mathrm{f}_{\mathrm{N}}\Gamma_{\mathrm{N}^{1}}.\mathrm{V}_{\mathrm{N}}$

とおけば

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}$

$arrow$
$\mathrm{u}$ $(\mathrm{N}arrow\infty)$ in $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$

が成り立つ.

Exmple 2.
$(-\triangle\cdot\lambda_{0})\mathrm{u}=\mathrm{f}$ in $\Omega$

$(\mathrm{P}_{0})$ $\{$

$\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$

について考えてみよう. ただし, $\Omega\subset\subset(-\pi, \pi)^{\mathrm{n}}$とする. また, $\lambda_{0}$は, 固有値問題
$-\triangle \mathrm{u}=\lambda \mathrm{u}$ in $\Omega$

$\{$

$\mathrm{u}=0$ on $\Gamma$

の最小固有値であるとする. そのとき, (P)$=(\mathrm{P}^{\cdot})$となり, $\mathrm{K}(=\mathrm{K}^{\cdot})=<\phi_{0}>$ (: $\emptyset_{0}$ で張られる
空間)となることが知られている. ただし, $\phi_{0}$は, 固有値 $\lambda_{0}$ に対応する固有関数である.

kmma 3.4. Example 2 において
(a) $||\mathrm{u}||\leqq \mathrm{C}||(\cdot\triangle.ll_{0})\mathrm{u}||$ $(\forall \mathrm{u}\in \mathrm{M},$ $\mathrm{u}1\Gamma^{=0)}$

が成り立つ. ただし, $\mathrm{M}=\mathrm{H}^{2}(\Omega)\cap \mathrm{K}^{[perp]}=\{\mathrm{v}\in \mathrm{H}^{2}(\Omega)|(\mathrm{v}, \phi_{0})=0\}$とする.

Er. 次のような $\{\phi_{\mathrm{k}} \alpha\triangleleft,1,\ldots)\}$ が存在することは, よく知られている.
(1) $\{\lambda_{\mathrm{k}}\alpha=0,1,\ldots)\}$ は oe)の固有値である. ただし, $0<\lambda_{0}<\lambda_{1}\leqq\lambda_{2}\leqq\ldots\ldotsarrow+\infty$ .

$\phi_{\mathrm{k}}\in \mathrm{H}^{\infty}(\Omega)$ は \lambda \sim こ対応する固有関数である. ずなわち
$-\triangle\phi_{\mathrm{k}}=\lambda_{\mathrm{k}}\phi_{\mathrm{k}}$ in $\Omega$

$\{$

$\phi_{\mathrm{k}}=0$ on $\Gamma$

(2) $\{\phi_{\mathrm{k}}(\mathrm{B}=0$,1,...)$\}$は $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$における正規直交基底である.
さて, u\in L2(\Omega )が oe0)を満たすとすると, グリーンの定理より

$(\mathrm{f}, \phi_{\mathrm{g}})=(\lambda_{\mathrm{k}^{-}}\lambda_{0})(\mathrm{u},$ $\phi_{\mathrm{k}}\mathrm{J}$

103



が成り立つ. したがって, $\mathrm{u}\in \mathrm{K}^{[perp]}$ とすると
$\mathrm{u}=\Sigma_{\mathrm{k}\neq 0}(\lambda_{\mathrm{k}}\cdot\lambda_{0}).1(\mathrm{f}, \emptyset_{\mathrm{E}})\phi_{\mathrm{k}}$

である. したがって
$||\mathrm{u}||2\Sigma_{\mathrm{k}\neq 0}(\lambda_{\mathrm{k}}\cdot\lambda_{0})-=2|(\mathrm{f},$ $\phi_{\mathrm{k}}\mathrm{J}|^{2}\leqq \mathrm{c}^{2}.||\mathrm{f}||2$

ただし, c� in $\mathrm{k}\neq 0|\lambda_{\mathrm{k}}\cdot\lambda_{0}|$ である. したがって, @)が成り立っ. 口

さて

[vl $2_{=||(\cdot\triangle\cdot\lambda_{0})\mathrm{v}||+<\mathrm{v}1\mathrm{r}^{>}1+\mathrm{u}^{2}}2$

とし, M=H2(\Omega )\cap K� をこのノルムで完備化したヒルベルト空間を Hとする. そのとき
$\xi_{\mathrm{k}}(\mathrm{x})=\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}\cdot(\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}, \phi_{0})\emptyset_{0}$

とおくと, $\{\xi_{\mathrm{k}}(\mathrm{x}) \alpha\in \mathrm{Z}^{\mathrm{n}})\}$ は $\ell H$ における基底である.

したがって, Theorem 2.1, Theorem 22, Corollary 3.1 より

Proposifion 32. Example 2 において,, $’.\in_{arrow}^{\mathrm{v}2}(\Omega),$ $(\mathrm{f}, \phi_{0})=0$ のとき

(f,v)=[w,v】 $(\forall \mathrm{v}\in \mathcal{H})$

を満たす $\mathrm{w}\in H$ をとり, $\mathrm{u}=(-\triangle\cdot\lambda_{0})\mathrm{w}$ とお lyば, $\mathrm{u}\in^{\tau 2}-\mathrm{L}(\Omega)$ となり, $\mathrm{u}$ は oe�を満たす. ま

た, これは
$(\mathrm{u}, \phi_{0})+<(\mathrm{d}/\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{u}|_{\Gamma},$ $(\mathrm{d}\mathit{1}\mathrm{d}\mathrm{n})\phi_{0}|\Gamma>\cdot"=01-$

を満たす唯一の解である. また
$\mathrm{f}_{\mathrm{N}}$ $=((\mathrm{f}, \mathrm{e}^{1\mathrm{k}}.\mathfrak{h})1\mathrm{k}|<\mathrm{N}$

$\Gamma_{\mathrm{N}}=( [\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}} ’ \mathrm{e}^{1\mathrm{s}\cdot \mathrm{x}}])_{|\mathrm{k}|<\mathrm{N},|\mathrm{e}|<\mathrm{N}}$

$=((|\mathrm{k}|^{2}-\lambda_{0})(\mathrm{I}\mathrm{s}|^{2}\cdot\lambda_{0})(\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}, \mathrm{e}^{\mathrm{i}_{\mathrm{B}\mathrm{X}}}.)+<\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}},$
$\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{s}\cdot \mathrm{x}}>_{1+\mathrm{K}}$ $)_{1\mathrm{k}|<\mathrm{N}_{1}|\iota|<\mathrm{N}}$

$\mathrm{V}_{\mathrm{N}}$ $=((-\triangle\cdot\lambda_{0})\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}})|\mathrm{k}|<\mathrm{N}=((|\mathrm{k}|^{2}-\lambda_{0})\mathrm{e}^{\mathrm{j}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}})_{1\mathrm{k}|<\mathrm{N}}$

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}={}^{\mathrm{t}}\mathrm{f}_{\mathrm{N}}\Gamma_{\mathrm{N}}^{1}.\mathrm{V}_{\mathrm{N}}$

とおけば

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}$

$arrow$
$\mathrm{u}$ $(\mathrm{N}arrow\infty)$ in $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$

が成り立つ.

さらに, Corollary 22 より

Proposifion 33. Example 2 において , $\mathrm{U}\in \mathrm{H}^{2}(\Omega)$ は {Ul $\mathrm{r}^{=0},$ $(\mathrm{d}/\mathrm{d}\mathrm{n})\mathrm{U}1\mathrm{r}^{=0}$ } かつ
$\sigma \mathrm{J},$ $\emptyset_{0})\neq 0$ を満たすとする. そのとき, $.\mathrm{A}\mathrm{U}$ に対するリース関数を $\mathrm{w}$ とし, $\mathrm{u}=\mathrm{A}^{*}\mathrm{w}+\mathrm{U}$

とお ($\}$ば, $\mathrm{u}-\prec\emptyset_{0}(\mathrm{c}\neq 0)$ である. さらに

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $=$( (-AU, $\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}}$

.り)
$|\mathrm{k}|\theta \mathrm{f}$

$\Gamma_{\mathrm{N}}=([\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}, \mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{s}\cdot \mathrm{z}}])_{|\mathrm{k}|<\mathrm{N}_{\mathrm{I}}|\epsilon|<\mathrm{N}}$

$=((|\mathrm{k}|^{2}\cdot\lambda_{0})(1\mathrm{s}1^{2}\cdot\lambda_{0})(\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}, \mathrm{e}^{\dot{\mathrm{u}}\cdot \mathrm{x}})+<\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}}\mathrm{e}^{\mathrm{j}*\cdot \mathrm{x}}>_{1+*})_{|\mathrm{k}|<\mathrm{N},\mathrm{I}\mathrm{a}1<\mathrm{N}}$

$\mathrm{V}_{\mathrm{N}}=((-\triangle\cdot\lambda_{0})\mathrm{e}^{\mathrm{i}\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}})\mathrm{l}\mathrm{k}|<\mathrm{N}=((|\mathrm{k}|^{2}-\lambda_{0})\mathrm{e}^{1\mathrm{k}\cdot \mathrm{x}})_{|\mathrm{k}|<\mathrm{N}}$
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$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}=\mathrm{U}+{}^{\mathrm{t}}\mathrm{f}_{\mathrm{N}}\Gamma_{\mathrm{N}^{1}}.\mathrm{V}_{\mathrm{N}}$

とおけば

$\mathrm{u}_{\mathrm{N}}$
$arrow$

$\mathrm{u}$ $(\mathrm{N}arrow\infty)$ in $\mathrm{L}^{2}(\Omega)$

となる.
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