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1 メレオロジーとメレオトポロジー

メレオトポロジーとは部分 - 全体関係に関する一階の理論であるメレオロ
ジーを, ユークリッド空間が満たすようなある程度強いトポロジーの公理を
満たすように拡張したものである.
形式的なメレオロジーには二つの起源があり, 一つは 1920 年代から 30年

代にかけて Lesniewski によって行われた研究である [Si87]. 彼の目的は集合
論によらない唯名論的な数学の基礎付けであり, Protothetic と名づけた論理
の上に Ontology および Mereology という理論を構築して, 通常の数学が可
能になるような体系を作り上げた 1. 彼の Mereology では部分 - 全体関係を
表す述語に関する最小限の公理からなる体系により集合論的議論が可能な体
系の構築を試みている. もう一つの起源は [LG40] から始まる個体計算 (The

Calculus of Individuals) である. 彼らの動機は数学よりもむしろ哲学である
がやはり唯名論的立場に基づいている. Goodman はこの体系を発展させて
芸術をはじめとする様々な分野に適用している [G076]. Lがしこの二つの元

の体系は大まかには一階述語論理の理論であり, 体系としては類似したもの
であった.

最近の注目すべきアプローチとしては B. Smith を中心としたグループに
よるものが挙げられる [Sm96]. 彼らの研究は Husserl のフオーマルオントロ
ジーを中心とした前期現象学や Gibson による生態学的心理学に動機付けら
れたものであり, 部分 -全体関係をトポロジカルな接続 (connection) や接触
(contact) といった関係と区別した上で, これら相互の関係を明確にすると

lprotothetic については A. Church ‘.Introduction to Mathematical Logic” $(1944, 1956)$
に簡単な解説がある.
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いうアプローチをとっている. このために考えられたのがメレオトポロジー
である. これらの研究は, 生態学, 地政学, 地図情報システ\Delta , 知識工学, と

いった様々な分野に積極的に応用が試みられている.

2 メレオロジーの体系

次にメレオロジーの形式的体系について概説してみよう. ここでは [CV99]
の形式化を取り上げる. メレオロジーは部分 - 全体関係を表す述語 $\mathrm{P}$ につい

ての公理からなる. $\mathrm{P}$ を用いて述語 0, $\mathrm{u}$ , 理が定義される.

Ground Mereology (M) $=$ (P. $1$ ) $+(\mathrm{P}.2)+(\mathrm{P}.3)$

(P. 1) $\mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{x}$ (Reflexivity)
(P. 2) $\mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{y}\Lambda \mathrm{P}\mathrm{y}\mathrm{x}arrow \mathrm{x}=\mathrm{y}$ (Antisymmmetry)
(P. 3) $\mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{y}\Lambda \mathrm{P}\mathrm{y}\mathrm{z}arrow \mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{z}$ (Transitivity)

$0\mathrm{x}\mathrm{y}\equiv$ $\exists \mathrm{z}(\mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{x}\Lambda \mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{y}^{)}$ $(0\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}1\mathrm{a}\mathrm{p}^{)}$

$\mathrm{U}\mathrm{x}\mathrm{y}\equiv$ $\exists \mathrm{z}(\mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{z}\Lambda \mathrm{P}\mathrm{y}\mathrm{z})$ (Underlap)

PPxy $\equiv \mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{y}\Lambda\neg \mathrm{P}\mathrm{y}\mathrm{x}$ (Proper Part)

等号を定義により導入したい場合は以下のようにする.

$\mathrm{x}=\mathrm{y}rightarrow \mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{y}\Lambda$ Pyx
$(\mathrm{A} \backslash .\mathrm{I})\mathrm{x}=\mathrm{y}arrow(\phi \mathrm{x}rightarrow\phi \mathrm{y})$ (Axiom of Ident $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ )

( $\phi$ : any fomula)

さらに公理を追加することにより様々なメレオロジーを構成する.

Minimal Mereology (MM) $=(\mathrm{M})+(\mathrm{P}.4)$

$(\mathrm{P}.4)\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{y}arrow\exists \mathrm{z}(\mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{y}\Lambda\neg 0\mathrm{z}\mathrm{x})$

真の部分 $\mathrm{x}$ があれば, $\mathrm{x}$ とオーバーラップしない別の部分もある
(Weak Suppl imentat $\mathrm{i}$ on)

Extensional Mereology $(\mathrm{B}\mathrm{M})=(\mathrm{M})+(\mathrm{P}.5)$

$(\mathrm{P}.5)\neg \mathrm{P}\mathrm{y}\mathrm{x}arrow\exists \mathrm{z}(\mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{y}\Lambda\neg 0\mathrm{z}\mathrm{x})$

$\mathrm{x}$ の部分でないものは $\mathrm{x}$ とオーバーラップしない部分を持つ.
(Strong Supplementation)

Extensional Mereology については次の外延性が成り立つ.

命題 1(外延性)

( $\exists$ zPPzx $\vee\exists$ zPPzy) $arrow(\forall \mathrm{z}(\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{x}rightarrow \mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{y})arrow \mathrm{x}\Leftrightarrow \mathrm{y})$

さらに閉包性として和と積の公理を導入する.
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Closure Mereology (CM) $=(\mathrm{M})+(\mathrm{P}.6)+(\mathrm{P}.7)$

(P. 6) $\mathrm{U}\mathrm{x}\mathrm{y}arrow\exists \mathrm{z}\forall \mathrm{w}$( $\mathrm{O}\mathrm{w}\mathrm{z}rightarrow$ (Owx $\vee 0\mathrm{w}\mathrm{y}$)) (Sum)

(P. 7) $0\mathrm{x}\mathrm{y}arrow\exists \mathrm{z}\forall \mathrm{w}(\mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{z}rightarrow(\mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{x}\Lambda \mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{y}))$ (Product)

Minimal Closure MereOlOgy (CMM) $=(\mathrm{M}\mathrm{M})+(\mathrm{P}.6)+(\mathrm{P}.7)$

Extensional Closure MereOlOgy(CEM) $=(\mathrm{E}\mathrm{M})+(\mathrm{P}.6)+(\mathrm{P}.7)$

このとき外延性から一意性が得られるので和と積が定義できる.

$\mathrm{x}\cup \mathrm{y}\equiv$ $\iota \mathrm{z}\forall \mathrm{w}((0\mathrm{w}\mathrm{z}rightarrow(0\mathrm{w}\mathrm{x}\vee 0\mathrm{w}\mathrm{y})))$ (Sum $\mathrm{o}\mathrm{p}$ )

$\mathrm{x}\cap \mathrm{y}\equiv$ $l\mathrm{z}\forall \mathrm{w}((\mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{z}rightarrow(\mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{x}\Lambda \mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{y})))$ (Product $\mathrm{o}\mathrm{p}$ ).

( $\iota$ : the description operator)

さらに以下の融合公理を導入する.

General Mereology (GM) $=(\mathrm{M})+(\mathrm{P}.8)$

(P. 8) $\exists \mathrm{x}\phiarrow\exists \mathrm{z}\forall \mathrm{y}(0\mathrm{y}\mathrm{z}-\exists \mathrm{x}(\phi \Lambda 0\mathrm{y}\mathrm{x}))$ ( $\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{i}$ on)

( $\phi$ : any $\mathrm{f}$ ormula)

General Extensional Mereology (GEM) $=(\mathrm{M}\mathrm{M})+(\mathrm{P}.8)\approx(\mathrm{E}\mathrm{M})+(\mathrm{P}.8)$

GEM では以下の演算が定義できる.

$\mathrm{o}\mathrm{x}\psi\equiv\iota \mathrm{z}\forall \mathrm{y}(\mathrm{O}\mathrm{y}\mathrm{z}arrowarrow\exists \mathrm{x}(\phi \Lambda \mathrm{O}\mathrm{y}\mathrm{x}))$ (general sum)

$\pi \mathrm{x}\phi\equiv o\mathrm{z}\forall \mathrm{x}(\phi arrow \mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{x})$ (general product)
( $\phi$ : any fomula)

このとき積と和の演算は $0$を用いて再定義することができる.

$\mathrm{x}\cup \mathrm{y}\equiv$ $C\mathrm{x}$ (Pzx $\vee \mathrm{P}\mathrm{z}\mathrm{y}$)

$\mathrm{x}\cap \mathrm{y}\equiv$ $O\mathrm{x}$ (Pzx $\Lambda$ Pzy)

3 メレオトオポロジーの体系

メレオロジーでトポロジカルな推論を行うためには, まず基本的な述語と
して $\mathrm{C}$ を導入する. Cxy は $\mathrm{x}$ は $\mathrm{y}$ とつながっていることを表す. そしてこれ
を $\mathrm{P}$ と関係付ける.

Ground Topology (T) $=$ (C. $1$ ) $+(\mathrm{C}.2)$

(C. 1) $\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{x}$ (Reflexivity)
(C. 2) $\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{y}arrow \mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{x}$ (Symmmetry)

$\mathrm{x}\subseteq \mathrm{y}\equiv\forall \mathrm{z}(\mathrm{C}\mathrm{z}\mathrm{x}arrow \mathrm{C}\mathrm{z}\mathrm{y})$ ( $\mathrm{x}$ is enclosed in y)

Ground Mereotopology (MT) $\Rightarrow(\mathrm{M})+(\mathrm{T})+(\mathrm{C}.3)$

(C. 3) $\mathrm{P}\mathrm{x}\mathrm{y}arrow \mathrm{x}\subseteq \mathrm{y}$ (Monotonicity)
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次に $\mathrm{C}$ や $\subseteq$を用いて開, 閉などのトポロジカルな概念に対応する述語, お

よび閉包 $\mathrm{c}1(\mathrm{x})$ やコンプリメント $(-)^{\mathrm{c}}$ などの演算を定義する. そしてこれら

が位相的閉包に関する標準的な Kuratowski 公理系の以下のような類似物を
満足するように公理を追加することによりトポロジカルな推論を可能にする.

(K. 1) $\mathrm{P}(\mathrm{x})(\mathrm{c}1(\mathrm{x}))$ (Inclusion)

(K.2) $\mathrm{c}1(\mathrm{c}1(\mathrm{x}))=\mathrm{c}1(\mathrm{x})$ (Idempotence)
(K.3) $\mathrm{c}1(\mathrm{x}\cup \mathrm{y})=\mathrm{c}1(\mathrm{x})\cup \mathrm{c}1(\mathrm{y})$ (Additivity)

4 計算的観点からの形式化
メレオロジーやメレオトポロジーでは, たとえば紛争中の国境といったよ

うな, 幾何学的対象が決定されていないという事態そのものは取り扱うこと
ができない. このような事態について考えるためには, それらを結果が定ま

るとは限らず (非停止性) 未知の外部からの影響があり得る (開放性) よう

なものとして表現する必要がある. このような性質は幾何学的対象を計算と
見なすことによりある程度うまく取り扱えると考えられる. そこでここでは

メレオロジーをカルキュラスとして再構成することを提案したい.
こういったことを考えるにあたってはこのような事態を扱うときの形式化

の役割についてよく考える必要がある. ここで必要とされる形式化とは, 世

界における現象の様々な (しかしすべてではない) 側面を理解するためのも
のである. すると, 論理と計算という二つの形式化は, その理解にどのよう

な形で寄与しているのかが問題になる. 通常, 論理の内部ではその論理にお
ける証明の様々な側面は推論されない. 例えば, 停止しない証明過程や, 証明

の途中における予期せぬ意味論の変更, 証明の途中結果に基づく論理の修正
といったことは, 論理としてはうまく扱うことができない. しかし計算とい

う観点からはリアクティブな計算, 外界とのインタラクション, 計算リフレ

クション, といったことと関連付けることができる. こういったことから現
象をカルキュラスとして形式化することは完全とはいえないまでもこういっ
た側面を扱うための有力な手段であると考えられる.
カルキュラスの果たす役割については次の Wittgenstein の挙げた例がひと

つの説明を与えてくれる.

誰かが我々に和を求める問題を, 例えば $||||||||||+||||$曲旧のよう
に棒の表記で出して, 我々が計算している間, 我々が気づかない
うちに棒を取り除いたり加えたりして面白がっている, と想像し

てみよう. 彼は「でもその和は正しくない」 と言い続け, 我々は

全部やり直し続けて毎回馬鹿にされるだろう. 一実際, 厳密に

言えば我々は計算の正しさの基準について何の概念も持っていな
い. ([Wi69] $\mathrm{I}\mathrm{V}18,$ $\mathrm{p}.330$)
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これは実際の計算が行われるという場面で常にさらされる開放性を端的な形
で表している. 棒は予期せぬ人物がそっとそれらを加えたり取り去ったりす
ることを可能にしている. カルキュラスはこの棒の役割を演ずると考えるこ
とができる.

5 ソリッドモデルからのドメインの構成
それではそのカルキュラスの意味論には何が必要だろうか. ここで我々は

意味論において二つの意味を扱うことになる. すなわち現象の異なる二っの
側面に対応するメレオトポロジカルな意味と計算的な意味であり, これらは
例えぱ Euclid 空間と Scott ドメインというように二っのトポロジーとして表
現することが考えられる. そこでこれらを同時に取り扱える意味領域として,
Edalat と Lieutier による位相空間からのソリッドドメインの構成を採用する
ことにする. これは以下のように定義される.

定義 1 位相空間 $X$ のソリッドドメイン $(SX, <)$ とは $X$の互いに素な部分集
合の対 $(A, B)$ (パーシャルソリッド) からなる集合に $(A_{1}, B_{1})<(A_{2}, B_{2})\Leftrightarrow$

$A_{1}\subset A_{2}\wedge B_{1}\subset B_{2}$ で定義される情報順序を入れたものである. このと

き $SX$ は有向完備半順序 (dcpo) になる. また $SX$ のサブドメイン $SbX$ は

$SbX=$ { $(A,$ $B)\in SX|B^{\mathrm{c}}$ is compact} $\cup\{(\emptyset, \emptyset)\}$ に包含による順序を入れた
ものとして定義される. これは $SX$ の部分 dcpo になる.

以下 $SX$ に関連する事柄については証明なしに事実のみを述べる. 詳しく
は [EL02] を参照して欲しい.

6 メレオトポロジカルな対象のカルキュラス
ここで定義するカノレキュラスは PCF (Programning lan訓 age for Com-

putable 抗 nctions) をベースとする. PCF とはドメインの論理である LCF
(Logic for Computable Functions) をカノレキュラスとして用いるために Plotkin
により定義されたものであり [P177], ドメイン理論に基づいた意味論を持っ
ている. 論理演算は真偽値関数として扱われる. そしてそこにメレオトポロ
ジカルなデータ型とそれについての演算 $\mathrm{u}$ , ロ, $\subseteq$ を加える. ここでは意味論

的な制約により複雑になることを避けるため, 有界なパーシャルソリッドの
みを扱うことにする. (有界でない場合については後述する).

Types
$\mathrm{T}$ : $:=$ bool (booleans)

$|$ nat (natural numbers)

1 bsol (bounded part $\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ solids)
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$|$ $\mathrm{T}1arrow \mathrm{T}2$ (function type)

Terms
$\mathrm{t}$ : $:=$ x-T (variables)

$|$ $\mathrm{c}_{-}\mathrm{T}$ (constants)

$|$ $\lambda \mathrm{t}1$ :T.t2 (abstraction)

$|$ (t1) (t2) (application)
$|$ $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}_{-}\mathrm{T}$ (undefined)

型付け規則は通常通りなので省略する.

Constant symbols
$\mathrm{t}\mathrm{t}$ : bool

ff :bool

0 : $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}$

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{c}$ : $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}arrow \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}$

zero? : $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}arrow \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{l}$

cond-T : $\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{o}1arrow \mathrm{T}arrow \mathrm{T}arrow \mathrm{T}$ ( $\mathrm{T}:$ ground type)
$\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}_{-}\mathrm{T}$ : $(\mathrm{T}arrow \mathrm{T})arrow \mathrm{T}$

$\mathrm{u}$ : $\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}$

口: $\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}$

口: $\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{l}$

実際にはカルキュラスを適用する問題領域に応じてさらにソリツド定数や定
数関数を加えることを想定している.

7 パーシャルソリッドについての演算

$SX$ ではパーシャルソリッドについての連続な演算や述語が定義できるの
で, これにより $\mathrm{u},$ $\mathrm{n},$ $\subseteq$ に表示的意味論を与える. ここで $\subseteq$ に対応する部分

ソリッド関係は有界なパーシャルソリツドと (有界とは限らない) パーシャル

ソリッドの間にのみ定義される. この述語は $X$ がハウスドルフ空間であれば

連続となる. メレオトポロジカルな演算についての解釈は以下のようになる.

[booll $=$ {bottom, true. false} (flat domain)

$(\mathrm{A},\mathrm{B})[\mathrm{u}]$ (C. D) $=(\mathrm{A}\cup \mathrm{C}. \mathrm{B}\cap \mathrm{D})$

(A , B) [日] $(\mathrm{C},\mathrm{D})$ $=$ (A $\cap \mathrm{C}_{\iota}$ $\mathrm{B}\cup \mathrm{D}$)

$(\mathrm{A},\mathrm{B})[\subseteq](\mathrm{C},\mathrm{D})=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{e}$ if $\mathrm{B}\cup \mathrm{c}=\mathrm{x}$

false if $\mathrm{A}\cap \mathrm{D}\neq\emptyset$

bottom otherwise

また $\mathrm{P}$ (部分 - 全体関係) は $\subseteq$ により定義される.

26



$\mathrm{P}:\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}arrow \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{o}1$

$\mathrm{P}\equiv$ $\lambda \mathrm{x}$ . $\lambda \mathrm{y}$ . $(\mathrm{x}\subseteq \mathrm{y})$

さらに別のメレオトポロジカルな記号を用いる際には, 公理に従って定義と

意味論を与えることになる.
なおここではメンバーシツプ関係については考えなかった. これはそもそ

もメレオロジーが集合論的なメンバーシップ関係を原始的な述語としないか
らであるが, 実用上はそれに類似した演算があると便利であることも多い.
ソリッドドメインではこのような演算に意味を与えることもできる. よって
さらに要素に相当する型とメンバーシップ記号を導入して意味を与えるこ
とが考えられる. ここでその要素の意味領域をどのようにとるかについて
は適用する問題との兼ね合いで考慮すべき点があるが, $X$ として $R^{n}$ を考

える場合にはインターバルドメイン $IR^{n}$ で十分であることが多い. これは
$\{\prod_{1=i}^{n}[\mathrm{a}_{i}, b_{\dot{\mathrm{t}}}]\subset R^{n}|\mathrm{a}_{i}, b_{i}\in R, \mathrm{a}_{i}\leq b_{\dot{l}}\}\cup\{R^{n}\}$ に逆包含順序を入れたもの

である. このとき要素 $\prod_{i=1}^{n}[\mathrm{a}:, b_{i}]$ がすべての $i$ について $\mathrm{a}_{i}=b_{i}$ であれば $X$

の一点に対応する.

8 今後の課題
ここでは有界なパーシャルソリツドに限って議論してきた. 有界でないパー

シャルソリッドを導入するにはそれに対応する型 $\mathrm{s}\mathrm{o}1$ , および部分型の関係

bsol $<\mathrm{s}\mathrm{o}1$ が必要となる. よってカノレキュラスに何らかの形で多相型もし
くは型強制を導入する必要がある. このようなカルキュラスはオブジエクト
指向プログラミングとの関係において様々な研究がなされてきたのでその成
果を利用することが考えられる [Ts94].
また幾何学的情報の取り扱いがこれで十分かどうかという問題もある. 例

えばWWWのような世界から得られる情報は十分に構造化されておらず, 部
分的であり, 矛盾を含んでいることもある. このような中から得られる幾何
学的情報をどのように扱うのが適切であるかについてはまだ検討の余地が大
きい. これは知識工学におけるフオーマルオントロジーの研究 [FOIS] や半構
造化データの研究 [CaOO] との関連が考えられる.
さらに理論的な側面では, Edalat のドメインの構成のエツセンスについて

考察するために Synthetic Domain Theory (SDT) を用いてソリツドドメイ
ンを公理化することが考えられる. このとき Reus と Streicher による SDT
の構文的アプローチ [RS99] との関連は興味深い問題である. また幾何学的対
象の別の数学的表現を考えるにあたって Heijmans による数学的モルフオロ
ジー [He94] との関連も考察してみたい. そこでは幾何学的対象を確定してゆ
く過程を束構造の随伴関係により表現しており, 計算とカテゴリー論的極限
との類似を持ち込むことにより抽象的に計算として解釈することができると
考えられる.
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哲学的な応用としては, 必ずしも人間に限定されない認識論であるアンド
ロイド認識論 [FGH95] とのかかわりが考えられる. またメレオロジーの研究

から生態学やアフォーダンスとの関係も派生してくると考えられる [SV99].
そもそも本稿のような話題を取り上げる背景には, 計算についての存在論

および認識論的な考察がある. これについては哲学者との共同プロジエクト

http�/philcomp.org/l照さ hたい.
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