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1. はじめに

ある無限次元作用素の固有値および固有関数を求める問題を 「無限次元固有値問題」
と呼ぶことがある. 具体的には,

$(H, <\cdot, \cdot>)$ : Hilbert space, $\dim H=\infty$

とし, $D(L)$ を $H$ 上の線形作用素 $L$ の定義域としたときに,

$Lu=\lambda u$ , $u\in D(L)\backslash \{0\}$ (1)

を満たす固有関数 $u$ と固有値 $\lambda$ の対 $(u, \lambda)$ を求める問題である. このような無限次

元固有値問題は理工学における様々な非線形現象を解明する際にしぼしば現れる問
題であり, 特に, 扱う問題に対する線形化作用素の固有値を調べることが重要な意
味を持つ場合が多い.

本稿では, 無限次元固有値問題に対する精度保証付き数値計算についての現状と今
後の展望について, 具体例を交えながら述べる.

2. 作用素のスペクトル

$T$ を $H$ における線形作用素とするとき,

$\rho(T)\equiv$ { $z\in \mathrm{C}|(T-z)^{-1}$ : 有界線形作用素}

を $T$ のレゾルベント集合といい,

$\sigma(T)=\mathrm{C}-\rho(T)$
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を $T$ のスペクトルという. $\sigma(T)$ は次の互いに素な三つの部分集合に分割される .$\cdot$

$\sigma_{P}(T)$ $=$ { $z\in\sigma(T)|T-z$が逆作用素を持たない}
$\sigma_{C}(T)$ $=$ { $z\in\sigma(T)|$ 稠密な定義域を持つ非有界な $(T-z)^{-1}$が存在する}
$\sigma_{R}(T)$ $=$ { $z\in\sigma(T)|$ 稠密でない定義域を持つ $(T-z)^{-1}$が存在する}

$\sigma_{P}(T),$ $\sigma_{C}(T),$ $\sigma_{R}(T)$ をそれぞれ, 点スペクトル, 連続スペクトル, 剰余スペクトル
という. $\lambda\in\sigma_{P}(T)$ であるための必要十分条件は,

$Tu=\lambda u$

を満たす恒等的に 0 でない $u\in H$ が存在することである. $\lambda\in\sigma_{P}(T)$ を $T$ の固有値
といい, 対応する $0\neq u$ を固有関数というが, 我々の目的はこのような無限次元作
用素の真の固有値および固有関数を求めることである.

3. 既存の固有値精度保証法

精度保証付き数値計算法とは, 計算機での計算結果の信頼性の立場から見た科学技
術計算法の–つであり, 扱う問題の真の解と計算機による近似解との誤差を保証す
るという観点にとどまらず, 理論的に解の存在証明が困難な問題に対して計算機 $-\mathrm{F}_{-\wedge}$

で解の存在を数値的に検証する方法 (数値的検証法) として, 近年急速に重要性を
帯びつつある.

固有値問題に対する精度保証とは, (1) を満たす固有値 $\lambda$ および対応する固有関数 $u$

の存在範囲を厳密に求めることを意味するが, 無限次元作用素の固有値に対する精
度保証法はこれまでにもいくつか提案されてきた. 以下, 扱う作用素 $L$ は対称作用
素として話を進める.

3.1 D. Weinstein’s bounds [2]

固有値の精度保証法の最も簡単なものとして, D. Weinstein’s bounds が知られてぃ
る. これは, $(\tilde{u}, \tilde{\lambda})\in D(L)\cross \mathrm{R}$ を近似固有対とし,

$\delta\equiv\frac{||L\tilde{u}-\tilde{\lambda}\tilde{u}||}{||\tilde{u}||}$ (2)

としたときに, 区間 $[\tilde{\lambda}-\delta,\tilde{\lambda}+\delta]$ は作用素 $L$ の固有値を少なくともーっ含む, という
結果である. これは, 固有値の包含範囲を簡単に求めることができる一方で, 包含
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区間の精度が粗く, 何番目の固有値に対する包含なのかという, 固有値のインデツ
クスについての情報が得られないという欠点がある.

32Kato’s bounds [3]

$\mathrm{D}$ . Weinstein の方法を改良した方法として, 1949 年に提案された Kato’s bounds が
ある. これは, $\tilde{u},\tilde{\lambda}$ を,

$\tilde{\lambda}=\frac{<L\tilde{u},\tilde{u}>}{<\tilde{u},\tilde{u}>}$

を満たす近似固有対とし, $L$ の $k$ 番目の固有値を $\lambda_{k}$ としたときに, ある $n$ について

$\min\{\lambda_{n+1}-\tilde{\lambda},\tilde{\lambda}-\lambda_{n-1}\}\geq\mu>0(\lambda_{0}\equiv-\infty)$

が満たされるならぼ, (2) で定義される $\delta$ に対して

$\lambda_{n}\in[\tilde{\lambda}-\frac{\delta^{2}}{\mu},\tilde{\lambda}+\frac{\delta^{2}}{\mu}]$ (3)

となるという結果である. この Kato’s bounds は $\mathrm{D}$ . Weinstein’s bounds Iこ比べて

精度がいいものの, 真の固有値の位置についての情報が事前に必要であると $1_{\sqrt}\backslash$ う難

点がある.

33Rayleigh-Ritz bounds

$\tilde{u}_{1},$ $\ldots,\tilde{u}_{N}\in D(L)$ を一次独立な関数とし, $N$次正方行列

$A_{1}$ $\equiv$ $(<L\tilde{u}_{i},\tilde{u}_{j}>)_{i,j=1,\ldots,N}$ ,

$A_{2}$ $\equiv$ $(<\tilde{u}_{i},\tilde{u}_{j}>)_{i,j=1,\ldots,N}$

を定義する. このとき, 行列固有値問題

$A_{1}x=\Lambda A_{2}x,$ $x\in \mathrm{R}^{N}.\backslash \{0\}$
(4)

の固有値を $\Lambda_{i}(i=1, \ldots, N)$ とすると,

$\lambda_{i}\leq\Lambda_{i}(i=1, \ldots, N)$ (5)
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が成り立つ. これは, 固有値の精度の良い上限としてよく知られている. 下限につ
いては, 次の結果がある.

3.4 Lehman-Goerisch bounds [1]

$\tilde{u}_{1},$ $\ldots,\tilde{u}_{N}\in D(L)$ を–次独立な関数とし, ある $\nu\in \mathrm{R}$ に対して $\Lambda_{N}<\nu\leq\lambda_{N+1}$ が

成り立っているとする. ここで $\Lambda_{N}$ は 33 節で述べた Rayleigh-Ritz bounds とする.
$N$ 次正方行列

A3 $\equiv$ $(<L\overline{u}_{i}, L\tilde{u}_{j}>)_{i,j=1,\ldots,N}$ ,
$B_{1}$ $\equiv$ $A_{1}-\nu A_{2}$ ,
$B_{2}$ $\equiv$ $A_{3}-2\nu A_{1}+\nu^{2}A_{2}$

を定義し, 行列固有値問題

$B_{1}x=\mu B_{2}x,$ $x\in \mathrm{R}^{N}\backslash \{0\}$ (6)

の固有値を $\mu_{i}(i=1, \ldots, N)$ とすると,

$\lambda_{N+1-i}\geq\nu+\frac{1}{\mu_{i}}(i=1, \ldots, N)$ (7)

が成り立つ. この方法も, Kato’s bounds と同様に, 比較定理などによる真の固有
値 $\lambda_{N+1}$ についての情報が事前に必要である.

3.4 Homotopy method [11]

Plum により提案された Homotopy method では, 扱う作用素 $L$ についての Given
Problem に $\lambda\backslash \dagger$f|‘‘L‘‘する Base Problem を考える. ここで Base Problem とは, 真の固有
値が分かる作用素 $L_{0}$ についての固有値問題である. Plum による Homotopy method
は, 二つの作用素 $L,$ $L_{0}$ を結ぶホモトピーとして

$L_{s}\equiv(1-s)L_{0}+sL$ , $s\in[0,1]$

を与え, パラメータ $s$ についての固有値の連続性と単調性を利用して $s$ を $s=0$ か

ら少しずつ増やすことによって作用素 $L_{s}$ の固有値を精度保証付きで求めていき, 最
終的に $s=1$ , すなわち作用素 $L$ の固有値を包みこむという手法である.

この他にも, Intermediate problems を利用した方法 (Weinstein(1937), Aronszajn(1951),
Bazley and Fox(1962), Beattie(1987), Beattie and Goerisch(1995) etc) などがある
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が, これらはいずれも実固有値に限定された精度保証法であり, 扱う作用素が非対
称の場合, つまり複素固有値の検証には適用することができない. また, 流体問題

においては線形化作用素の固有関数が重要な役割を果たすことがあるが, 上記の方
法は固有値についてのみの検証法であり, 固有関数の精度保証に適用することはで
きない.

4. 我々の手法とその応用

筆者 (長藤) はこれまで無限次元作用素の真の固有値 (および固有関数) の存在範
囲を精度保証付きで求める研究を行ってきたが, これまで提案してきた手法は原理
的には非対称作用素に対する複素固有値・固有関数にも適用可能であるという利点
がある. これは, 固有値・固有関数を同時に求める非線形システムを考えることに
より, 非線形方程式の解に対する中尾の数値的検証法 [4] を拡張して適用した結果に
基づくもので, 作用素の対称性に関わらず, 実固有対・複素固有対とも精度保証可
能である.

これまでは主に対称作用素の実固有対および非対称作用素の実固有対に対する精度
保証とそれらの応用について研究を進めており, 以下の研究或果が得られている.

1. 自己共役作用素の固有値・固有関数に対する局所一意性付きの数値的検証法を
確立した. ([5, 7])

2, 非線形楕円型方程式の解に対する新しい数値的検証法を提案した. ([6])

3. 非線形楕円型方程式の真の解による線形化固有値問題の精度保証方式を提案し
た. ([8])

4. 無限領域における非可換調和振動子に関する coupling型固有値問題に対する数
値的検証法を提案した. ([9])

5. Kolmogorov 問題に現れる Navier-Stokes 方程式の線形化固有値問題に精度保証
付き数値計算を適用し, 分岐解の安定性を証明した. ([10])

以下
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

これらの研究或果の概要を述べる.

4.1 自己共役作用素の固有対の局所一意性付き検証法

線形な白己共役固有値問題 :

$\{$

$-\Delta u+qu$ $=$ $\lambda u$ in $\Omega$

(8)
$u$ $=$ $0$ on $\partial\Omega$

を考える. ここで $\Omega$ は $\mathrm{R}^{2}$ における有界凸領域とし, $q\in L^{\infty}(\Omega)$ とする. この楕円

型作用素の固有値問題に, 楕円型方程式の解に対する中尾の数値的検証法 (cf. [4])
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を拡張して適用することに或功した. 具体的には, 問題 (8) を固有値と固有関数の
ペアに対する非線形システム $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Find $($ \^u, $\lambda)\in H_{0}^{1}(\Omega)\cross \mathrm{R}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$\{$

-\Delta \^u+(q-\lambda )\^u $=$ $0$ ,
$\int_{\Omega}\hat{u}^{2}dx$ $=$ $1$

(9)

とし, 非線形楕円型方程式の解に対する数値的検証法の 1 つとして知られてぃる中
尾の方法を, 拡張して適用できるように定式化し, 検証数値例を与えた [5]. また,
この手法を拡張して, ホモトピー法を用いて精度保証付きで局所 $-arrow$意に包み込む手
法を提案し, 数値例を与えた [7]. さらに, [5] において固有値の非存在範囲の検証
法についても提案し, [6] では [5] で提案した固有値の非存在範囲につぃての検証条
件が一つの不等式で表現できることを示した. (一次元の場合における非自己共役な
楕円型微分作用素の固有値の非存在範囲の検証については [14] を参照. ) これらの
結果によって, 固有値に多重度がない場合, 個々の固有値の分離が数値的に可能と
なった.

42 非線形楕円型方程式の解に対する数値的検証法

2 階非線形楕円型境界値問題の厳密解の存在領域を, 計算機にょる数値計算にょって
立証するものである. 本研究では, 4.1 の方法による固有値評価を使って線形化作用
素の逆作用素を評価し, 無限次元 Newton 法による数値的検証法を定式化し, 実際の
非線形楕円型境界値問題の解の数値的検証に適用した [6]. これは, 既存の 2 っの方
法 (中尾の方法と Plum の方法) の長所を生かし欠点を補った, 新たな方式を与える
ものである.

4.3 非線形楕円型方程式の真の解による線形化固有値問題の精度保証

本研究では, ある非線形楕円型境界値問題に対し, その真の解で線形化した作用素の
固有値問題を扱った. このような問題は解の安定性の判定や分岐点の特定などの, 数
学的に厳密な議論において重要である. 本研究では, もとの非線形方程式と線形化作
用素に対する固有値問題とを連立して定式化した. 具体的には,

Find the triple $(u, v, \lambda)\in H_{0}^{1}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)\cross \mathrm{R}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$\{$

$-\Delta u$ $=$ $f(u)$ ,
$-\Delta v-f’(u)v$ $=$ $\lambda v$ ,

$\int_{\Omega}v^{2}dx$ $=$ $1$

(10)
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という非線形システムを考え, このシステムの解を検証することにより, 非線形方
程式の厳密解およびそのまわりで線形化した作用素の固有値・固有関数を求める手
法を提案した. 数値例では, 特に最小固有値に対する検証が或功した例を示した [8].

4.4 非可換調和振動子に関する coupling型固有値問題に対する数値的検証法

量子物理で重要な役割を果たす一次元調和振動子に関連した, 無限領域におけるカツ
プリングタイプの固有値問題を扱った. 具体的には,

$Q_{(\alpha,\beta)} \equiv I_{(\alpha,\beta)}(-\frac{1}{2}.\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\frac{x^{2}}{2})+J(x\frac{d}{dx}+\frac{1}{2})$ , $x\in \mathrm{R}$

で定義される作用素 Q($\alpha,$’、のスペクトルの分布を調べる問題である. ここで行列 $I(\alpha,\beta)$

と $J$ は

$I_{(\alpha,\beta)}\equiv(\begin{array}{ll}\alpha 00 \beta\end{array}),$ $J\equiv(\begin{array}{ll}0 -11 0\end{array})\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{2}(\mathrm{R})$

で与えられ, $\alpha$ と $\beta$ は $\alpha\beta>1$ を満たす正定数である.

これは, 表現論の分野でも注目されている問題であり, スペクトラムの解析が理論的

に困難な問題の–つでもある. つまり, 二つのパラメータ $\alpha$ と $\beta$ が等しい場合には,

表現論の理論からその離散固有値は $\lambda_{n}=(n+1/2)\sqrt{\alpha^{2}-1}$であることが得られる

が, $\alpha$ と $\beta$ が少しでも離れた場合には, 固有値の分布が理論的には証明できない問題
である. [9] ではスペクトル法を併用して, $\alpha$ と $\beta$ が異なる場合の固有値の高精度な
検証を行い, 二つのパラメータが等しい場合に多重していた固有値がバラメータの
変化に応じて分離していく様子を証明した. さらにパラメータに対する固有値の依
存性およびそれを利用した多重固有値の検証についても言及し, 検証数値例を与え
た. 現在提案している固有値検証手法では多重固有値の検証はできないが, この問題
のように作用素の偶奇保存性などを上手に利用することにより, 多重固有値の存在
範囲を検証することも可能であることを示すことができた.

45Kolmogorov 問題に現れる線形化固有値問題の精度保証とその応用

流体解析において重要な 2 次元粘性非圧縮流体の Kolmogorov 問題

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}+u\frac{\partial u}{\partial x}+v\frac{\partial u}{\partial y}$ $=$ $\nu\triangle u-\frac{1}{\rho}\frac{\partial p}{\partial x}+\gamma \mathrm{s}.\mathrm{n}(\frac{\pi y}{b})$ ,

$. \frac{\partial v}{\partial t}+u\frac{\partial v}{\partial x}+v\frac{\partial v}{\partial y}$ $=$ $\nu\Delta v-\frac{1}{\rho}\frac{\partial p}{\partial y}$ ,
$\partial u$ $\partial v$

$\overline{\partial x}\overline{\partial y}+$

$=$ 0

(11)
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を扱った. ここで $(u, v),$ $\rho,$ $p,$ $\nu$ はそれぞれ, 速度ベクトル, 質量密度, 圧力, 動粘
性係数であり, $\gamma$ は外力の強さを表す定数である. また, 流れの領域は長方形領域
$[-a, a]\cross[-b, b]$ で, 両方向に周期境界条件が課されているものとし, 領域のアスペ
クト比 $\alpha$ を $b/a$ と定義する.

流れ関数を用いて式 (11) を書き直した上で線形化し, その線形化作用素のゼロ固有
値とそれに対応する固有関数およびそれらを与える Critical Reynolds 数に対して精
度保証付き数値計算を適用し, それらの精度保証結果を用いることにより, ある分
岐解の安定性を証明した. 扱う領域のアスペクト比や Reynolds数と分岐解の安定性
との関係は, 線形化作用素が非自己共役作用素であることから, 理論的証明が困難な
問題の一つである. この問題では, 領域のアスペクト比 $\alpha$ が $0<\alpha<1$ を満たすとき
にのみ解の分岐が起きることが知られており, $\alpha$ が十分小さい場合および 1 に十分近
い場合については, 分岐解の安定性が理論的に証明されている. しかし, 0 と 1 の中
間の $\alpha$ について分岐解の安定性を理論的に証明することは困難である. そこで本研
究では, 数値的検証法を適用することにより, 任意のアスペクト比 $\alpha$ に対して分岐解
の安定性を厳密に証明する手法を確立した. 今後はこれらの手法を他の流体問題へ
応用・発展させたいと考えている.

これらの研究の特色は, 無限次元固有値問題のある固有値の存在範囲を計算機上で
数学的厳密さをもって保証する, という点である. このことは, 得られた固有値の値
に対する信頼性のみならず, その固有値 (および固有関数) の評価を, 関連する別の
無限次元問題の証明に使えるという大きな利点を備えている. これは, 数学的に厳密
なという立場から非常に重要な点である. 特に, これまで検討してきた固有値検証
の手法が非自己共役固有値問題に対しても原理的に適用可能であることは, もしそ
れが実現すれば真に世界に先駆けた研究或果となることが期待できる. (論文投稿中
([10]) である)4.5節の研究或果は, 非自己共役作用素のゼロ固有値の検証に或功した
もので, 非自己共役固有値問題の精度保証への第一歩と位置づけられる.

Remark: 固有値に多重度がある場合については $[5, 7]$ で提案した固有値の精度保
証法は適用できない. このような多重固有値の検証については [13] を参照されたい.
[13] では, $Lu=\lambda u$ という無限次元固有値問題に対して, 固有値 $\lambda$ の期待される多
重度を $n$ として

$L\mathrm{Y}=YM,$ $Y\equiv$ ( $y_{1},$ $\ldots$ , y。), $I/I\equiv(\begin{array}{lll}m_{11} m_{1n}\vdots \ddots \vdots m_{n1} m_{nn}\end{array})$

というシステムを考え, $\mathrm{Y}_{i}\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $m_{ij}\in \mathrm{R}$ として, 多重固有値および対応する
不変部分空間の基底 $(\mathrm{Y}, \Lambda f)\in(H_{0}^{1}(\Omega))^{n}\cross \mathrm{R}^{n^{2}}$ の精度保証を行うという手法を提案
している. これは, 行列固有値問題の多重固有値に対する検証法 [12] の手法を無限
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次元問題に拡張したものである.

5. 今後の展望

無限次元作用素の固有値および固有関数を求めることは, スペクトルの分布に対す
る代数学的な興味や, 自然界における非線形現象を解明するための有力な道具とし
てなど, 今後もその必要性および重要性は増すものと思われる. 今後はこれまでの
基本的な結果をもとに, 非自己共役作用素の複素固有対の精度保証を或功させるこ
とを目指している. 非自己共役な固有値問題については, 固有値についての探索範
囲がこれまでの実軸から複素平面になるという難点に加えて, 精度保証の根幹であ
る誤差評価が作用素の非自己共役性によって sharp になりにくいという問題もあり,

その実用的な検証法については様々な工夫をしていく必要がある. また, 精度保証

された複素固有値を用いて分岐解の安定性を解析する手法を開拓することも重要な
研究テーマである. さらに, 多重固有値についての多重度の証明や対応する固有関
数の検証・連続スペクトルや剰余スペクトルの限界の検証・非線形固有値問題の検
証についての考察なども, 無限次元固有値問題に関する将来的な課題であろう.
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