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1. はじめに
本研究では, 次のような対数的特異性を含む周期的積分方程式について考える.

$\varphi(x)$ $=$ $- \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}\log(4\sin 2\frac{\xi-x}{2})\cdot(K\varphi)(\xi)\mathrm{d}\xi+f(x)$ $(0\leq x\leq 2\pi)$

(1)

$=$ $(SK\varphi)(x)+f(x)$ – $(G\varphi)(x)$ .

ここで, $\varphi(0)=\varphi(2\pi),$ $f(0)=f(2\pi),$ $K$ は連続作用素, $S$ は次のように定義される対数

的特異積分作用素である.

$(S \psi)(x)=-\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}\log(4\sin 2\frac{\xi-x}{2})\cdot\psi(\xi)\mathrm{d}\xi=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}K_{\log}(x,\xi)\cdot\psi(\xi)\mathrm{d}\xi$ .

上式中の対数核

$K_{\log}(x, \xi)=-\log(4\sin 2\frac{\xi-x}{2})$ , (2)

は $\forall x,\xi\in[0,2\pi],$ $x\neq\xi$ で連続で,

$\exists c>0,$ $\alpha\in(0,1]$ : $|K_{\log}(x, \xi)|\leq c|x-\xi|^{\alpha-1}$ , $x,$ $\xi\in[0,2\pi],$ $x\neq\xi$ , (3)

であるので弱特異核と呼ばれることがある [1].
(1) 式のような特異積分方程式は, 2 次元の Laplace 方程式や Helmholtz 方程式の境
界値問題を解くときにしぼしば現れる. 例えば, 水波の波面に対する数学モデルである
Nekrasov 積分方程式 [2] は次式で与えられる.
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ここで, $\varphi(x)$ は水面の位置 $x$ における波面の傾斜, $?t$ は Hilbert 変換をそれぞれ表す.
このタイプの方程式の数値計算方法はいくつか提案されているが, 積分の特異性のため
に近似解の精度が悪い場合があると考えられる [1]. Dobner は, 任意の核関数は縮小部分
と退化部分に分けられることを利用して, 対数的特異積分作用素 $S$ を含む線形方程式の
検証方法を考えた [3]. 本研究では, $S$ の性質を利用した新たな解の検証方法 (精度保証
付き数値計算法) を提案する.

2. 積分作用素 $S$ の導出と特徴
積分作用素 $S$ の導出を具体的に説明するために, 簡単な例として 2次元 Laplace 方程式

$\nabla^{2}\hat{\phi}=\frac{\partial^{2}\hat{\phi}}{\partial\hat{x}^{2}}+\frac{\partial^{2}\hat{\phi}}{\partial\hat{y}^{2}}=0$ , (5)

の境界値問題を考える. このとき, 解析的複素関数 $\Omega(\hat{z})=\hat{\phi}(\hat{x},\hat{y})+\mathrm{i}\hat{\psi}(\hat{x}, \hat{y})$ の実部 $\hat{\phi}$ と
虚部 $\hat{\psi}$ は調和関数である, すなわち, $\nabla^{2}\hat{\phi}=0,$ $\nabla^{2}\hat{\psi}=0$ であるので, この問題は与え
られた境界条件を満足する $\Omega(\hat{z})$ を求めることと等価である $(\hat{z}=\hat{x}+\mathrm{i}\hat{y})$ . このような問
題では, 対象としている領域 (物理面) を適当な写像関数を用いて単位円内 ( $\zeta$ 平面) に

写して考えると便利である (図 1. 参照). 特に, $\zeta$ 平面では, 境界上 (単位円上 $\zeta=\mathrm{e}^{\mathrm{i}x}$ )
の実部 $\hat{\phi}$ と虚部 $\hat{\psi}$ の関係が, Poisson の積分公式より次のように与えられる.

�}
${\rm Re}\zeta$

(a) 物理面 (b) $\zeta$ 平面

図 1. 2 次元ポテンシャル問題
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ここで, $x$ は $\zeta$ 平面の偏角を表す. 境界条件 $\hat{\psi}=g(\hat{\phi})$ を上式に代入すると, (1) 式のタ
イプの積分方程式が導かれる. このようにして, 2次元のポテンシャル問題の境界値問題
では, 本研究で考えている対数的特異積分作用素 $S$ が現れる.

(1) 式の精度保証付き数値計算を考えるとき, 次式で与えられる積分作用素 $S$ の性質は
重要である.

$Se^{\mathrm{i}mx}=- \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}\log(4\sin 2\frac{\xi-x}{2})e^{\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi=\{$

0, $m=0$

$\frac{1}{|m|}\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}$ , $m=1,2,$ $\ldots$

(7)

したがって, (1) 式の $K\varphi$ が三角多項式であれば, 積分は厳密に評価できる. 本研究では,
積分方程式 (1) の解を次のような $n$ 項の三角多項式 $\overline{\varphi}_{n}$ で近似する.

$\tilde{\varphi}_{n}=\sum_{m=-n}^{n}\tilde{a}_{m}\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}=\sum_{|m|=0}^{n}\tilde{a}_{m}\mathrm{e}^{\mathrm{i}moe}$
$(\tilde{a}_{m}\in \mathbb{C})$ . (8)

また, そのようにして得られた近似解とその近傍が属する関数空間 $X$ として, 次式で定
義される周期的 Sobolev 空間 $H^{p}[0,2\pi](p\in \mathbb{R})$ を用いる.

$H^{p}[0,2\pi]:=\{\varphi\in L^{2}[0,2\pi]$ : $\sum_{m=-\infty}^{\infty}(1+m^{2})^{p}|c_{m}|^{2}<\infty$ , 果=–$2 \pi 1\int_{0}^{2\pi}\varphi(x)e^{-\mathrm{i}}$ゝdx} .

(9)

$H^{p}[0,2\pi]$ は $|| \varphi||_{H^{\mathrm{p}}}:=\{\sum_{m=-\infty}^{\infty}(1+m^{2})^{p}|\mathrm{c}_{m}|^{2}\}^{1/2}$ をノルムとする Hilbert 空間である. ま

た, 積分作用素 $S:H^{p}[0,2\pi]arrow H^{\mathrm{p}+1}[0,2\pi]$ は線形・連続である. さらに, $H^{p+1}[0,2\pi]$ か

ら $H^{p}[0,2\pi]$ への埋め込みはコンパクトであるので, $S:H^{p}[0,2\pi]arrow H^{p}[0,2\pi]$ もコンパ

クトである [1]. このことは, 精度保証のために Schauder の不動点定理を適用するとき
重要である.
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3. 検証方法
本研究では, $\varphi,$

$fCX\ovalbox{\tt\small REJECT} H^{p}[0,2\pi],$ $p>1/2$ であるとして,

$\varphi(x)=\sum_{|m|=0}^{\infty}a_{m}\mathrm{e}^{mx}$

.
$f(x)= \sum_{|m|=0}^{\infty}b_{m}\mathrm{e}^{mx}$

.
$(a_{m}, b_{m}\in \mathbb{C})$ , (10)

のように表す. 検証法の基本的なアイディアは, 関数空間 $X=H^{p}[0,2\pi]$ で (1) 式と同値
な不動点形式 $\varphi=T\varphi$ に対して Schauder の不動点定理を応用することである. それによ
り, (8) 式の形で与えられる近似解 $\tilde{\varphi}_{n}$ の近傍 $N$ に真の解 $\varphi^{*}\in X$ が少なくとも一つ存
在することを示すことができる. 近傍は $N=N_{n}\cross N_{r}$ のように, 次式で与えられる $N_{n}$

と�の直積空間として定義される.

$N_{n}$ $:=$ $\{\varphi_{n}=\sum_{m=-n}^{n}a_{m}e^{\mathrm{i}mx}\in X_{n}$ : $a_{m}\in\tilde{a}_{m}+[-w_{m}, w_{m}]\}$

(11)

$N_{t}$ $:=$ $\{\varphi_{r}\in(I-P_{n})X : ||\varphi_{r}||_{X}\leq w_{r}\}$

ここで, $P_{n}$ : $Xarrow X_{n}$ は $n$ 項の三角多項式の空間 $X_{n}$ への射影作用素である. 近似解の
近傍に解が存在するためには, まず,

$(T\varphi)_{n}$ $=$ $P_{n}(T\varphi)$

$(T\varphi)_{r}$ $=$ $(I-P_{n})(T\varphi)$

$\in\in\hat{N}_{r}\hat{N}_{n}$ $\subseteq\subseteq N_{r}N_{n}\}$ $(\forall\varphi\in N)$ , (12)

となる $\hat{N}=N_{n}\cross\hat{N}_{r}$ を見つけることを試みる. もしそのような $\hat{N}$ が存在すれば, 包含
関係

$T\hat{N}\subseteq TN\subseteq N$ , (13)

が成り立つので, Schauder の不動点定理より $\hat{N}$ に少なくとも –つ解が存在することがい
える.
実際の問題では, 誤差範囲は最大値ノルム ||\mbox{\boldmath $\varphi$}*-\mbox{\boldmath $\varphi$}\tilde n|沖で与えられた方が都合がよいこ
とが多い. 上記の方法で得られた解の存在する近傍 ff より, 以下のように評価すること
が可能である.

$||\varphi^{*}-\tilde{\varphi}_{n}||_{\infty}\leq$ . (14)
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以下では, ( $\mathfrak{y}$ 式の連続作用素 $K$ が線形の場合と非線形の場合に分けて, 検証方法を
説明する.

31 $K$ が線形の場合
この節では, 式の展開をわかりやすくするために, $A=SK$ と表すことにする. $K$ が

線形で, 逆作用素 $(I-P_{n}A)^{-1}$ : $Xarrow X$ が存在する場合は. 次のような不動点形式を用
いると便利である.

$\varphi=(I-P_{n}A)^{-1}\{f-(P_{n}A-A)\varphi\}=:T_{L}\varphi$ $(A=SK)$ . (15)

このとき, 逆作用素 $(I-P_{n}A)^{-1}$ : $Xarrow X$ の存在は有限次元の逆作用素 $(I-P_{n}A)^{-1}$ :
$X_{n}arrow X_{\hslash}$ を用いて示すことができる [4]. 作用素 $A$ の線形性より, 次式が得られる.

$(T_{L}\varphi)_{n}$ $=$ $(I-P_{n}A)^{-1}f_{n}$

(16)
$(T_{L}\varphi)_{r}$ $=$ $(I-P_{n}A)^{-1}\{f_{r}-(P_{r\iota}A-A)\varphi_{r}\}$ ,

ここで, $P_{n}\varphi=\varphi_{n},$ $(I-P_{n})\varphi=\varphi_{r},$ $P_{n}f=f_{n},$ $(I-P_{n})f=f_{r}$ をそれぞれ表す.
有限次元部分の包含関係 $(T_{L}\varphi)_{n}\subseteq N_{n}$ は次式を用いて調べることができる.

$(T_{L} \varphi)_{n}=(I-P_{n}A)^{-1}f_{n}=b_{0}+\sum_{|m|=1}^{n}(\frac{1}{1+\frac{1}{|m|}})b_{m}e^{\mathrm{i}mx}$ . (17)

一方, 打ち切り項の包含関係 $(T_{L}\varphi)_{r}\subseteq$ �は $||(T_{L}\varphi)_{r}||_{X}\leq w_{r}$ と同値である. ノルム
$||(T_{L}\varphi)_{r}||x$ は次のように評価することができる.

$||(T\varphi)_{r}||\mathrm{x}\leq||(I-P_{n}A)^{-1}f_{r}||\mathrm{x}+||(I-P_{n}A)^{-1}(P_{n}A-A)\varphi_{r}||\mathrm{x}$ , (18)

ここで,

$||(I-P_{n}A)^{-1}f_{r}||_{X}^{2}= \sum_{|m|=n+1}^{\infty}(1+m^{2})^{p}|b_{m}|^{2}=||f||_{X}^{2}-\sum_{|m|=0}^{n}(1+m^{2})^{p}|b_{m}|^{2}$ (19)

$||(I-P_{n}A)^{-1}(P_{n}A-A)\varphi_{r}||_{X}^{2}$ =|m\Sigma |=\infty n+l(l+m2)p--ml2|a、|2 $\leq\frac{1}{n^{2}}w_{r}^{2}$ . (20)
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特に $f\in C^{p}[0,2\pi]=:\mathrm{Y}\subset X$ の場合は, $||f||x$ は

(21)1 $f||_{X}\leq\sqrt{\frac{2^{p}}{2\pi}}\cdot||f||_{Y}$ with $||f||_{Y}:=( \int_{0}^{2\pi}\{|f(x)|^{2}+|\frac{\mathrm{d}^{p}f}{\mathrm{d}x^{p}}|\}\mathrm{d}x)^{1/2}$ ,

のように評価でき, $p=1$ の場合は

$||f||_{X}=\sqrt{\frac{1}{2\pi}}\cdot||f||_{Y}$ $(p=1)$ , (22)

のような関係が成り立つ. このようにして, 包含関係 (12) 式を調べることができる.

3.2 $K$ が非線形の場合
$K$ が非線形の場合は, 他の数値的検証法と同様に, 次式で与えられる簡易 Newton 法
を用いる.

$T_{N}\varphi=\varphi-\tilde{J}^{-1}F\varphi$ , (23)

ここで,

$F\varphi=\varphi-G\varphi$ , $\tilde{J}=\overline{F’\varphi}=I-P_{n}(G’\tilde{\varphi}_{n})P_{n}$ , (24)

で, $G’\varphi$ は R\’echet 微分を表す ( $G$ は (1) 式で定義されている). (24) 式の右辺第 2項を
$\psi=\overline{J}^{-1}F\varphi$ のようにおくと, 次式を得る.

$\tilde{J}\psi=F\varphi$ . (25)

上式の左辺は次のように表すことができる.
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$(\tilde{J}\psi)(x)$ $=\psi(x)-(P_{n}(G’\tilde{\varphi}_{n})(P_{n}\psi))(x)$

$= \psi(x)-P_{n}\{\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}K_{\log}(x, \xi)\cdot((K’\overline{\varphi}_{n})(P_{n}\psi))(\xi)\mathrm{d}\xi\}$

$= \psi(x)-\sum_{|m|=1}^{n}\{\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}((K’\tilde{\varphi}_{n})(P_{n}\psi))(\xi)\mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi\cdot\frac{1}{|m|}\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}\}$

$=$ $\sum\infty c_{m}\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}-\sum n\frac{1}{|m|}\{\sum_{|k|=0}^{n}c_{k}\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}\{\frac{\partial}{\partial c_{k}}((K’\tilde{\varphi}_{n})\psi)\}$ (\mbox{\boldmath $\xi$})e-べ d\mbox{\boldmath $\xi$}. $\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}$

$m=-\infty$ $|m|=1$

$=$ $\sum_{m=-\infty}^{\infty}(\sum_{k=-\infty}^{\infty}\alpha_{mk}c_{k})\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}$ ,

(26)

ここで,

\psi (x)=|m\Sigma \infty |=0果 eimx $(c_{m}\in \mathbb{C})$ , (27)

とおき, 次の関係を用いた.

$(.(K’ \tilde{\varphi}_{n})(P_{n}\psi))(x)=(K’\tilde{\varphi}_{n})(\sum_{|k|=0}^{n}c_{k}\mathrm{e}^{\mathrm{i}kx})$ $=$ $\sum_{|k|=0}^{n}c_{k}\{(K’\tilde{\varphi}_{n})\mathrm{e}^{\mathrm{i}kx}\}$

(28)

$=$ $\sum_{|k|=0}^{n}c_{k}\{\frac{\partial}{\partial c_{k}}((K’\tilde{\varphi}_{n})\psi)\}(x)$ .

(26) 式中の $\alpha_{mk}$ には次の関係がある.

$\alpha_{mk}=0\alpha_{mk}=1$ $(m\neq k)(m=k)\}$ for $m>n$ or $k>n$ . (29)

(25) 式の右辺は次のように表される.
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$(F\varphi)(x)$ $=$ $\varphi(x)-(G\varphi)(x)$

$=$ $\varphi(x)-\{\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}K_{\log}(x, \xi)\cdot(K\varphi)(\xi)\mathrm{d}\xi+f(x)\}$

$= \sum_{m=-\infty}^{\infty}(a_{m}-b_{m})\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}-\sum_{|m|=1}^{\infty}\{(\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\mathit{2}\pi}(K\varphi)(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi)\cdot\frac{1}{|m|}\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}\}$

$= \sum_{m=-\infty}^{\infty}\beta_{m}\mathrm{e}^{\mathrm{i}mx}$ .

(30)

これらより, 次式を得る.

$\sum_{k=-\infty}^{\infty}\alpha_{mk}c_{k}=\beta_{m}$ $(\forall|m|=0,1, \cdots)$ . (31)

有限次元部分の包含関係 $(T_{N}\varphi)_{n}\subseteq N_{n}$ は区間 Fourier 係数 $(T_{N}\varphi)_{n}$ を用いて調べる. そ

の係数は, 上式と Krawczyk 形式

$T_{N}\varphi=\varphi-\tilde{J}^{-1}F\varphi\subseteq\varphi-\tilde{J}^{-1}\{F\tilde{\varphi}_{n}+(F’\varphi)(\varphi-\tilde{\varphi}_{n})\}$ , (32)

と

$||(I-P_{n}) \varphi||_{\infty}=||\varphi_{r}||_{\infty}\leq\frac{1}{\sqrt{p-\frac{1}{2}}}\frac{1}{n^{p-\frac{1}{2}}}w_{r}$

$(p> \frac{1}{2})$ , (33)

を用いて評価できる.
一方, 打ち切り項の包含関係 $(T_{N}\varphi)_{r}\subseteq N_{r}$ は $||(T_{N}\varphi)_{r}||_{X}\leq w_{r}$ と同値である. 簡単の

ために, $f\in X_{n}$ とする. このとき, $q=p-1,$ $p,$ $q\in \mathbb{Z}$ とすると, (29)(31) 式より, ノ

ルム $||(T_{N}\varphi)_{r}||_{X}$ は次のように評価できる.
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$||(T_{N}\varphi)_{r}||_{X}^{2}$ $=$ $\sum_{|m|=n+1}^{\infty}(1+m^{2})^{p}|\frac{1}{2m\pi}\int_{0}^{2\pi}(K\varphi)(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}$

$=$ $\sum_{|m|=n+1}^{\infty}(1+m^{2})^{p}|\frac{1}{2m^{1+q}\pi}\int_{0}^{2\pi}(\frac{\mathrm{d}^{q}}{\mathrm{d}\xi^{q}}(K\varphi))(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\sim$

$\leq$ $(1+ \frac{1}{n^{2}})^{p}\frac{1}{n^{2(1+q-p)}}\sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K\varphi)^{(q)}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}M}\mathrm{d}\xi|^{2}$

$\leq$ $(1+ \frac{1}{n^{2}})^{p}\sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}\{(K\varphi_{n})^{(q)}(\xi)+(K’\varphi)^{(q)}\varphi_{r}(\xi)\}\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}$

$\leq$ $(1+ \frac{1}{n^{2}})^{p}2\{\sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K\varphi_{n})^{(q)}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}$

$+ \sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K’\varphi)^{(q)}\varphi_{r}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}n\mathrm{e}}\mathrm{d}\sim\}$

$=$ $(1+ \frac{1}{n^{2}})^{p}2\{\sum_{|m|=n+1}^{\infty}\frac{1}{m^{2\ell}}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K\varphi_{n})^{(q+\ell)}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}$

$+ \sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\mathit{2}\pi}(K’\varphi)^{(q)}\varphi_{r}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}\prime u_{\mathrm{d}\xi|^{2}\}}}$

$\leq$ $(1+ \frac{1}{n^{2}})^{p}2\{\frac{1}{n^{2\ell}}\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}|(K\varphi_{n})^{(q+\ell)}(\xi)|^{2}\mathrm{d}\xi$

$+ \sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K’\varphi)^{(q)}\varphi_{r}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}\}$

$\leq$ $(1+ \frac{1}{n^{2}})^{p}2\{\frac{1}{n^{2\ell}}||(K\varphi_{n})^{(q+\ell)}||_{\infty}^{2}$

$+ \sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K’\varphi)^{(q)}\varphi_{r}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}n\not\in}\mathrm{d}\xi|^{2}\}$ ,

(34)

ここで, $K\varphi_{n}\in C^{\infty}[0,2\pi]$ であることを用いた. 上式の右辺第 2項の被積分関数が

$(K’ \varphi)^{(q)}\varphi_{r}(x)=(\hat{K}\varphi)(x)\cdot\frac{\mathrm{d}^{\epsilon}\varphi_{r}}{\mathrm{d}x^{\mathit{8}}}$ $(s\in \mathbb{Z}, 0\leq s\leq q=p-1)$ , (35)
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のように表せるとき, 右辺第 2項は次のように評価できる.

$\sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(K’\varphi)^{(q)}\varphi_{r}(\xi)\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}$ $=$ $\sum_{|m|=n+1}^{\infty}|\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(\hat{K}\varphi)(\xi)\cdot\frac{\mathrm{d}^{\epsilon}\varphi_{r}}{\mathrm{d}\xi^{s}}\cdot \mathrm{e}^{-\mathrm{i}m\xi}\mathrm{d}\xi|^{2}$

$\leq$ $\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}|(\hat{K}\varphi)(\xi)\cdot\frac{\mathrm{d}^{\theta}\varphi_{\Gamma}}{\mathrm{d}\xi^{s}}|^{2}\mathrm{d}\xi$

$\leq$ $|| \hat{K}\varphi||_{\infty}^{2}\cdot\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}|\frac{\mathrm{d}^{s}\varphi_{r}}{\mathrm{d}\xi^{\epsilon}}|^{2}\mathrm{d}\xi$

$=$ $|| \hat{K}\varphi||_{\infty}^{2}\sum_{|m|=n+1}^{\infty}|m^{s}a_{m}|^{2}$

$=$ $|| \hat{K}\varphi||_{\infty}^{2}\sum_{|m|=n+1}^{\infty}\frac{m^{2p}}{m^{2(p-\epsilon)}}|a_{m}|^{2}$

$\leq$ $\frac{1}{n^{2(p-s)}}||\hat{K}\varphi||_{\infty}^{2}||\varphi_{r}||_{X}^{2}$

$\leq$ $\frac{1}{n^{2(p-\epsilon)}}||\hat{K}\varphi||_{\infty}^{2}w_{r}^{2}$ .

(36)

このようにして, 包含関係 (12) 式を調べることができる.

4. まとめ
本研究では, (1) 式のような対数的特異核を含む積分方程式の精度保証付き数値計算法
について考えた. 三角多項式に対するこのタイプの特異積分の性質を考慮して, 周期的
Sobolev 空間 $H^{p}[0,2\pi]$ における Schauder の不動点定理を適用することが, 基本的なア
イディアである. 特異積分作用素 $S:H^{p}[0,2\pi]arrow H^{p+1}[0,2\pi]$ の連続性より, 実用的な計
算時間の範囲で検証が行えると期待される. 今後は具体的な方程式に対して, 本研究で提
案した手法を適用し, その有効性を検討したいと考えている.
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