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1 はじめに

統計的決定論の見地から, 仮説検定方式のリスクは 0-1 損失を用いて表わされることは
よく知られている (たとえば, Lehmann [Le86] 参照). しかし, そのような設定は第一種の

過誤, 第二種の過誤という形に囚われ過ぎている. 最近, 仮説を母数の集合と見なして, そ

の定義関数の推定問題として検定問題を考え, 2乗損失 $L^{(0)}$ による $|$) スクの評価が行われて

いる. 特に, 正規分布 $N(\theta, 1)$ における片側仮説検定問題において, Neyman-Pearson(N-P)

検定, $\mathrm{p}$値, Bayes決定方式のリスクの比較が行われている (Hwang et al. [HCRWF92]).
最近, Maihara and Akahira $([\mathrm{M}\mathrm{A}02a], [\mathrm{M}\mathrm{A}02b])$ は, 位置母数, 尺度母数の片側検定問題

において, 2乗荷重をもつ 2乗損失 $L^{(2)}$ によるリスクを, 正規分布の場合に, Bayes決定方

式, $\mathrm{p}$ 値, N-P検定について求めて比較検討を行った. 特に, 正規分布の平均の片側検定問

題において, Bayes決定方式のリスクに関するミニマツクス解を数値的に求めた. そこで

は, $L^{(2)}$ によるリスクの有用性とともに, 従来の N-P検定よりも Bayes決定方式, $\mathrm{p}$値が比

較的良いことも示した. 本論では, そのことを踏まえて, 絶対荷重をもつ 2 乗損失 $L^{(1)}$ こ

基づくリスクによる決定方式の評価を行い, 2乗損失 $L^{(0)},$ $2$乗荷重をもつ 2乗損失 $L^{(2)}$ に

よるリスクとも併せて比較検討する. 特に, 正規分布の平均, 標準偏差およひ指数分布の
位置母数の片側検定問題において, Bayes決定方式, $\mathrm{p}$ 値, N-P検定の比較を行うとともに
Bayes決定方式のリスクに関するミニマックス解についても考察する. さらに, ノンパラ

メトリックな検定問題についても論じる.

2 設定

通常, 母数空間 $\Theta$上の母数 $\theta$ に関する帰無仮説 $H:\theta\in_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta\in\Theta_{1}(\Theta_{0},$ $\Theta_{1}\subset$

$\Theta,$ $\Theta_{0}\cap\Theta_{1}=\phi)$ の有意水準 $\alpha$ の仮説検定問題において, 標本 $X$ に基づく棄却域を $C=C_{\alpha}$

とする. このとき, $d_{1}$ を $‘ H$ を棄却する’という決定, $d_{2}$ を $‘ H$ を受容する’という決定とし

て, 決定空間を $\mathcal{D}=\{d_{1}, d_{2}\}$ とする. いま, 確率ベクトル $X$ の観測値 $X=x$ について決

定方式

$\varphi(x):=\{\begin{array}{l}d_{1}(\oe\in C_{\alpha})d_{2}(x\not\in C_{\alpha})\end{array}$

を考える. また, 損失関数として $\mathrm{t}\mathrm{k}\mathrm{l}$ 損失

$L_{0- 1}(\theta, d):=\{\begin{array}{l}0(\theta\in\Theta_{0},d=d_{2}\circ \mathrm{g}\mathrm{g})1(\underline{\theta\in\Theta_{0},d=d_{1}}\emptyset \mathrm{g}\mathrm{g})01(_{\frac{\theta\in\Theta_{1},d=d_{2}}{\overline{\in\Theta_{1},d=d_{1}}}}\sigma)\ \mathrm{g})(\theta\emptyset \mathrm{g}\mathrm{g})\end{array}$
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を考える. 以上のような決定問題の枠組みを考えた場合, $\underline{\text{第}1\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{の^{}\backslash }\llcorner \mathrm{R}-\ovalbox{\tt\small REJECT}\underline{-}}$, $\underline{\text{第}2\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{の_{}\grave{\mathrm{J}}}\mathrm{E}^{=}\mathrm{p}\overline{\mathrm{k}}_{\backslash }^{\mathrm{o}}}$の

確率は 0-1損失による決定方式 $\varphi$ のリスク, すなわち 0-1損失の期待値を用いて, それぞれ

第 1 種の過誤の確率 $=E_{\theta}[L_{0- 1}(\theta, \varphi(X))](\leq\alpha)$ $(\theta\in_{0})$ ,
$-\underline{\text{第}2\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{の^{}\backslash }\text{過}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathfrak{o}}}$の確率 $=E_{\theta}[L_{0- 1}(\theta, \varphi(X))]$ $(\theta\in\Theta_{1})$

と表される.

確率ベクトル $X$ が確率密度関数 (p.d.f.) $f(x, \theta)(\theta\in\Theta)$ をもつ分布に従うとする. い
ま, $\Theta_{0},$ $\Theta_{1}\subset \mathrm{R}^{1},$ $\Theta_{0}\cap_{1}=\phi$ として, 帰無仮説 $H:\theta\in_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta\in\Theta_{1}$ の検定問
題において, $_{0}$ の定義関数 $\chi_{\Theta_{0}}(\theta)$ の推定を行う. その際, 損失関数を

$L_{k}(\theta, d):=c(\theta)|\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-d|^{k}$ , $k=1,2$ (2.1)

とし, $0\leq\varphi(x)\leq 1$ となる可測関数 $\varphi$ を決定方式といい 1), $\varphi$ のリスクを

$R_{k}(\theta, \varphi):=E_{\theta}[L_{k}(\theta, \varphi)]=\{$

$E_{\theta}[c(\theta)|1-\varphi(X)|^{k}]$ $(\theta\in\Theta_{0})$ ,
$E_{\theta}[\mathrm{c}(\theta)\{\varphi(X)\}^{k}]$ $(\theta\not\in\Theta_{0})$

とする ([RC94]). ただし, c(のは $$ 上の非負値関数とする. Hwang et al. [HCRWF92] は,
正規分布の場合に, 平均の片側検定問題において, c(の $\equiv 1,$ $k=2$ として N-P検定, $\mathrm{p}$ 値,
Bayes方式等のリスクの数値計算を行 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ , そしてそれらを図示して比較した.
次に, 帰無仮説 $H:\theta\leq\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta>\theta_{0}$ の検定問題において, (2.1) |こおいて

$c(\theta)=|\theta-\theta_{0}|^{\gamma}(\gamma>0)$ とした損失関数

$L^{(\gamma)}(\theta, d):=|\theta-\theta_{0}|^{\gamma}\{\chi_{\Theta 0}(\theta)-d\}^{2}$

を考える. ただし, $\Theta_{0}=(-\infty, \theta_{0}]$ である. これは, 損失関数 (2.1) と異なって, 仮説の境界
$\theta=\theta_{0}$ の近傍では $H,$ $K$ のいずれの下でも決定 $d$ の損失は小さく, $\theta=\theta_{0}$ からある程度離
れたところでは $d$ の損失が敏感に反応するようにしてある. この損失のほうが 2乗損失よ
りも自然に見える.

図 1 通常の 2 乗損失 $L^{(0)}$ と荷重 2 乗損失 $L^{(2)}$

1几 ‘ま, 推定問題を考えているので, 本文においては推定量とも呼んでいる.
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このとき, 決定方式 $\varphi$ のリスクを

$R^{(\gamma)}(\theta, \varphi):=E_{\theta}[L^{(\gamma)}(\theta, \varphi)]=|\theta-\theta_{0}|^{\gamma}E_{\theta}[\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-\varphi(X)\}^{2}]$

とし, 正規分布の平均の検定問題において, $\gamma=0,1,2$ として Bayes 方式, N-P検定, $\mathrm{p}$ 値

のリスクを求めて, 数値計算を行1, それらを図示して比較する ($\gamma=0$ の場合については

[HCRWF92], $\gamma=2$ の場合については [MA02 $a$] 参照). また, Bayes方式のミニマツクス性
についても考える.
さらに, $\theta(>0)$ が尺度母数の場合に, 帰無仮説 $H:\theta\leq\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta>\theta_{0}$ の検定問

題において, $\Theta_{0}=(0, \theta_{0}]$ として損失関数

$\tilde{L}^{(\gamma)}(\theta, d):=(\theta/\theta_{0})^{\gamma}\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-d\}^{2}$ $(\gamma\geq 0)$

を考える. このとき, 決定方式 $\varphi$ のリスクを

$\tilde{R}^{(\gamma)}(\theta, \varphi):=E_{\theta}[\tilde{L}^{(\gamma)}(\theta, \varphi)]=(\theta/\theta_{0})^{\gamma}E_{\theta}[\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-\varphi(X)\}^{2}]$

とし, 正規分布の標準偏差の検定問題において, $\gamma=0,2$ として決定方式のリスクの比較

および Bayes方式のミニマックス性について考えた $([\mathrm{M}\mathrm{A}02a], [\mathrm{M}\mathrm{A}02b])$ . 本論では, $\gamma=1$

の場合も含めて考察する.

3 損失関数 $L_{2}$ によるリスク

まず, 損失関数 $L_{2}$ による決定方式 $\varphi$ のリスク $R_{2}(\theta, \varphi)$ について考える. いま, 帰無仮説
$H:\theta\leq\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta>\theta_{0}$ の検定問題において, 任意の決定方式 $\varphi$ について $E_{\theta}(\varphi^{2})$ が

$\theta$ の連続関数 (特に, $\theta=\theta_{0}$ において右連続である) とする. このとき, $\sup_{\theta}R_{2}(\theta, \varphi)\geq 1/4$

であり, $\varphi_{0}(x)=1/2a.e$ . となる $\varphi_{0}$ はミニマックス決定方式 [こなり, そのミニマツクスリ

スクの値は $\sup_{\theta}R_{2}(\theta, \varphi_{0})=1/4$である. また, $\varphi(\mathrm{a}\mathrm{e})\neq 1/2a.e$ . ならば $\sup_{\theta}R_{2}(\theta, \varphi)>1/4$

である.

ミニマックス決定方式 $\varphi_{0}$ のとる値 1/2 とは, 被推定関数 $\chi_{\Theta_{0}}(\theta)$ のとる二つの値 0 と 1
の平均であり, ミニマックス決定方式 $\varphi_{0}$ は, 帰無仮説が真か偽力\searrow すなわち $\chi \mathrm{e}_{0}(\theta)=1$ な

のか 0 なのかは五分五分であるという決定を下す決定方式であるといえる.

ここで, $\mathrm{p}$値の一般的な定義を述べる.

定義 3.1 与えられた観測値 oe に対して, 検定が帰無仮説 $H$ を棄却する最小の有意水準
$p=p(x)$ を $\mathrm{p}$ 値 ($\mathrm{p}$-value) という. すなわち, 水準 $\alpha$ での棄却域を $C=C(\alpha)$ とすると, $\mathrm{p}$

値は
$p(x):=\dot{\mathrm{m}}\mathrm{f}\alpha oe\in C(\alpha)$

と表わすことができる.

多くの一般的な検定, 例えば, 帰無仮説 $H:\theta\leq\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta>\theta_{0}$ の片側検定問題

について, $X$ に基づく検定統計量を $T(X)$ とし, 有意水準が $\alpha=P_{\theta_{\mathrm{O}}}\{T(X)>u(\alpha)\}$ を満

たし, 棄却域が $C(\alpha)=\{oe|t=T(x)>u(\alpha)\}$ となるような検定を考えた場合, $T$ の分布
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の裾確率 $r(t):=P_{\theta_{0}}\{T(X)>t\}$ と $\mathrm{p}$値が合致する. すなわち, $F_{\theta}^{T}(t)$ を $T$ の c.d.f.(累積分

布関数) とすれば,
$p(t)=P_{\theta_{0}}\{T(X)>t\}=1-F_{\theta_{0}}^{T}(t)$

となる.

4 損失 $L^{(\gamma)}$ によるリスク

4.1 位置母数の片側検定の場合

まず, $\theta$ が位置母数の場合について考える. 無作為標本 $X=(X_{1}, \cdots, , X_{n})$ に基づく統

計量 $T=T(X)$ が (Lebesgue測度に関する)p.d.f. $f(t-$ のをもつとし, 決定方式の 1 つと

して Bayes決定方式を構成するために, $\theta$ の (Lebesgue測度に関する) 事前密度 $\pi$ を考え

る. いま, 帰無仮説 $H$ :\mbox{\boldmath $\theta$}\leq \mbox{\boldmath $\theta$}0、対立仮説 $K:\theta>\theta_{0}$ の検定問題において, $\Theta_{0}=(-\infty, \theta_{0}]$ ,
$\theta_{0}=0$ とする. 決定方式 $\varphi$ のリスク

$R^{(\gamma)}(\theta, \varphi):=E_{\theta}[L^{(\gamma)}(\theta, \varphi)]=|\theta-\theta_{0}|^{\gamma}E_{\theta}[\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-\varphi(T)\}^{2}]$

の $\pi$ による期待値, すなわち $\varphi$ の Bayes リスク

$r_{\pi}(\varphi)$ $:=E_{\pi}[R^{(\gamma)}(\theta, \varphi)]$

$= \int_{-\infty}^{\infty}[\{1-\varphi(t)\}^{2}\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)f(t-\theta)d\theta+\varphi^{2}(t)\int_{0}^{\infty}\theta^{\gamma}\pi(\theta)f(t-\theta)d\theta]dt$

を考える. この Bayes リスクを最小にする決定方式, すなわち Bayes決定方式は

$\varphi_{\pi}^{*}(t)=\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}f(t-\theta)\pi(\theta)d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}|\theta|^{\gamma}f(t-\theta)\pi(\theta.)d\theta$

となる. また, $T=t$ を与えたときの $\theta$ の事後密度は

$p( \theta|t)=f(t-\theta)\pi(\theta)/\int_{-\infty}^{\infty}f(t-\theta)\pi(\theta)d\theta$

になるから

$\varphi_{\pi}^{*}(t)=\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}p(\theta|t)d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}|\theta|^{\gamma}p(\theta|t)d\theta$ (4.1)

とも表わせる.

例 4.1 (正規分布の平均). $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ を正規分布 $N(\theta, 1)$ からの無作為標本とし, $\theta$ の事

前密度 $\pi_{\sigma}$ を $N(0, \sigma^{2})$ の p.d.f. とする. この事前密度は, 帰無仮説 $H$ と対立仮説 $K$ の境界

点である原点 $\theta=0$ の近傍に母数 $\theta$ が位置する可能性が大きいことは経験的にわかつてい
るが, $\theta\leq 0$ か $\theta>0$ が, すなわち, $H$ が真か偽かまではわからないという態度をあらわし
ている. このとき, $\overline{X}=(1/n)\sum_{i=1}^{n}X_{i}$ は $N(\theta, 1/n)$ に従うから, $\overline{X}=\overline{x}$ を与えたときの $\theta$

の事後分布は正規分布
$N( \frac{n\sigma^{2}\overline{x}}{n\sigma^{2}+1},$ $\frac{\sigma^{2}}{n\sigma^{2}+1})$
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ここで, まず比較の目的で, $\gamma=0$ , すなわち通常の 2 乗損失 $L_{2}=L^{(0)}$ の下でのリスク
$R^{(0)}$ の様相を調べる ([HCRWF92]). (4.1) から Bayes決定方式は

$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})=\Phi(-\frac{n\sigma\overline{x}}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})=1-\Phi(\frac{n\sigma\overline{x}}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})$

となる. ただし, $\Phi$ は標準正規分布 $N(0,1)$ の c.d.f. とする.

一方, N-P検定は Neyman-Pearsonの定理より導かれる UMP検定の受容域 $\{x|\sqrt{n}\overline{x}\leq$

$u_{\alpha}\}$ の定義関数

$\varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}}(\overline{x})=\chi_{(-\infty,u_{\alpha}]}(\sqrt{n}\overline{x})=\{$

1 $(\sqrt{n}\overline{x}\leq u_{\alpha})$ ,

0 $(\sqrt{n}\overline{x}>u_{\alpha})$

により与えられ, $\mathrm{p}$値はその UMP検定が基づいている検定統計量 $\sqrt{n}\overline{X}$ の分布の上側確率

$p(\overline{x})=P_{0}\{\sqrt{n}\overline{X}\geq\sqrt{n}\overline{x}\}=\Phi(-\sqrt{n}\overline{x})$

により与えられる. ただし, $0<\alpha<1$ を N-P 検定の有意水準とし\sim 。を標準正規分布
$N(0,1)$ の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点とする. ここで, N-P検定 $\varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}}$ は受容域 $\{x|\sqrt{n}\overline{x}\leq u_{\alpha}\}$ の定義関

数であって, 通常, 検定関数としてとる棄却域 $\{x|\sqrt{n}\overline{x}\leq u_{\alpha}\}^{\mathrm{c}}=\{x|\sqrt{n}\overline{x}\geq u_{\alpha}\}$ の定義関

数ではないことに注意 2).

次に, 事前 (分布の) 分散 $\sigma^{2}$ を $\sigma^{2}arrow\infty$ としたとき, 事前密度は $\theta$ について前以って何も

経験的情報をもっていない improper な事前密度, 実数直線 $\mathrm{R}$ 上の Lebesgue測度となり,
それと対応して, Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})=\Phi(-n\sigma\overline{x}/\sqrt{n\sigma^{2}+1})$ は $\mathrm{p}$ 値 $p(\overline{x})=\Phi(-\sqrt{n}\overline{x})$

に概収束する, すなわち
$P_{\theta}\{_{\sigmaarrow\infty}1\dot{\mathrm{m}}\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{X})=p(\overline{X})\}=1$

となる. これを記号で
$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{X})a.A^{\mathit{8}}$

.
$p(\overline{X})(\sigmaarrow\infty)$

と表わす. 実際, $-n\sigma/\sqrt{n\sigma^{2}+1}arrow-\sqrt{n}$ $(\sigmaarrow\infty)$ より, $arrow-a.\epsilon.\theta\sqrt{n}\overline{X}$

$(\sigmaarrow\infty)$ であり, 連続関数 $\Phi(\cdot)$ は概収束を保存するので,

$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{X})=\Phi(-\frac{n\sigma\overline{X}}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})arrow\Phi(a.s.\theta-\sqrt{n})=p(\overline{X})$ (\sigma \rightarrow 科科)

となる. $\mathrm{p}$ 値は improper な事前密度, 実数直線 $\mathrm{R}$ 上の Lebesgue測度に関する一般 Bayes
決定方式 (推定量) であり, また, 上記のように $\theta$ の事前分布として正規分布 $N(0, \sigma^{2})$ を取

ると, $\sigmaarrow\infty$ としたときの Bayes決定方式の極限が $\mathrm{p}$値となっている.

2)本論では, 帰無仮説 $H$ に対応した集合 $\Theta_{0}$ の定義関数 $\chi \mathrm{e}_{0}$ (のの推定について考えていて, 推定量の期待値が帰無仮
説 $H$ の Tで 1 $(=\chi \mathrm{e}_{0}(\theta))$ に近く, 仮説 $K$ の下で 0 $(=\chi \mathrm{e}_{0}(\theta))$ に近いことが望ましい. そこで, 通常の検定関数の場
合とは 0, 1 を逆にすることで, 帰無仮説 $H$ の下で, すなわち任意の $\theta\leq 0$ について $E_{\theta}[\varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}}(\overline{x})]=P_{\theta}\{\sqrt{n}\overline{x}\leq u_{\alpha}\}=$

$P_{\theta}$ { $\sqrt{n}$($\overline{x}$ -\mbox{\boldmath $\theta$})\leq u。 – $\sqrt$n\mbox{\boldmath $\theta$}}=\Phi (u。 $-\sqrt{n}\theta$ ) $\geq\Phi(u_{a})=1-\alpha$ となり, 水準 $\alpha$ は 0.1 や 005 など小さい値をとるの
で, この期待値は 1 に近くなる.
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一方, $\sigma^{2}arrow 0$ とすると, 事前分布は $_{0}$ と $_{1}$ の境界点である原点 $\theta=0$ に集中した一点
分布に収束し, Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})$ は, $\sigma^{2}arrow\infty$ の場合と同様にして, ミニマックス決
定方式 $\varphi_{0}(\overline{x})=1/2(a.e.)$ に概収束する. つまり, 事前分布の分散を $\sigma^{2}arrow 0$ とすることで,
事前分布は帰無仮説 $H$ に対応する $_{0}$ と対立仮説 $K$ に対応する $_{1}$ の境界点 $\theta=\theta_{0}$ に集
中し, Bayes決定方式は, $\chi_{\Theta_{0}}(\theta)=1$ なのか 0 なのか, すなわち帰無仮説が真か偽かは五分
五分であるという決定を下すミニマックス決定方式 $\varphi_{0}$ に近づくということである.

次に, Bayes決定方式, N-P検定, $\mathrm{p}$値それぞれのリスクを求めると, 任意の $\theta\in \mathrm{R}^{1}$ につ

いて

(4.2)$R^{(0)}( \theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})=E_{Z}[\{\Phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}|\theta|)}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})\}^{2}]$ ,

$R^{(0)}(\theta, \varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}})=\Phi((u_{\alpha}-\sqrt{n}\theta)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\theta)$ , (4.3)

$R^{(0)}(\theta,p)=E_{Z}[\Phi(Z-\sqrt{n}|\theta|)^{2}]$ (4.4)

となる. ただし, $Z:=\sqrt{n}(\overline{X}-\theta)(\sim N(0,1))$ とし, $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\theta$ は $\theta$ の符号とする. (4.2), (4.4) よ
り, この Bayes決定方式と $\mathrm{p}$値のリスクは原点 $\theta=0$ に関して対称であることに注意. 求め
た (4.2)\sim (4.4) をもとに, Bayes決定方式, N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクのグラフを描 $\langle$ (Hwang
et al. [HCRWF92] $)$ .

図 2 $L^{(0)}$ による Bayes決定方式, N-P 検定, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$

図 2 において, 帰無仮説 $H$ が定める領域 $\mathrm{O}-_{0}=\{\theta|\theta\leq 0\}$ で極端に小さ $\langle$ , 対立仮説 $K$ が

定める領域 $\Theta_{1}=\{\theta|\theta>0\}$ で極端に大きいグラフが N-P検定のリスクであり, 有意水準 $\alpha$

が大きくなるにつれて $(\alpha=0.01,0.05,0.1)$ , 最大リスクが小さくなる. 左右対称なグラフ
のうち, 実線のグラフが $\mathrm{p}$値のリスクで, 破線が Bayes決定方式のリスクであり, 破線幅が
狭くなる順に事前 (分布の) 分散 $\sigma^{2}$ の値を $\sigma^{2}=0.01,0.03,0.1,0.3,1$ としている. なお, リ

スクが 025 のところに破線を引いているが, これは, 損失関数として通常の 2乗損失を用
いた場合に存在するミニマックス決定方式 $\varphi_{0}(=1/2a.e.)$ の定数リスク 025 である. N-P
検定のリスクは $0$ においては大変小さく好ましいのだが, 逆に $_{1}$ においてはそのリスク
は大変大きくなってしまう. これは, $H$ を支持することに重点を置いている決定方式であ
ることに起因していると思われる. 検定論の立場から見れば, Neyman-Pearson の理論に
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より導かれる検定は, UMP 検定, もしくは UMPU(一様最強力不偏)検定を与える好まし
い決定方式なのだが, いま, 考えている $\chi_{_{0}}(\theta)$ の推定問題においては, 通常の N-P 検定が
$H$ に固執する影響が出てしまう. 一方, $\mathrm{p}$ 値と Bayes 決定方式のリスクは全体的にリスク
が低く , また $\Theta_{0}$ と $_{1}$ の境界点である $\theta=\theta_{0}$ に関して対称であり, $\mathrm{p}$ 値と Bayes決定方式
は帰無仮説と対立仮説のどちらにも肩入れしない決定方式といえる. 以上の点で, $\mathrm{O}-_{1}$ にお

いてリスクが極端に大きくなる N-P検定よりも $\mathrm{p}$ 値と Bayes決定方式は好ましいといえ
る. これは, 一般 Bayes決定方式である $\mathrm{p}$ 値を含めて Bayes 決定方式がリスク $R(\theta, \varphi)$ を

積分し平均した Bayes リスク $r_{\pi}(\varphi)$ から導きだされるために, Bayes決定方式のリスクが
全体的に低くなるということであろう.
また, 先に Bayes 決定方式と $\mathrm{p}$ 値, ミニマックス決定方式との間の収束・極限関係につ
いて述べたが, リスクについても, この収束・極限関係が成り立つことがわかる (Lehmann
[Le86], P.573 参照). とくに, $\sigma^{2}arrow 0$ としたとき, Bayes決定方式のリスク $R_{2}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ はミ

ニマックス決定方式のリスク $R_{2}(\theta, \varphi_{0})\equiv 1/4$ に収束する.

次に, $\gamma=1$ , すなわち荷重二乗損失 $L^{(1)}$ の下でのリスクについて調べる. まず, Bayes決
定方式は (4.1) から

$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})=\int_{-\infty}^{0}|\theta|p(\theta|\overline{x})d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}|\theta|p(\theta|\overline{x})d\theta=1-\int_{0}^{\infty}\theta p(\theta|\overline{x})d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}|\theta|p(\theta|\overline{x})d\theta$

となる. ここで

$\mu:=E[\theta|\overline{x}]=\frac{n\sigma^{2}\overline{x}}{n\sigma^{2}+1}$ , $\tau^{2}:=Var[\theta|\overline{x}]=\frac{\sigma^{2}}{n\sigma^{2}+1}$

.

とおくと

$\int_{0}^{\infty}\theta p(\theta|\overline{x})d\theta=\mu\Phi(\mu/\tau)+\tau\phi(\mu/\tau)$ ,

$\int_{-\infty}^{\infty}|\theta|p(\theta|\overline{x})d\theta=\mu\{\Phi(\mu/\tau)-1\}+\tau\phi(\mu/\tau)$

となるから, Bayes決定方式は

$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})=1-\frac{n\sigma\overline{x}\Phi(_{n}n\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sigma+1})\sigma\overline{x}+\sqrt{n\sigma^{2}+1}\phi(_{n}n\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sigma+1})\overline{x}}{n\sigma\overline{x}\{2\Phi(_{n\sigma+1}^{n\sigma\overline{x}}\ovalbox{\tt\small REJECT})-1\}+2\sqrt{n\sigma^{2}+1}\phi(_{n}^{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sigma+1}^{\sigma\overline{x}})}$

になる. ただし, $\phi$ は標準正規分布 $N(0,1)$ の p.ci $.\mathrm{f}$. とする.

そこで, N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクとともに, この Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}$ のリスクの挙動を図

示し, 比較してみる. ここで, 損失関数に依存して決まるのは Bayes決定方式だけであり,

N-P 検定と $\mathrm{p}$ 値は, 通常の 2乗損失を用いた場合, すなわち $\gamma=0$ の場合と変わらないと

いうことに注意. ます, Bayes決定方式のリスクは, 任意の $\theta\in \mathrm{R}^{1}$ について

$R^{(1)}$ ( $\theta$ ,\mbox{\boldmath $\varphi$}\pi *。)
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(z 7|\mathrm{e}|)\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(^{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT})}")+1\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{j})(^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})})$

$|Et\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}E_{Z}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT} y}(z \mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e})\{2+("\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})})$

$\mathrm{i}\}+2\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT} 1)})$

(4.5)

となる. ただし, $Z:=\sqrt{n}(\overline{X}-\theta)(\sim N(0,1))$ とする. (4.5) より, この Bayes決定方式の
リスクは原点 $\theta=0$ に関して対称であることに注意. 次に, N-P 検定, $\mathrm{p}$値のリスクは, 通

常の 2乗損失の下でのそれぞれのリスク (4.3), (4.4) に単に $|\theta|$ を乗じたものであり, 任意
の \mbox{\boldmath $\theta$}\in Rl&こついて

$R^{(1)}(\theta, \varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}})=|\theta|\Phi((u_{\alpha}-\sqrt{n}\theta)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\theta)$ , $(4.6)$
’

$R^{(1)}(\theta,p)--|\theta|E_{Z}[\Phi(Z-\sqrt{n}|\theta|)^{2}]$ (4.7)

となる. ただし, $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\theta$ は $\theta$ の符号とする. ここで, (4.7) 上. り, Bayes決定方式のリスクと同
様に, $\mathrm{p}$値のリスクも原点 $\theta=0$ に関して対称であることに注意.

そこで, 求めた (4.5)\sim (4.7) をもとに, これら 3つ決定方式のリスクのグラフを描くと図
3 のようになる.

図 3 $L^{(1)}$ による Bayes 決定方式, N-P 検定, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$

図 3 において, 帰無仮説 $H$ が定める領域 $\Theta_{0}$ で極端に小さ $\langle$ , 対立仮説 $K$ が定める領域
$\Theta_{1}$ で極端に大きいグラフが N-P検定のリスクであり, 有意水準 $\alpha$ が大きくなるにつれて

$(\alpha=0.01,0.05,0.1)$ , 最大リスクが小さくなる. 左右対称で全体にわたってリスクが小さ
いグラフが Bayes決定方式と $\mathrm{p}$値のリスクである.
図 2 のように通常の 2乗損失の下では, $\Theta_{0}$ と $\Theta_{1}$ の境界点である $\theta=\theta_{0}$ の近傍でリスク

が大きくなっていて, 特に N-P 検定についてはリスクが $\theta=\theta_{0}$ を境に不連続になってい
る. 一方, 図 3 のように荷重 2乗損失の下では, 損失関数に連続的な荷重を加えたことで,
$_{0}$ と $\Theta_{1}$ の境界点である $\theta=\theta_{0}$ の近傍においてにリスクが小さく, 連続的な挙動を示して
いる.

図 2 の $\gamma=0$ の場合と同様に N-P検定のリスクは $_{1}$ で極端に大きく, $\mathrm{p}$ 値や Bayes決
定方式のリスクは全体的にリスクが低 $\langle$ , N-P検定よりも好ましいといえる.
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次に, $\gamma=2$ , すなわち荷重二乗損失 $L^{(2)}$ の下でのリスクについて調べる. まず, Bayes決

定方式は (4.1) から

$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})=1-\int_{0}^{\infty}\theta^{2}p(\theta|\overline{x})d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}\theta^{2}p(\theta|\overline{x})d\theta$

となる. ここで

$\int_{-\infty}^{\infty}\theta^{2}p(\theta|\overline{x})d\theta=Var[\theta|\overline{x}]+E[\theta|\overline{x}]^{2}=\tau^{2}+\mu^{2}=\frac{\sigma^{2}\{n^{2}\sigma^{2}\overline{x}^{2}+(n\sigma^{2}+1)\}}{(n\sigma^{2}+1)^{2}}$ (4.8)

となる. また, エノレミート多項式 $H_{1}(z)=\phi’(z)/\phi(z)=-z,$ $H_{2}(z)=\phi’’(z)/\phi(z)=z^{2}-1$

より, $z\phi(z)=-\phi’(z),$ $z^{2}\phi(z)=\phi’’(z)+\phi(z)$ となるから

$\int_{0}^{\infty}\theta^{2}p(\theta|\overline{x})d\theta=(\tau^{2}+\mu^{2})\Phi(\frac{\mu}{\tau})+\tau\mu\phi(\frac{\mu}{\tau})$ (4.9)

[こなる. $\tau\mu=n\sigma^{3}\overline{x}/(n\sigma^{2}+1)^{3/2}$ であるから, (4.1), (4.8), (4.9) より

$\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}(\overline{x})=1-\Phi(\frac{n\sigma\overline{x}}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})-\frac{n\sigma\overline{x}\sqrt{n\sigma^{2}+1}}{n^{2}\sigma^{2}\overline{x}^{2}+(n\sigma^{2}+1)}\emptyset(\frac{n\sigma\overline{x}}{\underline\sqrt{n\sigma^{2}+1}})$

になる. これは, $\gamma=0$ のとき》すなわち通常の 2乗損失の下での Bayes決定方式に
$=$
の

項を加えたものになっている.
そこで, N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクとともに, この Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}$ のリスクの挙動を図

示し, 比較してみる. ここで, 損失関数に依存して決まるのは Bayes決定方式だけであり,

N-P 検定と $\mathrm{p}$ 値は, 通常の 2乗損失を用いた場合, すなわち $\gamma=0$ の場合と変わらないと

いうことに注意. まず, Bayes決定方式のリスクは任意の $\theta\in \mathrm{R}^{1}$ について

$R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$

$=\theta^{2}E_{Z}[\{$
$\Phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}|\theta|)}{\sqrt{n\sigma+1}})+\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}|\theta|)\sqrt{n\sigma^{2}+1}}{\{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}|\theta|)\}^{2}+(n\sigma^{2}+1)}\phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}|\theta|)}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})\}^{2}]$

(4.10)

となる. ただし, $Z$ は $N(0, 1)$ &こ従う確率変数とする. (4.10) より, この Bayes決定方式の

リスクは原点 $\theta=0$ に関して対称であることに注意. 次に, N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクは, 通

常の 2乗損失の下でのそれぞれのリスク (4.3), (4.4) に単に $\theta^{2}$ を乗じたものであり, 任意

の $\theta\in \mathrm{R}^{1}$ について

$R^{(2)}(\theta, \varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}})=\theta^{2}\Phi((u_{\alpha}-\sqrt{n}\theta)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\theta)$ , (4.11)

$R^{(2)}(\theta,p)=\theta^{2}E_{Z}[\Phi(Z-\sqrt{n}|\theta|)^{2}]$ $(4.12_{\mathit{1}})$

となる. ただし, $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\theta$ は $\theta$ の符号とする. ここで, (4.12) より, Bayes決定方式のリスクと

同様に, $\mathrm{p}$値のリスクも原点 $\theta=0$ に関して対称であることに注意.
そこで, 求めた (4.10)\sim (4.12) をもとに, これら 3つ決定方式のリスクのグラフを描く.
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図 4 $L^{(2)}$ による Bayes 決定方式, N-P検定, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$

図 4 において, $\gamma=1$ の場合の $C^{0}$ 級の荷重 $|\theta|$ 上りも滑らかな $C^{2}$ 級の荷重 $\theta^{2}$ を損失関数

に加えたことで, 帰無仮説 $H$ と対立仮説 $K$ の境界点 $\theta=0$ の近傍において $\gamma=1$ の場合
よりも滑らかにリスクが挙動している.

図 3, 4 よりわかるように, 図 2 のように 2乗損失を用いた場合と同様に, 荷重 2乗損失
を用いた場合においても, N-P 検定のリスクは $_{1}$ で極端に大きく, 全体にわたってリス
クが低い $\mathrm{p}$ 値や Bayes決定方式の方が N-P検定よりも好ましいといえる. そこで, $\mathrm{p}$ 値と

Bayes決定方式のリスクについて詳しく見てみる. ます, $\gamma=1$ の場合については図 5 のよ
うになる.

図 5 $L^{(1)}$ による Bayes決定方式, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$

図 5 からわかるように, 事前分散 $\sigma^{2}$ を小さくするに従って Bayes 決定方式の最大リスク
$\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ が単調に下がっていくわけではない. これは, 事前分散 $\sigma^{2}$ の値を小さく

して, 極端に言えば, $\sigma^{2}arrow 0$ として, $\theta$ を中心 $\theta=0$ の周りに集中させたいが, ある程度
以上 $\sigma^{2}$ の値を小さくすると, 中心 $\theta=0$ の近傍の外で逆にリスクが大きくなってしまう.
ある程度 $\sigma^{2}$ の値の大きさを保っておいて, その事前分布の設定に遊ひを持たせておいた
方が良い. 事前分散 $\sigma^{2}$ の値を小さくしていくと, Bayes決定方式の最大リスクは下がって
いくが, ある $\sigma^{2}$ の値に来ると, 今度は最大リスクが上がっていってしまう. 図 5 の場合で
いえば, $\sigma^{2}=2.6^{2}$ のときに, Bayes 決定方式の最大リスクは最も低く, $\mathrm{p}$ 値の最大リスク
$\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta,p)$ [こ近づく.
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そこで, 決定方式を Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}$ に限って考えて, Bayes決定方式 $\varphi_{\pi}^{*}$。の中で, リ

スクのミニマックス方式, すなわち

$\inf_{\sigma}\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})=\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*})$

となる事前分散 $\sigma_{0}^{2}$ , すなわちミニマックス解による方式 $\varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*}$ を求めよう. ここで, Bayes
決定方式のリスク $R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ が原点 $\theta=0$ に関して対称であることから, 上の式での上

限 $\sup$ は $\theta>0$ について考えればよい. 本来ならば

を満たす曲線 $\theta=\theta(\sigma)$ の方程式を求め,

$\frac{\partial}{\partial\sigma}R^{(1)}(\theta(\sigma), \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})=0$

を満たす $\sigma=\sigma_{0}$ を求めるべきで, それがミニマックス解 $\sigma_{0}$ となる. しかし, Bayes決定方
式のリスク (4.5) やそ一階導関数 (4.13) を見てもわかるように, このようなミニマツクス
解を解析的に求めることは難しいので数値的に考察する.

$\sigma_{0}$ を考察する手法としては, $\sigma$ の各値に対しては, (\partial /�の R(y $($ \mbox{\boldmath $\theta$}, $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})=0$ の解 $\theta=\theta(\sigma)$

を計算機を用いて求めることができるので, $\sigma$ の値を適当な間隔でいくつかとって, それ

らの $\sigma$ に対する Bayes決定方式の最大リスク $R^{(1)}(\theta(\sigma), \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ を求め, $\sigma$ の値を横軸に, $\sigma$ に

対応する最大リスク $R^{(1)}(\theta(\sigma), \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ を縦軸にとったグラフを図示し, その中での最大リス

クが最も小さくなる $\sigma$ の値を見つけて, 先ほどよりも細かい間隔でその $\sigma$ の値の前後の値

をとって, 同じことを繰り返していき, 四捨五入して $\sigma_{0}$ の近似値を求めた (図 6, 7参照).

図 6 $\sigma$ の各値に対する Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}$ の最 図 7Bayes決定方式のリスクに関するミニマツクス解

大リスク $\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ $\sigma_{0}.=$. 0.267 およひミニマックスリスク

$(\sigma=0.20(0.01)0.30, n=10)$ . $R^{(1)}$ $($0.259, $\varphi_{\pi_{\mathrm{O}.267}}^{*}).=$.0.03695
$(\sigma=0.26695(0.00001)0.26704, n=10)$ .
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標本の大きさ $n=1,5(5)25$ のときのミニマックスリスク解 $\sigma_{0}$ とその $\sigma_{0}$ に対する Bayes
決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma_{\mathrm{O}}}}^{*}$ がとる最大リスク $\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*})$ tま, それぞれ次の表のようになる. この

表から, 当然ではあるが, 標本の大きさ $n$ を大きくすれば, 事前分布の分散 $\sigma^{2}$ を小さくし

てよいと言える. また,

$\frac{d}{d\theta}R^{(1)}(\theta,p)=E_{Z}[\Phi(Z-\sqrt{n}\theta)^{2}]-2\sqrt{n}\theta E_{Z}[\phi(Z-\sqrt{n}\theta)\Phi(Z-\sqrt{n}\theta)]=0$

を数値的に解いて, $\mathrm{p}$値の最大リスク $\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta,p)$ を与える $\theta$ を求め, その最大リスクを
Bayes決定方式のミニマックスリスク $\inf_{\sigma}\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ と比べると, いずれの標本の大
きさ $n$ に対しても, $\inf_{\sigma}\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})<\sup_{\theta}R^{(1)}(\theta,p)$ となって $\psi\mathrm{a}$ることがわかる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{B}\sigma)\chi \mathrm{g}$ $\mathrm{g}$ $n$ $\sigma_{0}$ Bayes $\Re\not\in\# ff\emptyset$ $\backslash -\backslash \backslash -\mathrm{v}$
$\backslash \nearrow\backslash$ $t$ $\wedge$ )$|$ $\wedge$ $P$

$\mathrm{p}$

$ffi\emptyset \mathrm{F}\star^{1}$) $\mathrm{X}$ $t$

1 0.844 $R^{(1)}$ $($0.818, $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}).=$. 0.116832 $<$ $R^{(1)}$ $(0.813, p).=$. 0.116880
5 0.378 $R^{(1)}$ $($0.366, $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}).=$. 0.052249 $<$ $R^{(1)}$ $(0.363, p).=$. 0.052271
10 0.267 $R^{(1)}$

$($0.259, $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}).=$. 0.036946 $<$ $R^{(1)}$ $(0.257, p).=$. 0.036961
15 0.218 $R^{(1)}$ $($0.211, $\varphi_{\pi_{g}}^{*}).=$. 0.030166 $<$ $R^{(1)}$ $(0.210, p).=$. 0.030178
20 0.189 $R^{(1)}$ $($0.183, $\varphi_{\pi_{l}}^{*}).=$. 0.026124 $<$ $R^{(1)}$ $(0.182, p).=$. 0.026135
25 0.169 $R^{(1)}$ $($0.164, $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}).=$. 0.023366 $<$ $R^{(1)}$ $(0.163, p).=$. 0.023376

$\gamma=2$ の場合についても, $\gamma=1$ の場合と同様にして, $\mathrm{p}$ 値と Bayes決定方式のリスクに
ついて詳しく見たものが図 8 である.

図 8 $L^{(2)}$ による Bayes 決定方式, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$

事前分散 $\sigma^{2}$ の値によっては, 図 8の場合でいえば $\sigma^{2}=0.3^{2},0.6^{2}$ のときに, Bayes決定方式
の最大リスク $\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ は $\mathrm{p}$値の最大リスク $\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta,p)$ を下回る. そこで, $\gamma=1$

の場合と同様にして,
$\inf_{\sigma}\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})=\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*})$

となる $\sigma_{0}$ , すなわちミニマックス解, およひその $\sigma_{0}$ による決定方式, すなわちミニマック
ス Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*}$ を求めよう. ここで, Bayes 決定方式のリスク $R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ が原点
$\theta=0$ に関して対称であることから, 上の式での上限 $\sup$ は $\theta>0$ について考えればよい.
$\gamma=1$ の場合と同様に, 与えられた $\sigma$ の各値に対しては,

12



$\frac{o}{\partial\theta}R^{(2)}(\theta,\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$

$\backslash 2$

$=2 \theta E_{Z}|\{\Phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})+\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)\sqrt{n\sigma^{2}+1}}{\{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)\}^{2}+(n\sigma^{2}+1)}\phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)}{\sqrt{n\sigma^{2}+1}})$

$-z\lfloor$ $(^{-}\backslash \sqrt{n\sigma^{2}+1} /\cdot \{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)\}^{z}+(n\sigma^{2}+1). \backslash \sqrt n\sigma^{\overline{l}}+1 /)$
-

$4 \theta^{2}E_{Z}[\frac{n\sigma}{\propto n\sigma+1}\{\frac{n\sigma^{2}+1}{\{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)\}^{2}+(n\sigma^{2}+1)}\}^{2}\phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)}{\mapsto n\sigma^{2}+1})$

. $\{\Phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)}{\sqrt{n\sigma+1}})+\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)\sqrt{n\sigma+1}}{\{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)\}^{2}+(n\sigma^{2}+1)}\phi(\frac{\sqrt{n}\sigma(Z-\sqrt{n}\theta)}{\sqrt{n\sigma+1}})$

$=0$

の解 $\theta=\theta(\sigma)$ を計算機を用いて求めることができるので, $\gamma=1$ の場合と同様の操作を

行って, ミニマックス解 $\sigma_{0}$ の近似値およひその $\sigma_{0}$ が与える Bayes決定方式のミニマツク

スリスク $\inf_{\sigma}\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}).=$. $R^{(2)}(\theta(\sigma_{0}), \varphi_{\pi_{\sigma_{\mathrm{Q}}}}^{*})$ の近似値を求める (図 9参照).

図 9 $\sigma$ の各値に対する Bayes 決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}$ の最大リスク $\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*}).=$. $R^{(2)}(\theta(\sigma), \varphi_{\pi}^{*},)(n=10)$ .

標本の大きさ $n=1,3,5,7,10,15,20$ のときのミニマツクスリスク解 $\sigma_{0}$ とその $\sigma_{0}$ {こ

対する Bayes決定方式 $\varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*}$ がとる最大リスク $\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma_{0}}}^{*})$ は, それぞれ下表のよう

になる. $\gamma=1$ の場合と同様に,

$\frac{d}{d\theta}R^{(2)}(\theta,p)=2\theta\{E_{Z}[\Phi(Z-\sqrt{n}\theta)^{2}]-\sqrt{n}\theta E_{Z}[\phi(Z-\sqrt{n}\theta)\Phi(Z-\sqrt{n}\theta)]\}=0$

を数値的に解いて, $\mathrm{p}$値の最大リスク $\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta,p)$ を与える $\theta$ を求め, その最大リスクを

Bayes決定方式のミニマックスリスク $\inf_{\sigma}\sup_{\theta}R^{(2)}(\theta, \varphi_{\pi_{\sigma}}^{*})$ と比較した.
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例 42(指数分布の位置母数). $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ を指数分布 $Exp(\theta, 1)(\theta\in \mathrm{R})$からの無作為標本

とし, $\theta$ の事前密度 $\pi_{\tau}$ を $(-\tau, \tau)$上の一様分布 $U(-\tau, \tau)$ の p.d.f. とする. $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$

の j.p.d.f. は
ム $(x, \theta)=e^{-n(\overline{x}-\theta)}\chi(\theta,\infty)(x_{(1)})\propto e^{n\theta}\chi(-\infty,x_{(\mathfrak{y}})(\theta)$

となる. ただし, $x(1)$ は $X(1):= \min\{X_{1}, \cdots, X_{n}\}$ の観測値 $x(1)$ :=min$\{x_{1}, \cdots, x_{n}\}$ とす

る. よって, $X_{(1)}=x(1)$ を与えたときの $\theta$ の事後密度 $p(\theta|x(1))$ は

$p( \theta|x_{(1)})=\frac{e^{n\theta}\chi(-\infty x_{(1)})\prime(\theta)\frac{1}{2\tau}\chi(-\tau,\tau)(\theta)}{\int e^{n\theta}\chi(-\infty,x_{(1)})(\theta)\frac{1}{2\tau}\chi(-\tau,\tau)(\theta)d\theta}=\frac{e^{n\theta}\chi_{(-\tau,\tau\wedge oe_{\mathrm{t}1)\grave{J}}}(\theta)}{\int_{-\tau}^{\tau\Lambda x_{(1)}}e^{n\theta}d\theta}$

となる. よって, 特に $\gamma$ が非負の整数であるとき, Bayes決定方式は (4.1) より

$\varphi_{\pi}^{*}(x_{(1)})=\frac{\int_{-\tau}^{\min\{0,\tau,x_{(1)}\}}|\theta|^{\gamma}e^{n\theta}d\theta}{\int_{-\tau}^{\tau\wedge x_{(1)}}|\theta|^{\gamma}e^{n\theta}d\theta}=\{$

1 $(x_{(1)}\leq 0)$ ,

$, \frac{\Gamma(\gamma+1,n\tau)}{\Gamma(\gamma+1\cdot n\tau)+\Gamma^{\mathrm{r}}(\gamma+1,nx_{(1)})}.$. $(0<x_{(1)}\leq\tau)$ ,

$, \frac{\Gamma(\gamma+1,n\tau)}{\Gamma(\gamma+1\cdot n\tau)+\Gamma^{\mathrm{r}}(\gamma+1\cdot n\tau)}.$

,
$(\tau<x_{(1)})$

(4.14)

となる, ただし, $\Gamma$ は不完全ガンマ関数

$\Gamma(x;a):=\int_{0}^{a}t^{x-1}e^{-t}dt=(x-1)!-e^{-a}\sum_{i=0}^{x-1}\frac{(x-1)!}{(x-i-1)!}a^{x-i-1}(x=1,2, \cdots ; a>0)$ ,

$\Gamma^{*}$ は

$\Gamma^{*}(x;a):=\int_{0}^{a}t^{x-1}e^{t}dt=(-1)^{x}(x-1)!+e^{a}\sum_{i=0}^{x-1}(-1)^{:}\frac{(x-1)!}{(x-i-1)!}a^{x-:-1}$

$(x=1,2, \cdots ; a>0)$

とする.

まず, $\gamma=0$ , すなわち通常の 2乗損失のもとでの場合について考える. この場合, Bayes
決定方式は (4.14) より

$\varphi_{\pi}^{*}(x_{(1)})=\{$

1 $(x_{(1)}\leq 0)$ ,

$\frac{1-1/b}{e^{nx_{(1)}}-1/b}$ $(0<x_{(1)}\leq\tau)$ ,

$\frac{1}{b+1}$ $(\tau<x_{(1)})$

(4.15)

となる. ただし, $b:=b(n, \tau)=e^{n\tau}$ とする.
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正規分布の場合の例 4.1 と同様にして, この Bayes決定方式と N-P 検定, $\mathrm{p}$値のリスクを

比較したいのだが, N-P検定は有意水準 $\alpha$ をもつ UMP検定の許容域の定義関数

$\varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}}(x_{(1)})=\{$

1 $(x_{(1)} \leq\frac{1}{n}\log\frac{1}{\alpha})$ ,

0 $(x_{(1)}> \frac{1}{n}\log\frac{1}{\alpha})$

(4.16)

として与えられ, $\mathrm{p}$値はその UMP検定が基づいている検定統計量 $X(1)$ の分布 $Exp(\theta, 1/n)$

の上側確率

$p(x(1))=P_{0} \{X(1)>x(1)\}=\int_{0\vee x_{(1)}}^{\infty}ne^{-nt}dt=\{$
1 $(x_{(1)}\leq 0)$ ,
$e^{-nx_{(1)}}$ $(x_{(1)}>0)$

(4.17)

として与えられる. これらの決定方式のリスクはそれぞれ

$R^{(0)}(\theta, \varphi_{\pi}^{*})=\{$

$b^{2}e^{n\theta} \{2(b-1)\log(\frac{b}{b+1})+\frac{2b^{2}+\delta-2}{(b+1)^{2}}\}$ $(\theta\leq 0)$ ,

$-e^{n\theta} \{2b(b-1)^{2}\log(\frac{b^{2}-1}{b^{2}-be^{-n\theta}})+\frac{b(2b^{2}-3)}{(b+1)^{2}}\}+(b-1)^{2}\frac{2be^{n\theta}-1}{be^{n\theta}-1}$ $(0<\theta\leq\tau)$ ,

$\frac{1}{(b+1)^{2}}$
$(\theta>\tau)$ ,

(4.18)

$R^{(0)}(\theta, \varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}})=\{$

$\alpha e^{n\theta}$ $(\theta\leq 0)$ ,

$1-\alpha e^{n\theta}$ $(0< \theta\leq\frac{1}{n}\log\frac{1}{\alpha})$ ,

0 $( \theta>\frac{1}{n}\log\frac{1}{\alpha})$ ,

$R^{(0)}(\theta,p)=\{$

$\frac{1}{3}e^{n\theta}$ $(\theta\leq 0)$ ,

$\frac{1}{3}e^{-2n\theta}$ $(\theta>0)$

(4.19)

となる. そこで, 求めた (4.18), (4.19) をもとに, Bayes 決定方式, N-P 検定, $\mathrm{p}$値のリスクのグラフ

を以下に図示する.

図 10 標本の大きさ $n=1$ 図 11 標本の大きさ $n=5$

次に, $\gamma=1$ , すなわち荷重 2乗損失 $L^{(1)}$ のもとでの場合について考える. この場合, Bayes 決定
方式は (4.14) より

$\varphi_{\pi}^{*}(x_{(1)})=\{$

1 $(x_{(1)}\leq 0)$ ,

$\frac{1-e^{-n\tau}(n\tau+1)}{2+e^{nx_{(1)}}(nx_{(1)}-1)-e^{-n\tau}(n\tau+1)}$ $(0<x_{(1)}\leq\tau)$ ,

$\frac{1-e^{-n\tau}(n\tau+1)}{2+e^{n\tau}(n\tau-1)-e^{-n\tau}(n\tau+1)}$ $(\tau<x_{(1)})$

(4.20)

15



ここで, これら 3 つの決定方式の荷重二乗損失 $L^{(1)}$ によるリスクを求める. まず, Bayes 決定方

式のリスクは

$R^{(1)}(\theta, \varphi_{\pi}^{*})=\{$

$- \theta[\frac{1+e^{n\tau}(n\tau-1)}{2+e^{n\tau}(n\tau-1)-e^{-n\tau}(n\tau+1)}]^{2}e^{n\theta}e^{-n\tau}$

$- \theta\int_{-n\theta}^{n(\tau-\theta)}[\frac{1+e^{n\theta}e^{u}\{(u+n\theta)-1\}}{2+e^{n\theta}e^{u}\{(u+n\theta)-1\}-e^{-n\tau}(n\tau+1)}]^{2}e^{-u}du$ $(\theta\leq 0)$ ,

$\theta[\frac{1-e^{-n\tau}(n\tau+1)}{2+e^{n\tau}(n\tau-1)-e^{-n\tau}(n\tau+1)}]^{2}e^{n\theta}e^{-n\tau}$

$+ \theta\int_{0}^{n(\tau-\theta)}[\frac{1-e^{-n\tau}(n\tau+1)}{2+e^{n\theta}e^{u}\{(u+n\theta)-1\}-e^{-n\tau}(n\tau+1)}]^{2}e^{-u}du$ $(0<\theta\leq\tau)$ ,

$\theta[\frac{1-e^{-n\tau}(n\tau+1)}{2+e^{n\tau}(n\tau-1)-e^{-n\tau}(n\tau+1)}]^{2}$ $(\theta>\tau)$

(4.21)

となる. N-P 検定と $\mathrm{p}$ 値のリスクは通常の 2 乗損失 $L^{(0)}$ のもとでのそれぞれのリスク (4.19) に単

に $|\theta|$ を乗じたものになる.

次に, $\gamma=2$ , すなわち荷重 2 乗損失 $L^{(2)}$ のもとでの場合を考える. この場合, Bayes決定方式は

(4.14) より

$\varphi_{\pi}^{*}(x_{(1)})=\{$

1 $(x_{(1)}\leq 0)$ ,

$\frac{2-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}{e^{nx_{(1)}}\{(nx_{(1)})^{2}-2nx_{(1)}+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}$ $(0<x_{(1)}\leq\tau)$ , (4.22)

$2-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}$

$\overline{e^{n\tau}\{(n\tau)^{2}-2n\tau+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}$
$(\tau<x_{(1)})$

となる.

ここで, これら 3 つの決定方式の荷重二乗損失 $L^{(2)}$ によるリスクを求める. まず, Bayes決定方
式のリスクは

$R^{(2)}(\theta,\varphi_{\pi}^{*})$

$=\{$

$\theta^{2}[\frac{e^{n\tau}\{(n\tau)^{2}-2n\tau+2\}-2}{e^{n\tau}\{(n\tau)^{2}-2n\tau+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}]^{2}e^{n\theta}e^{-n\tau}$

$+ \theta^{2}\int_{-n\theta}^{n(\tau-\theta)}[\frac{e^{n\theta}e^{u}\{(u+n\theta)^{2}-2(u+n\theta)+2\}-2}{e^{n\theta}e^{u}\{(u+n\theta)^{2}-2(u+n\theta)+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}]^{2}e^{-u}du$ $(\theta\leq 0)$ ,

$\theta^{2}[\frac{2-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}{e^{n\tau}\{(n\tau)^{2}-2n\tau+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}]^{2}e^{n\theta}e^{-n\tau}$

$+ \theta^{2}\int_{0}^{n(\tau-\theta)}[\frac{2-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}{e^{n\theta}e^{u}\{(u+n\theta)^{2}-2(u+n\theta)+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}]^{2}e^{-u}du$ $(0<\theta\leq\tau)$ ,

$\theta^{2}[\frac{2-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}{e^{n\tau}\{(n\tau)^{2}-2n\tau+2\}-e^{-n\tau}\{(n\tau)^{2}+2n\tau+2\}}]^{2}$ $(\theta>\tau)$

(4.23)

となる. N-P 検定と $\mathrm{p}$ 値のリスクは通常の 2 乗損失 $L^{(0)}$ のもとでのそれぞれのリスク (4.19) に単
に $\theta^{2}$ を乗じたものになる.

16



42 尺度母数の片側検定の場合

$\theta$ が尺度母数の場合について考える. 無作為標本 $X=(X_{1}, \cdots, , X_{n})$ に基づく統計

量 $T=T(X)$ が (Lebesgue 測度に関する) p.d.f. $(1/\theta)f(t/\theta)(\theta>0)$ をもつとし, $\theta$ の

(Lebesgue 測度に関する) 事前密度を $\pi$ とする. いま, 帰無仮説 $H:\theta\leq\theta_{0}$ , 対立仮説 $K$ :
$\theta>\theta_{0}$ の検定問題において, $\Theta_{0}=(0, \theta_{0}]$ として, 損失関数

$\tilde{L}^{(\gamma)}(\theta, d):=(\frac{\theta}{\theta_{0}})^{\gamma}\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-d\}^{2}$ $(\gamma>0)$

を考える. これは, 位置母数の場合と同様に, 仮説の境界 $\theta=\theta_{0}$ の近傍では損失が敏感に

反応するようにしてある. 特に, $\gamma=0$ とすれば, この損失関数は通常の 2乗損失になる.

一般に, 決定方式 $\varphi$ のリスクは

$\tilde{R}^{(\gamma)}(\theta, \varphi):=E_{\theta}[\tilde{L}^{(\gamma)}(\theta, \varphi)]=(\frac{\theta}{\theta_{0}})^{\gamma}E_{\theta}[\{\chi_{\Theta 0}(\theta)-\varphi(T)\}^{2}]$

となる. いま, $\theta_{0}=1$ と仮定して一般性を失わない. このとき, Bayes決定方式は, 位置母
数の場合と同様にして

$\varphi_{\pi}^{*}(t)=\int_{0}^{1}\theta^{\gamma}\frac{1}{\theta}f(\frac{t}{\theta})\pi(\theta)d\theta/\int_{1}^{\infty}\theta^{\gamma}\frac{1}{\theta}f(\frac{t}{\theta})\pi(\theta)d\theta$

となる. また》$T=t$ を与えたときの $\theta$ の事後密度は

$p( \theta|t)=\frac{1}{\theta}f(\frac{t}{\theta})\pi(\theta)/l^{\infty}\frac{1}{\theta}f(\frac{t}{\theta})\pi(\theta)d\theta$

になるから

$\varphi_{\pi}^{*}(t)=\int_{0}^{1}\theta^{\gamma}p(\theta|t)d\theta/\int_{0}^{\infty}\theta^{\gamma}p(\theta|t)d\theta$ (4.24)

と表わせる.

例 4.3 (正規分布の標準偏差). $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ を正規分布 $N(0, \sigma^{2})$ からの無作為標本とし,
$\tau:=1/(2\sigma^{2})$ の事前密度 $\pi_{a}$ を共役分布であるガンマ分布 $G(a, b)(a>1, b=2a-2)$ の

p.d.f. とする 3), すなわち, $\pi_{a}(\tau)=b^{a}\tau^{a-1}e^{-b\tau}/\Gamma(a)$ とする. 変換 $\tau=1/(2\sigma^{2})$ のヤコビア

ンは $|d\tau/d\sigma|=1/\sigma^{3}$ になるから, $\sigma$ の事前密度は

$\pi_{a}(\sigma)=\frac{b^{a}}{\Gamma(a)}(\frac{1}{2\sigma^{2}})^{a-1}e^{-_{\overline{2\sigma}}^{b}\mathrm{v}_{\frac{1}{\sigma^{3}}\propto\sigma^{-2a-1}e^{-\frac{b}{2\sigma}\tau}}}$

になる. また, $\mathrm{Y}:=\sum_{i=1}^{n}X_{1}^{2}$. とおくと, $\mathrm{Y}/\sigma^{2}$ は自由度 $n$ のカイ 2乗分布 $\chi_{n}^{2}$ に従い, $\mathrm{Y}$ の

分布の p.d.f. は

$f_{\mathrm{Y}}(y; \sigma)=\frac{1}{2^{n/2}\Gamma}(\frac{y}{\sigma^{2}})^{(n/2)-1}e^{-(y/\sigma^{2})/2_{\frac{1}{\sigma^{2}}\propto\sigma^{-n}e^{-_{2}+_{\sigma}}}}$ $(y>0)$

8)ガンマ分布の 2 つのパラメータを変化させて Bayes決定方式のリスクを考えるのは煩雑になるので, $\sigma^{2}=1$ が定め

る $\tau=1/(2\cdot 1)=1/2$ を $\tau$ の事前分布における最頻値にするために, 2 つのパラメータにこのような関係を持たせた.
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になるから, $\mathrm{Y}=y$ を与えたときの $\sigma$ の事後密度は

$p( \sigma|y)=\frac{f_{Y}(y,\sigma)\pi_{a}(\sigma)}{\int_{0}^{\infty}f_{Y}(y\cdot\sigma)\pi_{a}(\sigma)d\sigma}.,=\frac{\sigma^{-(n+2a+1)}e^{-_{2}^{b}\#_{\sigma}}}{\int_{0}^{\infty}\sigma-(n+2a+1)e^{-_{2\sigma}^{b+}}d\sim\sigma}$

になる. ここで, $t=(b+y)/\sigma^{2}$ という変数変換を用いれば, (4.24) から Bayes決定方式は

$\varphi_{\pi_{a}}^{*}(y)=1-F(b+y;(n+2a-\gamma)/2,1/2)=Q(b+y;(n+2a-\gamma)/2,1/2)$ (4.25)

となる. ただし, $F(\cdot ; (n+2a-\gamma)/2,1/2),$ $Q(\cdot ; (n+2a-\gamma)/2,1/2)$ はそれぞれガンマ分

布 $G((n+2a-\gamma)/2,1/2)$ の累積分布関数 (c.d.f.), 上側確率とする.

そこで, 帰無仮説 $H:\sigma\leq\sigma_{0},$ $K:\sigma>\sigma_{0}$ の検定問題において, $\gamma=0$ , すなわち通常の 2
乗損失 $\tilde{L}^{(0)}$ を損失関数に用いたときに N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクとともに, この Bayes決定
方式 \mbox{\boldmath $\varphi$}\pi *。のリスクの挙動を図示し, 比較してみる. N-P 検定, $\mathrm{p}$値は, それぞれ

$\varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}}$ (y)=\chi (o,\chi 9,。1 $(y)=\{$
1 $(0<y\leq\chi_{n,\alpha}^{2})$ ,

0 $(y>\chi_{n,\alpha}^{2})$ ,

$p(y)=P_{1}\{\mathrm{Y}\geq y\}=1-F_{n}(y)=Q_{n}(y)$

により与えられる. ただし, $F_{n},$ $Q_{n}$ はそれぞれ $\chi_{n}^{2}$ 分布の c.d.f., 上側確率とし, $0<\alpha<1$

を N-P 理論より導かれる UMP 検定の有意水準とし, $\chi_{n,\alpha}^{2}$ を $\chi_{n}^{2}$ 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点と

する.

次に, Bayes決定方式, N-P検定, $\mathrm{p}$値それぞれのリスクを求めよう. まず, Bayes決定方
式 \mbox{\boldmath $\varphi$}\pi *。の荷重 2乗損失 $\tilde{L}^{(\gamma)}$ によるリスクは

$\tilde{R}^{(\gamma)}(\sigma, \varphi_{\pi_{a}}^{*})=\{$

$\sigma^{\gamma}E_{Z_{n}}[\{F(b+\sigma^{2}Z_{n};(n+2a-\gamma)/2,1/2)\}^{2}]$ $(\sigma\leq 1)$ ,

$\sigma^{\gamma}E_{7_{n}}\lrcorner[\{Q(b+\sigma^{2}Z_{n};(n+2a-\gamma)/2,1/2)\}^{2}]$ $(\sigma>1)$

(4.26)

となる. ただし, $Z_{n}$ は $\chi_{n}^{2}$ 分布に従う確率変数とする. 次に, N-P検定, $\mathrm{p}$ 値の荷重 2乗損
失 $\tilde{L}^{(\gamma)}$ によるリスクはそれぞれ

$\tilde{R}^{(\gamma)}(\sigma, \varphi_{\mathrm{N}\mathrm{P}})=\{$

$\sigma^{\gamma}Q_{n}(\chi_{n,\alpha}^{2}/\sigma^{2})$ $(\sigma\leq 1)$ ,

$\sigma^{\gamma}F_{n}(\chi_{n,\alpha}^{2}/\sigma^{2})$ $(\sigma>1)$ ,
(4.27)

$\tilde{R}^{(\gamma)}(\sigma,p)=\{$

$\sigma^{\gamma}E_{Z_{n}}[\{F_{n}(\sigma^{2}Z_{n})\}^{2}]$ $(\sigma\leq 1)$ ,

$\sigma^{\gamma}E_{Z_{\mathfrak{n}}}[\{Q_{n}(\sigma^{2}Z_{n})\}^{2}]$ $(\sigma>1)$

(4.28)

となる. そこで, 求めた (4.26)\sim (4.28) をもとに, Bayes決定方式, N-P検定, $\mathrm{p}$ 値のリスク
のグラフを以下に図示する.

まず, $\gamma=0$ の場合, すなわち通常の 2乗損失 $\tilde{L}^{(0)}$ をを用いた場合, N-P検定と $\mathrm{p}$値のリ
スクを比較してみると図 12 のようになる.
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図 12 $\tilde{L}^{(\mathit{0})}$ による N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスク $(n=10)$ . 図 13 Bayes 決定方式, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$ .

図 12 のように, 正規分布の平均の場合と同様に, やはり, N-P検定は帰無仮説 $H$ が定める

領域 $\Theta_{0}=\{\sigma|0<\sigma\leq 1\}$ で極端に小さく, 対立仮説 $K$ が定める領域 $_{1}=\{\sigma|\sigma>1\}$ で

極端に大きくなってしまう. なお, リスクが 025 のところに破線を引いているが, これは,

損失関数として通常の 2乗損失を用いた場合に存在するミニマツクス決定方式 $\varphi_{0}(=1/2$

$a.e.)$ の定数リスク 025 である. 次に, Bayes決定方式と $\mathrm{p}$値を比較してみると図 13 のよ
うになる. やはり, 正規分布の場合と同様に Bayes決定方式のリスクは $\mathrm{p}$ 値のリスクに近

く, 全体にわたって安定している.

さらに, $\gamma=\sim$ とした荷重 2乗損失 $\tilde{L}^{(1)}$ を損失関数として用いたときの Bayes決定方式,

N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクのグラフを描くと次のようになる. なお, 図 14 において, Bayes決

定方式が基づいている事前分布のパラメータ $a$ を $a=2,3,4,5,10,20,40,60,100,150$ とし

ている (図 17 も同様).

図 14 $\tilde{L}^{(1)}$ による N-P 検定, $\mathrm{p}$ 値, Bayes 決定方式のリスク $(n=10)$ .

図 14 のように, 正規分布の平均の推定の場合と同様に, N-P検定は帰無仮説 $H$ が定める

領域 $\Theta_{0}=\{\sigma|0<\sigma\leq 1\}$ で極端に小さく, 対立仮説 $K$ が定める領域 $\Theta_{1}=\{\sigma|\sigma>1\}$ で

極端に大きくなってしまい, $\mathrm{p}$ 値と Bayes決定方式は全体にわたって比較的リスクが小さ
く好ましいといえる. そこで, 正規分布の平均の場合と同様に, Bayes決定方式の中でのミ

ニマックス解を求めることにする.
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図 15 Bayes決定方式のリスクに関するミニマックス解 $a_{0}.=$. 263.9,
およびミニマックスリスク $\overline{R}^{(1)}(1.05, \varphi_{\pi_{263.9}}^{*}).=$.0.25785

$(n=10, a=263.85(0.01)263.95)$ .

最後に, $\gamma=2$ とした荷重 2乗損失 $\tilde{L}^{(2)}$ を損失関数として用いたときの Bayes決定方式,

N-P検定, $\mathrm{p}$値のリスクのグラフを描く. まず, N-P 検定と $\mathrm{p}$値のリスクを比較してみると
図 16 のようになる.

図 16 $\tilde{L}^{(2)}$ による N-P 検定, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$ 図 17 Bayes決定方式, $\mathrm{p}$ 値のリスク $(n=10)$

図 16のように, $\gamma=2$ の場合においても, N-P検定は帰無仮説 $H$が定める領域 $\Theta_{0}=\{\sigma|0<$

$\sigma\leq 1\}$ で極端に小さく, 対立仮説 $K$ が定める領域 $\Theta_{1}=\{\sigma|\sigma>1\}$ で極端に大きくなって

しまう. 次に, Bayes決定方式と $\mathrm{p}$値を比較してみると図 17 のようになる. やはり, $\mathrm{p}$値と

Bayes決定方式は全体にわたって比較的リスクが小さく好ましいといえる.
正規分布の平均の場合と同様に, Bayes決定方式の中でのミニマツクス解を求めること
にする.

図 18 Bayes 決定方式のリスクに関するミニマックス解 $a_{0}.=$. $21.8$ ,
およびミニマックスリスク $\tilde{R}^{(2)}(1.37, \varphi_{\pi_{21.8}}^{*}).=$. 0.37331

$(n=5, a=21.50(0.01)21.85)$ .
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図 18 のように, 標本の大きさ $n=5$ のときには, ミニマツクス Bayes決定方式の最大リス
クは $\mathrm{p}$値の最大リスクより大きい. すなわち,

$\inf_{a}\sup_{\sigma}\tilde{R}^{(2)}(\sigma, \varphi_{\pi_{a}}^{*})=\tilde{R}^{(2)}(1.37, \varphi_{\pi_{21.8}}^{*}).=$. $0.37331>0.33333= \sup_{\sigma}\overline{R}^{(2)}(\sigma,p)=\tilde{R}^{(2)}(1,p)$

となる. しかし, 標本の大きさ $n$ を大きくすれば, ミニマツクス Bayes決定方式の最大リ
スクは $\mathrm{p}$値の最大リスクを下回る (図 19, 20参照).

図 19 Bayes決定方式のリスクに関するミニマック 図 20 Bayes決定方式のリスクに関するミニマツク
ス解 $a_{0}.=$. $73.1$ , およひミニマックスリスク ス解 $a_{0}.=$. 271.1, およひミニマツクスリスク

$\overline{R}^{(2)}(1.15, \varphi_{\pi_{73.1}}^{*}).=$. $0.30275$ $\tilde{R}^{(2)}(1.07, \varphi_{\pi_{271.1}}^{*}).=.0.27455$

$(n=10, a=73.05(0.01)73.15)$ . $(n=20, a=271.05(0.01)271.15)$ .

4.3 $J$ ンパラメトリック検定の場合

最後に, ノンパラメトリック検定について考える. $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ を (Lebesgue測度に関す

る)p.d.f. $f(x-\theta)(\theta\in \mathrm{R})$ をもつ分布からの大きさ $n$ の無作為標本とし, $\theta$ の (Lebesgue
測度に関する) 事前密度を $\pi$ とする. ただし, $f(x)$ は原点 $x=0$ に関して対称であるとす

る. いま, 帰無仮説 $H:\theta\leq\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta>\theta_{0}$ の検定問題を考える. ここで, $\theta_{0}=0$

としても一般性を失わない. 標本分布の型を仮定しない場合や標本分布がコーシー分布の
ように裾が長く, 位置母数 $\theta$ の位置の見当が付かない分布である場合には, ノンパラメト

リック検定が用いられる. 特に, 符号検定統計量

$S:= \#\{1\leq i\leq n|X_{i}>0\}=\sum_{i=1}^{n}\chi(0,\infty)(X_{i})(\sim Bi(n,p_{\theta}))$

に基づいた符号検定はよく知られている. ただし, $p_{\theta}$ は確率変数 $X_{1}$ が 0 より大きい確率,
すなわち

$p_{\theta}=P_{\theta}\{X_{1}>0\}=P_{\theta}\{X_{1}-\theta>-\theta\}=f_{-\theta}^{\infty}f(x)dx$

とする. 符号検定は UMP検定を与える 4). そこで, 符号検定統計量 $S$ に基づいた決定方

式 $\varphi=\varphi(S)$ を用いて, 帰無仮説 $H$ が定める集合 $\Theta_{0}=\{\theta|\theta\leq 0\}$ の定義関数 $\chi \mathrm{e}_{0}(\theta)$ の推

4ゝ引 $=\log\not\in_{p\theta}$ とおくと, $H:\theta\leq 0$ は $H’$ : $\theta\leq 0$ と同値であり, $S$ の確率量関数は $\theta$ を母数として

$f_{S}^{\theta}(s)= (\begin{array}{l}n\mathit{8}\end{array})(\frac{1}{1+e^{\theta}})^{n}e^{\theta\iota}$

となり, すなわち, $S$ は指数型分布に従 $\mathrm{A}$

$\backslash$ , また, $S$ に関して単調尤度比をもつので, 片側複合帰無仮説 $H’$ の検定問題に
おいて UMP 検定を導き出すことができる.
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定問題を荷重 2乗損失 $L^{(\gamma)}(\theta, d)=|\theta|^{\gamma}\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-d\}^{2}$ の下で考える. このとき, 決定方式 $\varphi$

の Bayes リスク

$r_{\pi}( \varphi)=\int_{\mathrm{R}}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)[\sum_{s=0}^{n}P_{\theta}\{S=s\}\{\chi_{\Theta 0}(\theta)-\varphi(s)\}^{2}]d\theta$

$= \sum_{\epsilon=0}^{n}[\int_{\mathrm{R}}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}\{\chi_{\Theta_{0}}(\theta)-\varphi(s)\}^{2}d\theta]$

$= \sum_{s=0}^{n}[\{1-\varphi(s)\}^{2}d\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}\theta+\varphi(s)^{2}\int_{0}^{\infty}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}d\theta]$

を最小化する決定方式, すなわち Bayes決定方式は, ほとんどすべての $s$ について上の式

の和の項 $[\cdots]$ を最小にする決定方式 $\varphi$ である. そこで,

$A:= \int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}d\theta$, $B:= \int_{0}^{\infty}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}d\theta$

とおいて
$[\cdots]=A(1-\varphi)^{2}+B\varphi^{2}=(A+B)\varphi^{2}-2A\varphi+A$

を最小にする $\varphi$ は

$\varphi_{\pi}^{*}(s)=\frac{A}{A+B}=\frac{\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}d\theta}{\int_{-\infty}^{\infty}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)P_{\theta}\{S=s\}d\theta}=\frac{\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)(\begin{array}{l}n\epsilon\end{array})p_{\theta}^{s}(1-p_{\theta})^{n-\epsilon}d\theta}{\int_{\mathrm{R}}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)(\begin{array}{l}ns\end{array})p_{\theta}^{s}(1-p_{\theta})^{n-\epsilon}d\theta}$

$= \frac{\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)p_{\theta}^{\epsilon}(1-p_{\theta})^{n-\epsilon}d\theta}{\int_{\mathrm{R}}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)p_{\theta}^{s}(1-p_{\theta})^{n-\epsilon}d\theta}$

となり, そのリスクは

$R^{(\gamma)}( \theta, \varphi_{\pi}^{*})=|\theta|^{\gamma}\sum_{s=0}^{n}(\begin{array}{l}ns\end{array})\{\chi \mathrm{e}_{0}(\theta)-\frac{\int_{-\infty}^{0}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)p_{\theta}^{s}(1-p_{\theta})^{n-\mathit{8}}d\theta}{\int_{\mathrm{R}}|\theta|^{\gamma}\pi(\theta)p_{\theta}^{\epsilon}(1-p_{\theta})^{n-s}d\theta}\}^{2}p_{\theta}^{\delta}(1-p_{\theta})^{n-s}$

となる.

5 おわりに

本論においては, 正規分布の母数に関する検定について, 2乗損失よりも自然と思われ
る荷重 2乗損失を用いて, Bayes決定方式, N十検定, $\mathrm{p}$値のリスクについて考察した. ま
た, 正規分布の平均の片側検定問題において, 正規分布を事前分布として, Bayes決定方式
のミニマックス解を数値的に求めることができ , 正規分布の分散の片側検定問題において
も, 同様の結果を得た. さらに, 母数に関する両側検定問題についても同様の観点から決
定方式のリスクの比較を行いたい.
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