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1. はじめに

$X_{i}\sim Gamma(\alpha_{i}, \lambda_{i}),$ $i=1,2$ とし、尺度母数 $\lambda_{i}$ に j頃序制約\lambda l $\leq\lambda_{2}$が

あるとき、尺度母数の線形関数の推定問題を考える。 これは異なる 2っの分
散に順序制約が与えられているとき、分散に関する推定問題を含み、 そのと
き、最大または最小の分散の推定はKushary と Cohen(1989) によって議論さ
れた。 また、尺度母数に順序制約があるときの尺度母数の線形関数の推定は
下記のような一元ランダム効果モデルに応用できる。

つぎのような一 $\overline{\pi}$ランダム効果モデル

$y_{ij}=\mu+\alpha_{i}+\epsilon_{ij}$
フ $i=1,$ $\ldots,$

$I,$ $j=1,$ $\ldots,$
$J$

を考える。 ここで、 $\alpha_{i}\sim N(0, \sigma_{A}^{2})\text{、}\epsilon_{ij}\sim N(0, \sigma_{1}^{2})$ とする。 $S_{1}=\Sigma\Sigma(y_{ij}-$

$\overline{y}_{i}.)^{2},$ $S_{2}=J\Sigma(\overline{y}_{i}$ . $-\overline{y}..)^{2}$ とし y-i. $=J^{-1}\Sigma y_{ij},\overline{y}..=(IJ)^{-1}\Sigma\Sigma y_{ij}$ とすると。
$S_{i}/\sigma_{i}^{2}\sim\chi_{n_{*}}^{2}.,$ $i=1,2$ , である、 ここで、 $n_{1}=I(J-1),$ $n_{2}=I-1$ とする。
このとき、 $\sigma_{2}^{2}=\sigma_{1}^{2}+J\sigma_{A}^{2}$が得られる。 ここで、 $\sigma_{A}^{2}$ の推定に興味があるとす
れば、 $\sigma_{A}^{2}=J^{-1}(\sigma_{2}^{2}-\sigma_{1}^{2})$ を推定することになる。これは順序制約がある 2っ
ガンマ分布の尺度母数の線形関数の推定問題になる。
順序制約条件を考慮した最尤推定量 $(\mathrm{M}\mathrm{L}\mathrm{E})$ は

$\hat{\lambda}_{i}=-X_{\underline{i}}\alpha_{i}+(-1)^{i}\frac{(\alpha_{2}X_{1}-\alpha_{1}X_{2})^{+}}{\alpha_{i}(\alpha_{1}+\alpha_{2})}$, $i=1,2$ ,

である。ここで、$a^{+}= \max(0, a)$ であり、$X_{i}/\alpha_{i}$は $\lambda_{i}$の不偏推定量 $(\mathrm{U}\mathrm{B})$ であ
る。平均二乗誤差 $(\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E})$ を基準に、 2っの尺度母数の線形関数 $c_{1}$ \lambda l+c2\lambda 2、
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の推定問題を考えたとき、 $\mathrm{M}\mathrm{L}\mathrm{E}$が不偏推定量よりも優れているための線形関
数の係数に対する必要十分条件が張、篠崎 $(2000, 2001)_{\text{、}}$ Chang&Shinozaki
(2002) によって与えられた。

–$E$
、 エントロピー損失

$L(\delta_{)}\theta)=\delta\theta^{-1}-\log(\delta\theta^{-1})-1$

を基準にしたとき、制約条件を無視した個々の$\lambda_{i}$の最良不変推定量は xi/\mbox{\boldmath $\alpha$}iで
あり、 $\alpha_{i}>1$ のとき、 尺度母数$\lambda_{i}$ の逆数\lambda i-l $=\theta_{i}$の最良不変かつ最小分散不
偏推定量は $(\alpha_{i}-1)/x_{i}$である。

-E、制約条件\mbox{\boldmath $\theta$}l $\geq\theta_{2}$を満たした $\theta_{i}$ , $i=1,2$ , の推定量の一 $\prime D$はつぎのよ
うに与えられる。

$\hat{\theta}_{1}=\frac{\alpha_{1}-1}{x_{1}}+\frac{(\alpha_{2}x_{1}-(\alpha_{1}-1)x_{2})^{+}}{x_{1}(x_{1}+x_{2})}$

$\hat{\theta}_{2}=\frac{\alpha_{2}-1}{x_{2}}-\frac{((\alpha_{2}-1)x_{1}-\alpha_{1}x_{2})^{+}}{x_{2}(x_{1}+x_{2})}$ .

ここでは、尺度母数に順序制約条件がある場合、非負の係数をもつ尺度
母数の線形関数の推定を考える。まず、第 2章ではML $\mathrm{E}$が不偏推定量より
優れているための線形関数の係数に関する必要十分条件を与える。逆に、 –

様な改良とならない係数の選び方についても議論する。つぎに、第 3章では
非負の係数をもつ尺度母数の逆数の線形関数の推定を考える。制約条件を満
たす$\theta_{i}$の推定量, $\hat{\theta}_{i}$ , が最良不変かつ最小分散不偏推定量より優れているための
線形関数の係数に関する十分条件を与える。

2. $\mathrm{M}\mathrm{L}\mathrm{E}$が不偏推定量より優れているための必要十分条件

$X_{i}\sim Gamma(\alpha_{i}, \lambda_{i}),$ $i=1,2$ とし、 その密度関数を

$f_{\lambda}:(x_{i})=x_{i}^{\alpha_{i}-1}\lambda_{i}^{-\alpha}:e^{-x_{i}/\lambda_{i}}/\Gamma(\alpha_{i}))$ $0<x_{i}<\infty$

とする。 $\lambda_{i}$ に順序制約\lambda 1 $\leq\lambda_{2}$があるとする。 エントロピー損失を基準に、
$c_{1}\geq 0,$ $c_{2}\geq 0$ に対して、 $c_{1}.\lambda_{1}+c_{2}\lambda_{2}$の推定問題において、最尤推定量と不偏
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推定量との比較を考えるとき、 下記の定理が得られる。

定理 1. すべての\lambda 1 $\leq\lambda_{2}$に対して、最尤推 $\acute{j\mathrm{E}}$量が不偏推定量より一様に優れ
た推定量であるための十分条件は

$\frac{c_{2}}{\alpha_{2}}\geq\frac{c_{1}}{\alpha_{1}}$

である。

証明 : 不偏推定量のリスクと最尤推定量のリスクとの差は

$\triangle R=R(\sum_{i=1}^{2}c_{i}\frac{x_{i}}{\alpha_{i}},\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i})-R(\sum_{i=1}^{2}c_{i}\hat{\lambda}_{i},\sum_{i=1}^{2}$ 果 $\lambda_{i})$

$=E \{-\frac{c_{2}’-d_{1}}{\alpha_{1}+\alpha_{2}}\frac{(\alpha_{2}x_{1}-\alpha_{1}x_{2})^{+}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}+\log(1+\frac{d_{2}-c_{1}’}{\alpha_{1}+\alpha_{2}}\frac{(\alpha_{2}x_{1}-\alpha_{1}x_{2})^{+}}{\sum_{i=1}^{2}d_{i}x_{i}})\}$

ここで、 $c_{i}’=$ 果 $/\alpha_{i}$ , $i=1,2$ である。 つぎのような変換

$W= \frac{X_{1}}{\lambda_{1}}+\frac{X_{2}}{\lambda_{2}}$ ,
$Z= \frac{}{W}\frac{X_{1}}{\lambda_{1}}$

.

を行うと、 $W\sim Gamma(\alpha_{1}+\alpha_{2},1)$ であり、$Z\sim Beta(\alpha_{1}, \alpha_{2})$ である。 さら
に、 $\mathrm{W}$ と $\mathrm{Z}$ は互いに独立である。
$X_{1}=\lambda_{1}WZ_{\text{、}}X_{2}=\lambda_{2}W(1-Z)$ と表されるので、 リスクの差は\Delta R $=E\{h(Z)\}$

になる。 ここで、

$h(z)=- \frac{(c_{2}’-c_{1}’)\lambda_{2}b(\alpha_{1}+\alpha_{2})(z-d)^{+}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}+\log(1+\frac{(c_{2}’-c_{1}’)\lambda_{2}b(z-d)^{+}}{c_{1}’\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)})$ ,

$b= \frac{\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}}{(\alpha_{1}+\alpha_{2})\lambda_{2}}\text{、}d=\frac{\alpha_{1}\lambda_{2}}{\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}}$ である。

つぎ{こ、 $4\geq d_{1}$のとき、すべての $z\geq d$ {こ対して、 $h(z)\geq 0$ を証明する。
$h(d)=0$ Cこなるので、 $c_{2}’\geq c_{1}’$のとき、すべての $z\geq d$ (こ対して、 $h(z)$ が zの

非減少関数であることを証明すればよい。 いま、 $h(z)$ を微分すると、

$h’(z)=(c_{2}’-c_{1}’) \lambda_{2}b(1+\frac{(c_{2}’-d_{1})\lambda_{2}b(z-d)}{d_{1}\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)})-1\cross$
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$\{-\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}(1+\frac{(c_{2}’-c_{1}’)\lambda_{2}b(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z)})$

$+ \frac{1}{c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z)}(1+\frac{(c_{2}’\lambda_{2}-c_{1}’\lambda_{1})(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z)})\}$

(こなる。 $4\geq d_{1}$のとき、

$(c_{2}’-c_{1}’) \lambda_{2}b(1+\frac{(c_{2}’-d_{1})\lambda_{2}b(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z)})-1\geq 0$

であるので、

$\{-\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}(1+\frac{(c_{2}’-d_{1})\lambda_{2}b(z-d)}{d_{1}\lambda_{1}z+4\lambda_{2}(1-z)})$

$+ \frac{1}{d_{1}\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)}(1+\frac{(d_{2}\lambda_{2}-d_{1}\lambda_{1})(z-d)}{d_{1}\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)})\}\underline{>}0$ (1)

を証明すればよい。 $b\leq 1$ と $\lambda_{2}\geq\lambda_{1}$から、 (1) 式の左辺は

$\{-\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}(1+\frac{(c_{2}’-d_{1})\lambda_{2}b(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+4\lambda_{2}(1-z)})$

$+ \frac{1}{c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z)}(1+\frac{(d_{2}\lambda_{2}-c_{1}’\lambda_{1})(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)})\}$

$\geq(\frac{1}{d_{1}\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)}-\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}})(1+\frac{(c_{2}’-d_{1})\lambda_{2}b(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)})$

(こなる。 $d_{2}\geq c_{1}’$のとき、

1 $+ \frac{(c_{2}’-c_{1}’)\lambda_{2}b(z-d)}{c_{1}’\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)}\geq 0$

であるので、

$\frac{1}{d_{1}\lambda_{1}z+d_{2}\lambda_{2}(1-z)}-\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}$

$= \frac{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}-(\alpha_{1}+\alpha_{2})(c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z))}{(c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z))(\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i})}\geq 0$ (2)
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を証明すればよい。
$-X_{\text{、}}$ (2) 式の分母が非負なので、分子について、 $c_{2}’\geq c_{1}’$のとき、すべ

ての $1>z\geq d$ (こ対して、

$g(z)= \sum c_{i}\lambda_{i}2-(\alpha_{1}+\alpha_{2})(c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}^{l}\lambda_{2}(1-z))\geq 0$

$i=1$

を証明すればよい。

$g(d)= \frac{\alpha_{1}\alpha_{2}(c_{2}’\lambda_{2}-c_{1}’\lambda_{1})(\lambda_{2}-\lambda_{1})}{\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}}\geq 0$

を簡単に確認ができ、 また

$g’(z)=(\alpha_{1}+\alpha_{2})(c_{2}’\lambda_{2}-c_{1}’\lambda_{1})\geq 0$

(こなる。 よって、 $4\geq d_{1}$のとき、すべての $1>z\geq d$ (こ対して、 $g(z)$ が非負
(こなる。 したがって、 $h(z)\geq.0$ {こなる。

$\lambda_{1}(c_{1}=1, c_{2}=0)$ の推定について、 下記のような結果が得られる。

定理 2. すべての\lambda 1 $\leq\lambda_{2}$に対して、 $\lambda_{1}$の最尤推定量 $\hat{\lambda}_{1}$ は $x_{1}/\alpha_{1}$上り一 に

優れた推定量である。
証明 : $c_{1}=1(c_{1}’= \frac{1}{\alpha_{1}}),$ $C2=0$ のとき、

$h(z)= \frac{\lambda_{2}b(\alpha_{1}+\alpha_{2})(z-d)^{+}}{\alpha_{1}\lambda_{1}}+\log(1-\frac{\lambda_{2}b(z-d)^{+}}{\lambda_{1}z})$

(こなり、 $h(d)=0$ (こなる。 $-X\text{、}$ すべての $z\geq d$ [こ対して、 $h(z)$ の微分は

$h’(z)= \frac{\lambda_{2}b}{\alpha_{1}}(1-\frac{\lambda_{2}b(z-d)}{\lambda_{1}z})-1\cross$

$\{\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\lambda_{1}}(1-\frac{\lambda_{2}b(z-d)}{\lambda_{1}z})-\frac{\alpha_{1}}{\lambda_{1}z}(1-\frac{z-d}{z})\}$

になる。 -x、

$\frac{\lambda_{2}b}{\alpha_{1}}(1-\frac{\lambda_{2}b(z-d)}{\lambda_{1}z})^{-1}\geq 0$
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$\alpha_{1}\lambda_{2}$

なり、 $d\ovalbox{\tt\small REJECT}$ と $1>z\ovalbox{\tt\small REJECT} d$ (こよって、
$\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}$

$\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\lambda_{1}}(1-\frac{\lambda_{2}b(z-d)}{\lambda_{1}z})-\frac{\alpha_{1}}{\lambda_{1}z}(1-\frac{z-d}{z})$

$=( \frac{\lambda_{1}z}{\alpha_{1}})^{-2}\{\frac{(\lambda_{1}-\lambda_{2})z^{2}}{\alpha_{1}}.+\frac{\lambda_{2}z}{\alpha_{1}}-\frac{\lambda_{1}\lambda_{2}}{\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}}\}$

$\geq(\frac{\lambda_{1}z}{\alpha_{1}})^{-2}\{\frac{\lambda_{1}z}{\alpha_{1}}-\frac{\lambda_{1}\lambda_{2}}{\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}}\}\geq 0$

を得る。よって、すべて $z\geq d$ {こ対して、 $h(z)$ は zの非減少関数 (こなり、 $h(z)\geq$

$0$ になる。

つぎの定理により、最尤推定量が不偏推定量の一 な改良とはならない
係数の選び方が存在することが分かる。

定理 3. $d_{1}>c_{2}’(c_{2}\neq 0)$ のとき、 $d_{2}\lambda_{2}>c_{1}’\lambda_{1}$ならば

$R( \sum_{i=1}^{2}c_{i}\frac{x_{i}}{\alpha_{i}},\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i})<R(\sum_{i=1}^{2}c_{i}\hat{\lambda}_{i},\sum_{i=1}^{2}\mathrm{c}_{i}\lambda_{i})$

が成り立つ。
証明 : すべて $x\geq 0$ に対して、 下記の不等式

$\log(1+x)\leq x$

が成立するので、

$h(z) \leq(c_{1}’-c_{2}’)\lambda_{2}b(z-d)^{+}(\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}-\frac{1}{d_{1}\lambda_{1}z+\phi\lambda_{2}(1-z)})$

になり、第一項は $c_{1}’>c_{2}’$のときは非負になる。 よって、

$k(z)$ $=$ $\frac{\alpha_{1}+\alpha_{2}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}-\frac{1}{d_{1}\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z)}$

$=$ $\frac{(\alpha_{1}+\alpha_{2})(c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{\underline{?}}(1-z))-\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}}{\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}(c_{1}’\lambda_{1}z+4\lambda_{2}(1-z))}\leq 0$ $(3)$
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を証明すればよい。 (3) 式の分母が非負なので、分子

$l(z)=( \alpha_{1}+\alpha_{2})(c_{1}’\lambda_{1}z+c_{2}’\lambda_{2}(1-z))-\sum_{i=1}^{2}c_{i}\lambda_{i}$

が非正になることを証明すればいよい。
$-\mathrm{F}_{\text{、}}\mathrm{g}_{\lambda_{2}\geq c_{1}’\lambda_{1}}$のとき

$l(d)= \frac{\alpha_{1}\alpha_{2}(c_{2}’\lambda_{2}-c_{1}’\lambda_{1})(\lambda_{1}-\lambda_{2})}{\alpha_{2}\lambda_{1}+\alpha_{1}\lambda_{2}}\leq 0$

になり、
$l’(z)=(\alpha_{1}+\alpha_{2})(c_{1}’\lambda_{1}-c_{2}’\lambda_{2})\leq 0$

(こなる。 よって、すべての $z\geq d$ (こ対して、 $c_{1}’>4$のとき $c_{2}’\lambda_{2}>c_{1}’\lambda_{1}$ならば
$k(z)<0$ (こなる。

3. 尺度母数の逆数の線形関数の推定

$X_{i}\sim\Gamma(\alpha_{i}, \lambda_{i}),$ $i=1,2$ とし、 尺度母数に順序制約\lambda 1 $\leq\lambda_{2}$が与えられ
たとき、 尺度母数の逆数,\mbox{\boldmath $\theta$}i $=\lambda_{i}^{-1}$の線形関数の推定を考える。そのとき、 $\theta_{i}$

に対する制約条件は\mbox{\boldmath $\theta$}1\geq \mbox{\boldmath $\theta$}2であり、順序制約を満たす\mbox{\boldmath $\theta$}i , $i=1,2$ , の推定量の
-\check \supset は

$\hat{\theta}_{1}=\frac{\alpha_{1}-1}{x_{1}}+\frac{(\alpha_{2}x_{1}-(\alpha_{1}-1)x_{2})^{+}}{x_{1}(x_{1}+x_{2})}$

$\hat{\theta}_{2}=\frac{\alpha_{2}-1}{x_{2}}-\frac{((\alpha_{2}-1)x_{1}-\alpha_{1}x_{2})^{+}}{x_{2}(x_{1}+x_{2})}$

と考えられる。
$c_{1}\theta_{1}+c_{2}\theta_{2}$の推定において、順序制約を満たしている推定量とエントロ

ピー損失の下で最良不変かつ最小分散不偏推定量との比較を考えるとき、下
記の定理が得られる。

定理 4. すべての\mbox{\boldmath $\theta$}1 $\geq\theta_{2}$に対して、 $c_{1}\hat{\theta}_{1}+c_{2}\hat{\theta}_{2}$が $c_{1^{\frac{\alpha_{1}-1}{x_{1}}}}+c_{2^{\frac{\alpha_{2}-1}{x_{2}}}}$ より

一様に優れた推定量であるための十分条件は $c_{1}=0$ または $c_{2}=0$ である。
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証明 : リスクの差は

$\triangle R=R$ ($\sum_{i=1}^{2}$ 果
–\mbox{\boldmath $\alpha$}

$1X$–i $1, \sum_{i=1}^{2}$ 果 $\theta_{i}$ ) $-R( \sum_{i=1}^{2}$ 果 $\hat{\theta}_{i},\sum_{i=1}^{2}c_{i}\theta_{i})$

$=E\{-\frac{c_{1}(\alpha_{2}x_{1}-(\alpha_{1}-\mathrm{l})x_{2})^{+}}{x_{1}(x_{1}+x_{2})\sum_{i=1}^{2}c_{i}\theta_{i}}+\frac{c_{2}((\alpha_{2}-\mathrm{l})x_{1}-\alpha_{1}x_{2})^{+}}{x_{2}(x_{1}+x_{2})\sum_{i=1}^{2}c_{i}\theta_{i}}+$

$\log(1+(\frac{c_{1}(\alpha_{2}x_{1}-(\alpha_{1}-1)x_{2})^{+}}{x_{1}(x_{1}+x_{2})}-\frac{c_{2}((\alpha_{2}-1)x_{1}-\alpha_{1}x_{2})^{+}}{x_{2}(x_{1}+x_{2})})\mathrm{X}$

$( \sum_{i=1}^{2}\frac{c_{i}(\alpha_{i}-1)}{x_{i}})-1)\}$

前節と同じように $X_{1}=\lambda_{1}WZ_{\text{、}}X_{2}=\lambda_{2}W(1-Z)$ 変換を行うとリスクの差
は\triangle R $=E(s(z))$ (こなる。 ここで

$s(z)=t_{2}(z)(z-k_{2})^{+}-t_{1}(z)(z-k_{1})^{+}+\log(1+t_{3}(z))$

$t_{1}(z)= \frac{c_{1}\theta_{1}l_{1}}{(\alpha_{1}+\alpha_{2}-1)(\Sigma_{i=1}^{2}c_{i}\theta_{i})z(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}$

$t_{2}(z)= \frac{c_{2}\theta_{2}l_{2}}{(\alpha_{1}+\alpha_{2}-1)(\Sigma_{i=1}^{2}c_{i}\theta_{i})(1-z)(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}$

$t_{3}(z)= \frac{w_{1}(z)l_{1}(z-k_{1})^{+}}{(\alpha_{1}-1)(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}-\frac{w_{2}(z)l_{2}(z-k_{2})^{+}}{(\alpha_{2}-1)(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}$

$l_{1}=\alpha_{2}\theta_{2}+(\alpha_{1}-1)\theta_{1_{\text{、}}}l_{2}=(\alpha_{2}-1)\theta_{2}+\alpha_{1}\theta_{1\backslash }k_{1}=((\alpha_{1}-1)\theta_{1})/l_{1_{\text{、}}}$

$k_{2}=( \alpha_{1}\theta_{1})/l_{2_{\text{、}}}w_{1}(z)=\frac{d_{1}\theta_{1}(1-z)}{d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z}\text{、}w_{2}(z)=\frac{d_{2}\theta_{2}z}{d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z}\text{、}$

$d_{i}=(\alpha_{i}-1)c_{i},$ $i=1,2$ である。
いま、 s(k1)=0+こなる。 よって、すべての $z\geq k_{1}$ (こ対して、 $s(z)$ が $z$の

非減少関数になるための係数に対する条件を求める。 $s(z)$ を微分すると、

$s’(z)= \frac{1}{1+t_{3}(z)}\cross$

$\{\{$$t_{2}(z)( \frac{1.-k_{2}}{1-z}+\frac{(z-k_{2})^{+}(\theta_{1}-\theta_{2})}{z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1}})(1+t_{3}(z))$

$- \frac{w_{2}(z)l_{2}}{(\alpha_{2}-1)(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}(1+\frac{(z-k_{2}^{\sim})^{+}(\theta_{1}-\theta_{2})}{z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1}})]I_{z\geq k_{2}}$
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$-[t_{1}(z)( \frac{k_{1}}{z}+\frac{(z-k_{1})^{+}(\theta_{1}-\theta_{2})}{z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1}})(1+t_{3}(z))$

$+ \frac{w_{1}(z)l_{1}}{(\alpha_{1}-1)(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}(1+\frac{(z-k_{1})^{+}(\theta_{1}-\theta_{2})}{z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1}})]I_{z\geq k_{1}}$

$- \frac{d_{1}d_{2}\theta_{1}\theta_{2}}{(d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z)^{2}(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}(\frac{l_{2}(z-k_{2})^{+}}{\alpha_{2}-1}+\frac{l_{1}(z-k_{1})^{+}}{\alpha_{1}-1})\}$

になる。 ここで、 $I_{z\geq k}$はインディケター関数である。
-B、

$1+t_{3}(z)=\{$

$\frac{(\alpha_{1}+\alpha_{2}-1)\theta_{1}\theta_{2}z(1-z)(c_{1}+c_{2})}{(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})(d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z)}$ , $k_{2}\leq z\leq 1$

$\frac{(\alpha_{1}+\alpha_{2}-1)\theta_{1}\theta_{2}z(1-z)c_{1}}{(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})(d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z)}+w_{2}(z)$ , $k_{1}\leq z\leq k_{2}$

(こなり、 $k_{1}\leq z\leq k_{2}$なので、 $k_{1}/z\leq 1_{\text{、}}(1-k_{2})/(1-z)\geq 1$ [こなる。よって、

1
$s’(z)\geq\overline{1+t_{3}(z)}\cross$

$\{\frac{c_{1}}{(\Sigma_{i=1}^{2}}\frac{\theta_{1}l_{1}(1-z)(\theta_{1}-\theta_{2})(c_{1}\theta_{1}(1-z)-c_{2}\theta_{2}z)}{\mathrm{c}_{i}\theta_{i})(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})^{2}(d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z)}\mathrm{x}$

$(1+ \frac{(z-k_{1})(\theta_{1}-\theta_{2})}{z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1}})I_{z\geq k_{1}}$

$+ \frac{c_{2}\theta_{2}l_{2}z(\theta_{1}-\theta_{2})(c_{2}\theta_{2}z-c_{1}\theta_{1}(1-z))}{(\Sigma_{i=1}^{2}c_{i}\theta_{i})(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})^{2}(d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z)}\cross$

$(1+ \frac{(z-k_{2})(\theta_{1}-\theta_{2})}{z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1}})I_{z\geq k_{2}}$

$- \frac{d_{1}d_{2}\theta_{1}\theta_{2}}{(d_{1}\theta_{1}(1-z)+d_{2}\theta_{2}z)^{2}(z\theta_{2}+(1-z)\theta_{1})}(\frac{l_{2}(z-k_{2})^{+}}{\alpha_{2}-1}+\frac{l_{1}(z-k_{1})^{+}}{\alpha_{1}-1})\}$

(こなり、 $c_{1}=0$ また (ま $c_{2}=0$ のとき、 $s’(z)\geq 0$ {こなる。 よって、すべての
$z\geq k_{1}$ (こ対して、 $s(z)$ は非減少関数 (こなり、 $s(z)\geq 0$ [こなる。

定理 4の結果により、 $\theta_{i}$ に制約条件\mbox{\boldmath $\theta$}1 $\geq\theta_{2}$がある場合、$\hat{\theta}_{i}$は $(\alpha_{i}-1)/x_{i},$ $i=$

$1,2$ より優れていることがわかった。残念ながら、そのほかの範囲について
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まだよい結果を得られていないが、 $\theta_{1}$の推定において、つぎの推定量は

$\hat{\theta}_{1}^{*}=\frac{\alpha_{1}-1}{x_{1}}+\frac{((\alpha_{2}-1)x_{1}-(\alpha_{1}-1)x_{2})^{+}}{x_{1}(x_{1}+x_{2})}$

$(\alpha_{1}-1)/x_{1}$より優れていることもわかった。
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