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\S .1. Calabi-Yau 多様体と偏極 Hodge 構造.
この稿では、 Calabi-Yau 多様体を以下のように定義する :

Definition 1. 標準束が自明な連結コンパクト K\"ahler 多様体を Calabi-Yau 多様体とい
う。 \square

この定義では、 Abel 多様体も Calabi-Yau 多様体に含まれる。以下の条件が成り立つ
$\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{a}\dagger \mathrm{J}\mathrm{i}$-Yau 多様体 $X$ を後に扱う (通常この条件を課すことが多い) :

dinl $H^{q}$ (X. $O_{K}$ ) $=0$ $(0<q<\dim X)$ .

$7l$ 次元 Calabi-Yau 多様体 $X$ の標準束を $\Omega_{X}^{n}$ あるいは $K_{X}$ で表す。Hodge の分解定理に
よれば、 以下の包含関係が成り立つ :

$H^{0}(X, \Omega_{X}^{n})\subset H^{7\mathfrak{l}}(X, \mathbb{C})=H^{n}(X$,句 $\otimes \mathbb{C}$ .

このとき、射影空間 $\mathrm{P}(H^{n}(X. \mathbb{Z}).\backslash \cdot.\acute{j}\mathbb{C})$ の点 $[H^{0}(X, \Omega_{X}^{n})]$ を $X$ の周期という。 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ を
$H^{n}(X. \mathbb{Z})$ 上の交叉形式とする。 このとき、

$( \frac{i}{2\pi})^{r\iota}$ (-1)\leq 、旦 $\langle\omega, \omega’\rangle_{L^{2}}=(\frac{i}{2\pi})^{n}(-1)\underline{n}_{\frac{n-1}{2}}\int_{X}\omega\wedge\overline{\omega’}$

は $H^{0}(X.\Omega_{X}^{n})$
’

上の自然な、即ち $X$ の複素構造のみから定まる Hermite 構造であ
る $\text{。}$

この $H^{0}(X, \Omega_{X}^{7l})$ 上の Hermite 構造を $||\cdot||_{L^{2}}$ で表す $\text{。}$ このとき、 Hermite 直線
( $H^{0}$ (X. $\Omega_{X}^{n}$ ), $||\cdot||_{L^{2}}$ ) は Calabi-Yau 多様体 $X$ の不変量である。 (通常、 $X$ の偏極 Hodge
構造と呼ばれる。)

この稿の目的は、以下の事項を解説することである :
$\bullet$ Calabi-Yau 多様体に附随するもう 1 つ別の自然な Hermite 直線 $(\lambda(\Omega_{X}.), ||\cdot||_{Q*})$ をコ
ホモロジーの行列式と Quillen 計量を用いて構或する。

$\bullet$ 2 つの自然な Hermite 直線 $(H^{0}(X\backslash \Omega_{X}^{n}), ||\cdot||_{L^{2}})$ と $(\lambda(\Omega_{\dot{X}}), ||\cdot||_{Q*})$ を、 $X$ が固定さ
れた Fauo 多様体 $V$ の反標準超曲而である場合に比較する。さらにこの場合には、両者の比
が $(V_{1}K_{\overline{\iota\prime}}^{1})$ の判別式と同- 視できる。

$\bullet$ $X$ が $\mathrm{P}^{3}|$ の 4 次超曲面の場合に、 $(\mathrm{P}^{3}. \mathrm{A}_{\mathbb{P}^{3}}^{\prime-1},)-$ の判別式が Borcherds 積 (無限積を持つ�
型領域沖の保型形式) と同-\rightarrow 視される。
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\S 2. コホモロジーの行列式と Quillen 計量.
$(X. f\mathrm{i}\cdot)$ をコンバクト $\mathrm{K}\ddot{\mathrm{a}}1_{1}1\mathrm{e}\mathrm{r}$ 多様体とする。以下、 K\"ahler 計量とその K\"ahler 形式とを

区別しない。 $X$ -Eの正則 r形式の層 (及び対応する正則ベクトル束) を $\Omega_{X}^{p}$ で表す。以下、

1 次元複素ベクトル空間を複素直線と呼ことにする。複素直線 $L$ に対し、 $L$ の双対空間を $L^{-1}$

で表す。 また、 複素ベクトル $V$ に対し、 $\mathrm{d}\mathrm{e},\mathrm{t}V=\wedge^{\max}V$ と定める。 $V=\{0\}$ のときは、
$\det V=\mathbb{C}$ と定める。

Definition 2. 整数 $p\geq 0$ に対し、 複素直線 $\lambda(\Omega_{X}^{p})$ を以下のように定める :

$\lambda(\Omega_{X}^{p})=\otimes(\det H^{q}(X, \Omega_{X}^{p}))^{(-1)^{q}}q\geq 0^{\cdot}$

さらに、 複素直線 $\lambda(\Omega_{X}^{\cdot})$ を以下のように定める :
$\lambda(\Omega_{X}^{\cdot}):=\otimes\lambda(\Omega_{X}^{p})^{(-1)^{\mathrm{p}}p}$

$p\geq 0$

$=\otimes(\det H^{q}(X, \Omega_{X}^{p}))^{(-1)^{p+q}p}p.q\geq 0^{\cdot}$

$\square$

�を $X$ 上の Dolbea.ult. 作用素とし、�ゝを K\"ahler 形式 $\kappa$ に関する共役作用素とする。
各双次数 $(p.q)$ に対し、 $\coprod_{p.q}=(\acute{c}\overline{J}+\overline{\dot{\subset}}J^{*})^{2}$ を $X$ 上の ($p$ , q)-型微分形式に作用するラプラ
シアンとする。 $\mathcal{H}^{p,q}(X)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\coprod_{\mathrm{f}).q}$ のベクトルを $(X, \kappa)$ 上の調和 ($p$ , q)-形式という。
Hodge の定理によれぼ、 $H^{q}(X, \Omega_{d\mathrm{Y}}^{p})$ は $\mathcal{H}^{p,q}(X)$ と自然に同型である。

$\mathcal{H}^{T^{)}\cdot q}(X)$ Fには、調和形式の積分を通して自然に Hermite 構造が入る。この Hermite構造
を $L^{2}$’-計量といい、 $(\cdot, \cdot)_{L^{2}}$ で表す。 さらに、Hodge の同型 $\det H^{q}(X, \Omega_{X}^{p})\cong\det \mathcal{H}^{p,q}(X)$

を通じて $(\cdot. \cdot)_{L^{2}}$ から複素直線 $\det H^{q}(X, \Omega_{X}^{p})$ に誘導される $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{I}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ 構造も L2-計量と呼
ぼれ、 $||\cdot||_{\det H^{q}(X_{\backslash }\Omega_{\mathrm{X}}^{\mathrm{p}}),L^{\mathfrak{l}}-}$

, で表される。 $\lambda(\Omega_{X}^{p}),$ $\lambda(\Omega_{\dot{X}})$ 上の L$2_{-}$計量をこれらの積として

定義する :
$||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\lambda}^{l^{J}},).L-}.,$

$:=\otimes||q\geq 0^{\cdot}||_{\det H^{q}(X.\Omega_{X}^{\mathrm{p}}),L^{2}}^{(-1)^{q}}$
,

$||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\mathrm{Y}}).I_{\lrcorner}^{2}}.|:=$ 伽 $||\cdot||_{\lambda(\Omega_{X}^{p}),L^{2}}^{(-1)^{p}\mathrm{p}}$ .

$L^{2}-$計量は自然な計量であるが $\text{、}.-arrow$般にあまり良い計量ではない。そこで、 L2-計量を以下に述
べるように補正する。
ラフラシアンロ $p,q$

のスペクトルを $\sigma(\coprod_{q})$ で表す。 ラプラシアンの楕円性から、 $\sigma(\coprod_{p,q})$

は離散的で、 各固有空間は有限の重覆度を持つ。 このとき、 $\coprod_{p,q}$ のスペクトル・ゼータ関数を
以下の級数で定める :

$\zeta_{\uparrow J.q}(.\mathrm{s}):=\sum_{\lambda\in\sigma(\square _{\mathrm{p},q})\backslash \{0\}}\lambda^{-s}$

.

この級数は R.e s>dilI建 $X$ のとき絶対収束し、 全平面に有理型に解析接続され、 さらに

$.9=0$ で正則であることが知られている。

Definition 3. 次の実数を $(X. \kappa^{\wedge})$ の解析的 }$\backslash -$ ション (Ray-Singer $\text{ト}-$ション) という :

$\tau(X_{\dot{l}}\kappa):=\mathrm{e}.\mathrm{x}\mathrm{p}(-\sum_{p_{\backslash }q\geq 0}(-1)^{p+q}pq\zeta_{p.q}’(0))$ . 口
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Definition 4. $\lambda(\Omega_{X}^{\cdot})$ 上の (KJtler 形式 $\kappa$ に関する) Quillen 計量を以下で定める :
$||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\acute{X}})_{\backslash }Q}^{2}=\tau(X, \kappa)||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\dot{X}}),L^{2}}^{2}$ . $\square$

以上の設定の相対化を考えると、 Quillen 計量の重要性が明らかになる。
$\mathcal{X}_{\backslash ,\prime}S$ を複素多様体、 $\pi:\mathcal{X}arrow S$ を固有スムーズ K\"ahler 全射とする。 このとき、相対接

束 $T\mathcal{X}/S=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ \pi *#よ接束 $T\mathcal{X}$ の正則部分束であり、相対余接束 $\Omega_{\mathcal{X}/S}^{1}=(T\mathcal{X}/S)$ゞは余

接束 $\Omega_{\mathcal{X}}^{1}$ の商束である。相対 r形式のベクトル束を、 $\Omega_{\mathcal{X}/S}^{p}=\wedge^{p}\Omega_{\mathcal{X}/S}^{1}$ として定める。

各ファイバーを $X_{s}^{\cdot}=\pi^{-1}(s)$ で表す。点 $s\in S$ を動かすことにより、複素直線の集合

U、$\epsilon s$

$\lambda(\Omega_{\dot{X}\mathrm{q}}.)$ は $S$ 上の正則直線束になる。実際、 この直線束は、以下のように表される :

$\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/s}^{\cdot})=\otimes\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/S}^{p})^{(-1)^{\mathrm{p}}p}p\geq 0$’

$\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/S}^{p})=\otimes_{0}(\det R^{q}\pi_{*}\Omega_{\mathcal{X}/S}^{p})^{(-1)^{q}}q\geq$
.

$g_{\mathcal{X}/\mathrm{b}^{r}}$

‘
をファイバー毎に K\"ahle.r な相対接束 $T\mathcal{X}/S=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\pi_{*}$ 上の Hermite 計量とする。

各 $\lambda(\Omega_{\backslash _{s}^{r}}.\cdot)$ 上の Quillen-計量の族を考えることにより、 $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/S}^{\cdot})$ 上に滑らかな Hermite
計量が入る。この計量を $||$ . ||\lambda (\Omega 1\acute \yen J/

$\cdot$

b.),。で表す。
$c_{1}(\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/S}^{\cdot})’.||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\chi/S}).Q}.)$ を Hermite 直線束 $(\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/S}^{\cdot}), ||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\chi/6}.),Q}.)$ の Chern

形式とする。

Theorem 5[BGS]. $S$ の各点 .9 に対. $\llcorner$、近傍 $U\ni s$ が存在し、 $\pi^{-1}(U)$ が K\"ahler で

あるとする。(
$g_{\mathcal{X}/S}$ がこのような K\"af\iota ler 計量の制限であることは仮定しない。) このとき、以

下の等式が成り立つ :
$c_{1}( \lambda(\Omega_{\mathcal{X}/S}^{\cdot}), ||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\chi/S}).Q}.)=[\pi_{*}\{’\mathrm{r}\mathrm{d}(T\mathcal{X}/S, g_{\mathcal{X}/S})\sum_{\rho\geq 0}(-1)^{p}p\mathrm{c}\mathrm{h}(\Omega_{\mathcal{X}/s\mathit{9}x/s}^{p},)\}]^{(1,1)}$

.

ここで、 $\mathrm{T}\mathrm{d}(TX/S, g_{X/S})$ は $He7\mathrm{Y}ni\dagger.e$ ベクトル束 $(TX/S, g_{X/S})$ の Todd 形式を表し、
$\mathrm{c}.\mathrm{h}(\Omega_{\mathcal{X}/g}^{p}‘’ g_{\mathcal{X}/S})$ はベクトル東 $\Omega_{\lambda’/\iota \mathrm{b}}^{p}$, の $g_{\mathcal{X}/S}$ から誘導される計量に関する Chem 指標形

式を表す。 さらに、 $[\omega]^{(1.1)}$ は微分形式 $\omega$ の双次数 (1.1)’-次の部分である。口

この定理により、 コホモロジーの行列式上の計量として Quillen 計量を選べぼ、
$\mathrm{G}\mathrm{l}.\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}.\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}.\cdot \mathrm{c}.\mathrm{k}-\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{I}\ln$-Roch の定理 (の次数 1 の部分) が微分形式のレベルで成り立つ。

さて、再び単独の $n$ 次元 Cala.bi-Yau 多様体 $X$ を考える。 $\lambda(\Omega_{\dot{X}})$ 上に自然な Hermite
構造を定義するために、以下の量を導入する :

$\kappa$ を $X$ 上の勝手な K\"ahler 形式、 $\eta\in H^{0}(X, \Omega_{X}^{n})\backslash \{0\}$ とする。 このとき、 実数
$A(X. ti)$ を以下のように定める :
$A$ (X. x) $= \exp\{\frac{1}{12}\int_{X}\log(\frac{\kappa^{n},/r\iota!}{\eta\Lambda\overline{\eta}}\cdot\frac{||\eta||_{L^{2}}^{2}}{\mathrm{V}\mathrm{o}1(X,\kappa)})\mathrm{c}_{n}(X, \kappa.)+\frac{1}{12}\chi_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}}(X)\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(X, \kappa)\}$ .

ただし、 $\chi_{\mathrm{t}\mathrm{o}_{1^{)}}}(X)$ は $X$ の位相的 Euler 数を表し、 $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(X, \kappa)$ は K肚 $\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 多様体 $(X, \kappa)$ の

体積を表す。 $\kappa$ が Ricci- 平坦のとき、 等式

$\frac{hi^{71_{t}}}{7\iota.!}=\frac{||\eta||_{L^{2}}^{2}}{\mathrm{V}\mathrm{o}1(X,\kappa)}\eta\wedge\overline{\eta}$

が成り立つ。従って、 この場合 $A(X, \kappa.)$ は以下のように簡単になる :
$A(X_{:}\kappa.)=e^{\frac{1}{12}\chi\iota_{(}\mathrm{p}(X)\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(X.\kappa)}.’$ .
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Definition 6. $X$ 上の $\mathrm{K}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 形式 $\kappa$ に関する $\lambda(\Omega\ovalbox{\tt\small REJECT})$ 上の $\mathrm{Q}\mathrm{u}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}\mathrm{n}$ 計量を 11 $\cdot \mathrm{H}_{\lambda(\Omega\cdot),Q}$

とする。 このとき、 $\lambda(\Omega\ovalbox{\tt\small REJECT})$ 上の Hermite 構造 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ーを以下のように定める $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$||\cdot||_{\hat{Q}}^{2}:=A(X_{\backslash }\kappa)||\cdot||_{\lambda(\Omega_{\dot{X}}),Q}^{2}$ . $\square$

Theorem 7. $\lambda(\Omega_{X}^{\cdot})$ 上の $Hem\iota ite$ 構造 $||\cdot||_{\hat{Q}}$ |よ、 $X$ 上の K\"ahler 形式 $\kappa$ に依らない。

特に、Hermite 直線 $(\lambda(\Omega_{X}^{\cdot}), ||\cdot||_{\hat{Q}})$ は $X$ の複素構造のみに依存する。 口

$Xf\mathrm{i}$に K\"ahler 形式 $\kappa 0,$ $\kappa_{\infty}$ が与えられたとき、Theorem 5 を自明な族 $X\cross \mathrm{P}^{1}arrow \mathrm{P}^{1}$

.[.\tilde .の非自明な K\"ahler 形式の族

$\kappa_{s}=\frac{1}{1+|s|^{2}\prime}\kappa_{0}+\frac{|s|^{2}}{1+|s|^{2}}\kappa_{\infty}$ , $s\in \mathrm{P}^{1}=\mathbb{C}\cup\{\infty\}$

に対して適用することにより、 $\kappa_{0}$ に関する $||\cdot||_{\hat{Q}}$ と $\kappa_{1}$ に関する $||\cdot||_{\hat{Q}}$ の一致が示される。

こうして、 Calabi-Yau 多様体に附随するもう 1 つの自然な Hermite 直線束が得られる。

\S 3. $2^{-\supset}$. の Hermite 直線の比較.
以下、 $V$ を $7l+1$ 次元 Fano 多様体とする。 さらに、 反標準束 $K_{V}^{-1}$ が非常に豊富である

と仮定する。(例えぼ、射影空間 $\mathrm{P}^{71+1},$

.
$2$ 次超曲面 $Q^{n+1}$ etc)

$N=\dim H^{0}(V, K_{V}^{-1})$ とし、 $H^{0}(V, K_{V}^{-1})$ の基底 $\{s_{I}\}$ を固定する。 $a=(a_{I})$ , を $\mathbb{C}^{N}$

の座標とし、 $P=\mathrm{P}(\mathbb{C}^{N})$ とおけぼ、 $\{a_{I}\}_{I}$ は $H^{0}(P, O_{P}(1))$ の基底である。自然な射影を

$\pi:P\cross Varrow P$ , $p:P’\cross Varrow V$

とする。 $P\cross V$ 上の正則直線束 $\mathcal{L}$ を、

$L=\pi^{*}O_{P}(1)\otimes p^{*}K_{V}^{-1}arrow P\cross V$

として定める。 このとき、 $\mathcal{L}$ は自然な切断 $s(a, x)$ を持つ :

$s(a, x)= \sum_{I}a_{I}\otimes s_{I}(x)\in H^{0}(P\cross V, \mathcal{L})$
.

$P\cross V$ の超曲面 $\mathcal{X}$ を $s$ の因子として定める :
$\mathcal{X}:=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(s)=\{([a]_{:}:\iota)\in P\cross V;s(a, x)=0\}\subset P\cross V$ .

自然な射影を $\mathcal{X}$ 上に制限することにより、 $V$ の反標準因子の普遍族が得られる :
$\pi$ : $\mathcal{X}arrow P$ .

同伴公式により、非特異ファイバー

$X_{a}= \{x\in V;s(a, x)=\sum_{I}a_{I}s_{I}(x)=0\}$
, $[a]\in P$

は Calabi-Yau 多様体である。 $K_{\mathrm{V}’}^{-1}$ の判別式軌跡 $D\subset P$ を以下のように定める :
$D=$ { $[a]\in P$ ;Sing $X_{a}\neq\emptyset$ }.

射影 $\pi:\mathcal{X}arrow P$ の臨界軌跡を $\Sigma_{\pi}=$ { $x\in \mathcal{X}$ ;rank $d\pi(x)<\dim P$} で表せぼ、 $D=\pi(\Sigma_{\pi})$

である。判別式軌跡の補集合を $P^{0}$ とおく :
$P^{0}=P\backslash D$ .
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$\Omega_{\mathcal{X}/7^{\supset}}^{1}$ を $\mathcal{X}$ 上の相対微分の層とし、 $\omega_{\mathcal{X}/P}=K_{\mathcal{X}}\otimes\pi^{*}K_{P}^{-1}$ を相対標準層とする。 この

とき、 $\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/P}$
は $P$ 上の正則直線束である。 $P$ 上の直線束として、 以下の等式が成り立つ :

$\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/P}\cong O_{\mathcal{P}}(1)$ .
-\rightarrow 方、 $\Omega_{\mathcal{X}/P}^{1}$ が $\mathcal{X}\backslash \Sigma_{\pi}$ 上で局所自由であることから、 $P^{0}$ 上の正則直線束を次のように定め

ることができる :
$\lambda^{0}(\Omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}^{\cdot}):=\otimes(\det R^{q}\pi_{*}\Omega_{\mathcal{X}/P}^{p})^{(-1)^{\mathrm{p}+q}p}p.q\geq 0^{\cdot}$

我々は以下に述べるように $\lambda^{0}(\Omega_{\mathcal{X}/P}.)$ を $P$ 上の直線束に拡張する :
$\Omega_{1’}^{1},|x\otimes\cdot \mathcal{L}$ の大域切断 $ds|_{\mathcal{X}}$ を

$ds|_{\mathcal{X}}:=(\nabla s)|_{\mathcal{X}}$

で定める。 ここで、�は $\mathcal{L}$ の勝手な接続である。 $s$ が $\mathcal{X}$ 上で消えるので、上の定義は接続
�によらない。 $ds|_{\mathcal{X}}$ は $\mathcal{X}\backslash \Sigma_{\pi}$ .-b^の直線束 $N_{\mathcal{X}/(P\mathrm{x}V)}^{*}\otimes \mathcal{L}|_{\mathcal{X}}$ の至る所消えない正則切断

である。ただし、 $N_{\mathcal{X}/(P\mathrm{x}V)}^{*}$ は $\mathcal{X}\backslash \Sigma_{\pi}\subset\langle P\cross V$ ) $\backslash \Sigma_{\pi}$ の正則余法束である。

切断 $ds|_{\mathcal{X}}$ を用いると、 $\Omega_{\mathcal{X}/P}^{1}$ を $\mathcal{X}\backslash \Sigma_{\pi}$ 上で次の完全系列により表すことができる :
$0arrow O_{\mathcal{X}}(\mathcal{L}^{-1}).arrow\aleph ds|x\Omega_{V}^{1}\otimes O_{\mathcal{X}}arrow\Omega_{\mathcal{X}/P}^{1}rarrow 0$.

この完全列をつなぎ合わせることにより、 以下の完全列 $(***)$ を $\mathcal{X}\backslash \Sigma_{\pi}$ 上で得る :
$(^{***})$

$0arrow \mathcal{L}^{-\mathrm{p}}\otimes O_{\mathcal{X}}\wedge ds|\chiarrow\Omega_{V}^{1}\otimes \mathcal{L}^{-\mathrm{P}\wedge}\vee\cdot.\cdot.\triangleleft.O_{\mathcal{X}}\wedge ds|\chiarrow\cdots$ $\wedge ds|xarrow\Omega_{V}^{p}\otimes O_{\mathcal{X}}arrow\Omega_{\mathcal{X}/P}^{p}rarrow 0$ .

この完全列を $\Omega_{\mathcal{X}/P}^{p}$ の手前で切って得られる Oイー加群の複体を $\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p}$ と置く :

$\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p}$ : $0arrow \mathcal{L}^{-p}\otimes O_{\mathcal{X}}\Lambda ds|_{X}arrow\Omega_{V-}^{1}\dot{(}.\emptyset$

.
$\mathcal{L}^{-p}\otimes O_{\mathcal{X}}\triangle ds|$よ. . . $\Lambda ds|arrow$

’

イ
$\Omega_{V}^{p}\otimes O_{\mathcal{X}}arrow 0$.

各 $\Omega_{V}^{p-i}\dot{\aleph}_{-}.\mathcal{L}^{-i}\mathrm{t}^{\zeta}\dot{\grave{\wedge}.}.\cdot.O_{\mathcal{X}}(0\leq\dot{r,}\leq p)$ は $\mathcal{X}$ 全体で定義された局所自由層である。 このとき、 コ

ホモロジーの行列式を

$\lambda(\Omega_{V}^{p-i}\mathrm{t}?_{j}\mathcal{L}^{-i}\mathrm{c}\epsilon_{i}O_{\mathcal{X}}):=\otimes_{0}\{\det R^{q}\pi_{*}(\Omega_{V}^{p-i}\otimes. \mathcal{L}^{-i}\otimes O_{\mathcal{X}})\}^{(-1)^{q}}q\geq$

で定めれぼ、 $\lambda(\Omega_{V}^{p-i}\otimes \mathcal{L}^{-i}\otimes O_{\mathcal{X}})$ は $P$ 上の正則直線束である。そこで、複体 $\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p}$ に対

し、 そのコホモロジーの行列式 $\lambda(\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p})$ を以下のように定める :

$\lambda(\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p}):=\otimes^{\mathrm{p}}\lambda(\Omega_{V}^{p-i}\otimes \mathcal{L}^{-i}\otimes O_{\mathcal{X}})^{(-1)^{:}}i=0^{\cdot}$

明らかに、 $\lambda(\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p})$ は $P$ 全体で定義された正則直線束である。以下の命題により、 $\lambda^{0}(\Omega_{\mathcal{X}/P}.)$

を $P$ 全体に拡張することができる。

Proposition 8. $P^{0}$ 上で、 以下の標準的な同型が存在する :
$\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}^{p})=\lambda(\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p})|_{\mathcal{P}^{\mathrm{O}}}$ . 口

そこで、我々は次のように $\lambda^{0}(\Omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}.)$ の拡張を定義する :
Definition9.

$\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}^{\cdot}):=\otimes\lambda(\mathcal{E}_{\mathcal{X}/P}^{p})^{(-1)^{\mathrm{p}}p}p\geq 0^{\cdot}$

$\square$
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\S 4. 主結果.
さて、 $\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/P}$

のファイバーは $H^{0}(X_{a}, \Omega_{X_{a}}^{n})$ であるから、 自然な $L^{2_{-}}$計量を持つ。 各

ファイバーに $L^{2_{-}}$計量を入れることにより定まる $\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}$
の Hermite 計量を再び L$2_{-}$計量

と呼び、 $||\cdot||_{L^{2}}$ で表す。 $||\cdot||_{L^{2}}$ は $\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}}/p|_{P^{\mathrm{O}}}$ 上の $C$“-Hermite 計量である。
同様に、 $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}^{\cdot})$ のファイバーは $\lambda(\Omega_{\dot{X}_{a}})$ であるから、Hermite 計量 $||\cdot||_{\hat{Q}}$ を持つ。各

ファイバーに $||$ . 一を入れることにより定まる $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}.)$ 上の Hermite 計量を再び $||\cdot||_{\hat{Q}}$

で表せぼ. $||\cdot||_{\hat{Q}}$ は $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}^{\cdot})|_{\mathcal{P}^{(1}}$ .L^-の $C^{\infty}$-Hermite 計量である $\text{。}||\cdot||_{L^{\circ}}\sim$ と $||\cdot||_{\hat{Q}}$ のどち

らも $P$ 上に連続に拡張することはできない。
さて、 $\prime p$ は射影空間であるから、その上の正則直線束は $O_{P}(l)$ の形である。 $\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}\cong O_{P}(1)$

であるので、 $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}.)$ の次数を $\nu$ とすれぼ、

$(^{*})$ $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}^{\cdot})\cong(\pi_{*}\omega_{x/P})^{\otimes\nu}$ .

このとき、 Riemann-Roch の定理から次数 $\nu$ は以下のように与えられる :

$\nu=\sum_{p=0}^{?1}.\sum_{i.=0}^{p}(-1)^{p-i}p(i+1)\chi(V, \Omega_{V}^{p-i}\otimes K_{V}^{i+1})-\sum_{p=0}^{n}\sum_{i=0}^{p}(-1)^{p-i}pi\chi(V, \Omega_{V}^{p-i}\otimes K_{V}^{i})$ .

ただし、 $\chi(V, E)$ は $V$ 上のベクトル束 $E$ の Euler 数を表す。
以下、上の同型 $(*)$ (定数倍を除いて定まる) を一つ固定する。同一視 $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/\mathcal{P}}^{\cdot})=(\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/P})^{\otimes\nu}$

により、 $||\cdot||_{\hat{Q}}^{2}/||\cdot||_{L^{2}}^{2\nu}$ は $P^{0}$ 上の $C,$“-関数である $\text{。}$ 関数$\backslash ||\cdot||_{\hat{Q}}^{2}/||\cdot||_{L^{2}}^{2\nu}$ を記述することが

本稿の目標である。

点 $a_{0}\in \mathbb{C}^{N}\backslash \{0\}$ を固定する。 さらに、 $X_{a_{0}}$ のみに対数極を持つ $V$ 上の有理標準形
式 \Omega 。.$1\downarrow\in H^{0}$ $(V, \Omega_{V}^{\tau\iota+1}(\log X_{a_{1\mathrm{J}}}))\backslash \{0\}$ を固定する。同伴公式によれぼ、 このような有
理標準形式は定数倍を除き一意的である。各 $a\in \mathbb{C}^{N}\backslash \{0\}$ に対し、 X。上の標準形式
$7 \int a\in H^{0}(X_{a}. \Omega_{X_{a}}^{7l})$ を以下のように定める :

$\eta_{a}$ :=ResX。 $( \Omega_{a_{\mathrm{O}}}\cdot\frac{s(a_{0},x)}{s(a,x)})$ .

ただし、留数は Poincare’の留数である。 \eta 。は Cゝの $\mathbb{C}^{N}\backslash \{0\}$ への作用に関して不変でな
いので、 $[a]\in P$ に対しては定義されていない。そこで、 $\mathbb{C}^{*}$ -作用を打ち消すために、以下の
構或を $\acute{\mathrm{t}}^{-}\dot{\mathrm{r}}$ う。

$\Delta_{V}(a)\in \mathbb{C}[a]$ を、 因子 $D$ の定義方程式とする (定数倍を除き一意的) :
$D=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\Delta_{V})$ .

$\delta(V)$ を $\Delta_{V}(a)$ の次数とする $\text{。}$ N. Katz の公式によれぼ、 $c(V)=1+c_{1}(V)+\cdots+c_{n+1}(V)$

を全 Che.rn 類とするとき、 $\delta(V)$ は以下の公式により与えられる :
$\delta(V)=\mathrm{d}\mathrm{e},\mathrm{g}(\Delta_{V})=\int_{V}\frac{c(V)}{(1+c_{1}(V))^{2}}$ .

このとき、 $P^{0}$ 上の関数 $||\Delta_{V}^{1/\mathit{0}(V)}||\in C$
“ $(P^{0})$ を

$||\Delta_{V}^{\pi^{1}V\overline{)}}||([a]):=|\Delta_{V}(a)|^{\tau 7^{1}\neg V}$ . $||\eta_{a}||_{L^{2}}$

により定めることができる。実際、右辺は $\mathbb{C}^{*}$ の $\mathbb{C}^{N}\backslash \{0\}$ への作用に関して不変なので、
$P^{0}\lrcorner_{arrow}$.の関数を与える。 $||\Delta_{V}^{1/\delta(V)}||$ は、 $P^{0}$ 上の至る所で消えない。
最後に、有理数 $I(n)$ を以下のように定める :

$I(7l):=(-1)^{n+1} \{\frac{1}{12}+\sum_{p=0}^{r\iota}\sum_{\dot{\mathrm{z}}=0}^{p}(-1)^{i}p(\begin{array}{ll}n +1 i\end{array}) \frac{(p-i+1)^{n+2}-(p-i)^{n+2}}{(n+2)!}\}$ .
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Main Theorem 10. 以下の関係式が成り立つ :

$\nu=\deg\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}^{\cdot})=I(n)\delta(V)+\frac{\chi_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}}(X)}{12}$ .

さらに、 $P$ 上の正則直線束の同型 $\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}.)\cong(\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/P})^{\otimes\nu}$ を適当に選ぶことにより、以下

の $P^{0}$ .I^.の関数の等式が成り立つ :

$\frac{||\cdot||_{\hat{Q}}}{||\cdot||_{\dot{L}^{2}}^{\alpha\nu}|}=||\Delta_{\tilde{V}}^{\delta V)}||^{I(n)}1$ .

特に、 $P^{0}$ 上の Hemite 直線束の同型

$(\lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}^{\cdot}), ||\cdot||_{\hat{Q}})\cong(\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/P}, ||\cdot||_{L^{2}})^{\otimes\nu}\otimes(O_{P}, ||\Delta_{V}^{\tau*)}||^{I(n)}\cdot 1_{\mathcal{O}_{\mathcal{P}}})$

が成り立つ。ただし、 $1_{\mathcal{O}p}$ は自明束 $O_{P}$ 上の自明な計量である。 口

Remark. 計量 $||\cdot||_{L^{2}},$ $||\cdot||_{\hat{Q}}$ はともに自然な $PGL(N, \mathbb{C})-$作用で不変であるから、

Theorem 10 により関数 $||\Delta_{V}^{1/\delta(V)}||$ も $PGL(N, \mathbb{C})$-作用で不変である。従って、 $||\Delta_{V}^{1/\delta(V)}||$

を商空間 $7\mathit{2}0/PGL(N, \mathbb{C})$ -hの関数と見なすことができる。口
Theorem 10 の証明は、以下のカレントの等式を $P$ 上で示すことに帰着される :

(1) $c_{1}( \lambda(\Omega_{\mathcal{X}/P}^{\cdot})_{:}||\cdot||_{\hat{Q}})=I(n)\delta_{D}+\frac{\chi_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}}(X)}{12}\omega_{\mathrm{W}\mathrm{P}}$ ,

(2) $-dd^{c} \log||\Delta^{1}\overline{\delta(}\mathrm{t}\overline{\cdot.)}||^{2}|=-\frac{1}{\delta(V)}\delta_{D}+\omega_{\mathrm{W}\mathrm{P}}$ ,

(3) $c_{1}(\pi_{*}\omega_{\mathcal{X}/p,}||\cdot||_{L-}.,)=\omega_{\mathrm{W}\mathrm{P}}$ .

ここで、 \mbox{\boldmath $\delta$}っは因子 $D$ に台を持つ Dirac $\delta-$カレント、 $\omega_{\mathrm{W}\mathrm{P}}$ は Weil-Petersson 形式である。
(正確には、Weil-Petersson 形式を周期写像により $P$ に引き戻して得られる $(1, 1)-$カレント

である。)

(2)’. (3) は定義から直ちに従う。 (1) は’rheorem 5 を用いた計算 [BCOV, (5.30)」と $D$

の近傍で計量 $||\cdot||_{\hat{Q}}$ の特異性を調べることにより示される。 $||$ . ーの特異性を決定すること
が技術的に最も困難である。完全列 $(***)$ に対し Quillen 計量のアノマリー公式 $[\mathrm{B}\mathrm{G}\mathrm{S}$,
Th 0.3] を適用することにより、 この問題は適当な Bott-Chern 二次特性類の特異性を決定
することに帰着する。族 $\pi:\mathcal{X}arrow P$ に対し、 一般の特異ファイバーが高々孤立通常二重点を
.–つしか持たないことから、Bott-Che.rll 二次特性類の評価は孤立通常二重点の変形族に対し
て行えぼ良いことになる。 このように問題を局所化した上で、孤立超曲面特異点に附随する

Gauss 写像を経由して、最終的に問題を射影空間上の普遍ベクトル束の Bott-Chern 二次特
性類の計算に帰着させる。

\S 5. Borcherds 積に関連する例.
以下、 $V$ として $\mathrm{P}^{3}$ を考える。 このとき、 $\delta(V)=108$ である。 $X\in|K_{\mathrm{p}\mathrm{s}}^{-1}|$ は 4 次超曲

而であり、 従って次数 4 の $K3$ 曲面である。4 次曲面のモジュライ空間は $P^{0}/PGL(N, \mathbb{C})$

であり、 これは 19 次元 $\mathrm{I}\mathrm{V}$ 型領域 Dl’の算術商 $D_{19}/\Gamma_{4}$ のある Zariski 開集合 $.D_{19}^{0}/\Gamma_{4}$

と同–視される。この同- 視は以下に述べるように周期写像により与えられる :
$U$ を行列 $U=(\begin{array}{l}0110\end{array})$ に附随する双曲型格子、 $E_{8}$ を負定値 $E_{8^{-}}$ルート格子とする。 8のと

き、 格子 7’ を
$?^{\urcorner}=U(\overline{j}j\backslash \iota U’.\oplus\cdot E_{8}\oplus E_{8}\oplus\langle-4\rangle$
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にょり定める。 ここで、 $\langle-4\rangle$ は、 $\mathbb{Z}$ に内積 $\ovalbox{\tt\small REJECT},$

$y$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT}-4xy$ を入れて得られる 1 次元格子で
ある。 $7^{1}$ は符号が $(2, 19)$ で階数が 21 の格子である。 $T$ 上の内積を $\langle\cdot, \rangle_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ で表す。

$D_{9}$, を以下の集合とする $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$D_{19}=\{[x]\in \mathrm{P}(T^{\dot{\mathrm{y}},}\mathrm{i}_{\mathrm{t}}..\mathbb{C});\langle x, x\rangle_{T}=0, \langle x,\overline{x}\rangle_{T}>0\}$ .

$\Delta(T)=\{d\in T;\langle d, d\rangle_{T}=-2\}$ とし、 $D_{19}$ の Zariski 開集合 $D_{19}^{0}$ を以下のように定める :
$D_{19}^{0}=\{[x]\in D_{19}; \langle x, \delta\rangle_{T}\neq 0 \forall\delta\in\Delta(T)\}$ .

$D_{19}.,$ $D_{19}^{0}$ には算術的群 $\Gamma_{4}:=O(T)$ が作用し、商空間 $D_{19}/\Gamma_{4}$ および $D_{19}^{0}/\Gamma_{4}$ は準代数
多様体の構造を持つ $(\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{y}- \mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l})_{\text{。}}$ このとき、

$\mathcal{H}=D_{19}\backslash D_{19}^{0}$

は $D_{19}$ の因子である。
$X\subset \mathrm{P}^{3}$ を非特異 4 次曲面とする。 $H=c_{1}(O_{\mathrm{P}^{3}}(1))$ とおけぼ、 $H^{2}(X, \mathbb{Z})\cap H^{[perp]}\cong T$

が知られている。従って、 $H_{2}(X, \mathbb{Z})$ の基底を適当に定めることにより、周期写像

$\varpi:P^{0}/PGL(N,\mathbb{C})\ni[X_{a}]arrow(\int_{\alpha}\eta_{a})_{\alpha\in H_{2}(X_{a}.\mathbb{Z})}\in D_{19}^{0}/\Gamma_{4}$

が得られる。 ここで、 $\Gamma_{4}$ の作用は、 $H$ を保つ $H_{2}(X, \mathbb{Z})$ の基底の変換として現れる。
$\varpi(P^{0}/PGL(N, \mathbb{C}))$ は $D_{19}^{0}/\Gamma_{4}$ のある Zariski 開集合であることが知られている (J. Shah)。

さて、 上の Remark から、 関数 $||\Delta_{\mathrm{p}\mathrm{s}}^{1/108}||$ を $D_{19}^{0}/\Gamma_{4}$ 上の関数と同一視できる。 この関
数を $D_{19}$ 上の $\Gamma_{4}$ に関する保型形式 (の Petersson ノルム) として表すことができる。以

下、 それについて述べ、本稿を終える。
$D_{7}$ を $D_{7}$-型ルート格子とする。 $\gamma\in D_{7}^{\vee}/D_{7}$ に対し、 テータ級数 $\theta_{D_{7}+\gamma}(\tau)(\tau\in \mathbb{H})$ を

$\theta_{\mathrm{D}_{7}+\gamma}(\tau)=\sum_{m\in D_{7}+\gamma}\exp(\langle m_{:}7r|,\rangle_{D_{7}}\pi i\tau)$ により定める。 さらに群環 $\mathbb{C}[D_{7}^{\vee}/D_{7}]$ に値を

取るテータ級数 $_{D_{7}}(\tau)$ を、

$\mathrm{O}-_{D_{7}}(\tau)=\sum_{\gamma\in D_{7}^{\vee}/D_{7}}\theta_{D_{7}+\gamma}(\tau)\mathrm{e}_{\gamma}$

により定める。 ここで、 $\{\mathrm{e}_{\gamma}\}_{\gamma\in D_{7}^{\vee}/D_{7}}$ は $\mathbb{C}[D_{7}^{\vee}/D_{7}]$ の標準基底である。 $\Theta_{D_{7}}(\tau)$ は $SL(2, \mathbb{Z})$

の二重被覆 $Mp(2., \mathbb{Z})$ に関する $\mathbb{C}[D_{7}^{\vee}/D_{7}]$-値保型形式である。$(\Lambda fp(2, \mathbb{Z})$ の $\mathbb{C}[D_{7}^{\vee}/D_{7}]$ へ

の作用は We垣表現を考える。) また、 $\Delta(\tau)$ を Jacobi の $\Delta-$関数とする。 $q=e^{2\pi i\tau}$ とお

く。保型性から $\tau=+i\infty$ の近傍で $(-)_{D_{7}}(\tau)/\Delta(\tau)$ を以下のように展開することができる :

$\frac{\Theta_{D_{7}}(\tau)}{\Delta(\tau)}=\sum_{\gamma\in D_{7}^{\vee}/D_{7}}\mathrm{e}_{\gamma}c_{\gamma}(k)q^{k}k\in\frac{\sum_{1}}{4}\mathrm{Z}^{\cdot}$

が存在し、 $c_{\gamma}(k)=0(\gamma-k\not\in \mathbb{Z})$ である。
双曲型格子 $K$ を、

$K=U\oplus E_{8}\oplus E_{8}\oplus\langle-4\rangle$
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により定める。 $K$ の光錐を、 $C_{K}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow K\otimes \mathbb{R}\ovalbox{\tt\small REJECT}(v,$ $v\rangle$ $>0$ } により定める。 $U$ の標準基底
を $\mathrm{f}$ . $\mathrm{f}’$ とすれば、 以下の写像により管状領域 $K\otimes \mathbb{R}+iC_{K}$ と $D_{9}$, は同型である $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$K \otimes \mathbb{R}+iC_{K}\ni zarrow \mathrm{f}-\frac{\langle z,z\rangle_{K}}{2}\mathrm{f}’+z\in T\otimes \mathbb{C}$.

$C_{K}^{+}$ を尤錐の連結或分の $-arrow$つとし、 $D_{10}^{+}$ を $K\otimes \mathbb{R}+iC_{K}^{+}$ に対応する $D_{19}$ の連結或分とする。
Bolで herds によれば、 $K$ と $\Theta_{D_{7}}(\tau)/\Delta(\tau)$ から定まる $C_{K}^{+}$ 上の部屋構造 (chamber

structure) が存在する。その部屋の -^つを $W$ とする。 $W$ の双対錐を、

$W^{\vee}=\{v\in K\mathrm{t}^{\backslash }\delta \mathbb{R};\langle v, w\rangle>0, \forall w\in W\}$

により定める。

Theorem 11 [$\mathrm{B}$ , Th. 13 .3]. $K,$ $_{D_{7}}(\tau)/\Delta(\tau)$ , および $W$ により定まるベクトル
$\rho\in K’\cdot.\cdot\tau \mathbb{Q}\backslash >$ が存在し、以下の主張が成り立つ : $z\in K\otimes \mathbb{R}+iW$ で定義された無限積

$\Psi_{T}(z, \ominus_{D_{7}}/\Delta):=\mathrm{e}^{2\pi i\langle p.z\rangle_{K}}$ $\prod$ $(1-e^{2\pi i(\lambda,z\rangle\kappa})^{c_{\lambda}(\langle\lambda,\lambda\rangle_{K}/2)}$

$\lambda\in K$�口 $W^{\vee}$

は $\langle \mathrm{h}\mathrm{n}z, {\rm Im} z\rangle_{K}\gg 0$ のとき絶対収束し、 $D_{19}$ 上の $\Gamma_{4}$ に関する保型形式に解析接続される。
$\Psi_{T}$屋 $\Theta_{D_{7}}/\Delta$ ) の重さは、 $c_{0}(0)/2=54$ であり、 因子 $\prime H$ に 1 次の零を持つ。 (他の因子に

も高い次数の零を持つ。) 口

$\Psi_{l^{\mathrm{I}}},(z_{\backslash }_{D_{7}}/\Delta)$ の Petersson ノルムを以下のように定める :

$||$ 重 $T$
$(z, _{D_{\overline{l}}}/\Delta)||^{\mathit{2}}:=\langle{\rm Im} z, {\rm Im} z\rangle^{54}|\Psi_{T}(z, \mathrm{O}-_{D_{7}}/\Delta)|^{2}$ .

$||\Psi_{T}(\cdot. (-)_{D_{7}}/\Delta)||^{2}$ は $D_{19}$ 1..$\cdot$.の $\Gamma_{4^{-}}$不変 $C^{\infty}$,-級関数であり、 $D_{19}/\Gamma_{4}$ 上の関数と同一視さ
れる。 この同- 視の $\mathrm{t}\overline{.}$に、 我々は以 \beta .の定理を示すことができる :
Theorem 12. $P^{0}$ -b.の関数として、 以 $1^{\hat{\text{、}}}$の等式が成り立つ :

$||\Delta^{\frac{1}{V11\mathrm{J}\mathrm{S}}}||^{108}=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . $\varpi^{*}||\Psi_{T}(\cdot, \ominus_{D_{7}}/\Delta)||^{2}$ . $\square$

右辺が微分方程式 (2) をみたすことを確認することにより、Theorem 12 が示される。 自
然な射影 $D_{19}arrow D_{19}/\Gamma_{4}$ が因子 $\mathcal{H}$ で. $\wedge\cdot$重に分岐すること (保型形式の重さ 54 と $\Delta_{\mathrm{P}^{3}}$ の次

数 108 に関係する) 、および $\Psi_{\Gamma},(\tilde{4}\backslash _{r)-}, /\Delta)$ の零因子で周期写像 $\varpi$ による引き戻しが再び
$P$ の因 f-になるものは $\mathcal{H}$ に限られることが証明の鍵となる。
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