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1 はじめに

Jula Robinson ([1]) は 1959年数体 ( $\mathbb{Q}$ の有限次代数拡大体) の中で $\mathrm{N}$がはっ
て $\mathbb{Z},$ $\mathbb{Q}$ も) $\emptyset$-definable である事を示した。 従って次の疑問が自然に起こってくる。

Question 1 $\mathbb{Q}$ の無限次代数拡大体で $\mathrm{N}$ は $(\emptyset-)definable$ が ?

勿論 $\overline{\mathbb{Q}}$ では当然に $\mathrm{N}$ は definable でなく、 $R=\mathbb{R}\cap\overline{\mathbb{Q}}$ では (Ldefinable でな 1\searrow 従っ
て他の $\mathbb{Q}$ の無限次代数拡大体について疑問が生じる。以下 Julia Robinson の証明を
紹介し、その途中までが簡単な (多分最も簡単な) $\mathbb{Q}$の無限次代数拡大体につぃて同
様に成り立つことを示す。

2 Julia Robinsonの証明
証明は 2段階に分かれている。

1. 任意の数体の代数的整数環の中で $\mathrm{N}$ は $\emptyset$-definable である。
2. 任意の数体の中でその代数的整数環は (Ldefinable である。

. こでは 2 の証明を簡単に紹介する。 以下 $F$ を数体, $O$ を $F$ の代数的整数環, $\mathfrak{p}$ 等は
$\mathrm{O}$ の素イデアルまたは付値を示す事にする。 キーとなる定理は次のものである。

Theorem 2 $m$ をすべての素イデアル $\mathfrak{p}$ に対して $\mathfrak{p}^{m}\int 2$ となる自然数として, 次の
fomvla を $\varphi(a, b, c)$ で表わす。

$\exists x,y,$ $z(1-abc^{2m}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2})$

さらに $\psi(t)$ は次の $fom\iota da$を表わす事にする。

$\forall a,$ $b(\forall c(\varphi(a, b, c)arrow\varphi(a, b, c+1))arrow\varphi(a, b,t))$

すると $\mathbb{Z}\subseteq\psi(F)\subseteq \mathrm{O}$ である。
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任意の $a,$
$b$ に対して $F$ で $\varphi(a, b, 0)$ が成り立つから, 明らかに $\psi(F)\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathbb{N}$ であり, ま

た $F$ で任意の $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に対して $\varphi(a, b, \mathrm{c})rightarrow\varphi(a, b, -c)$ が成り立つから $\mathbb{Z}\ovalbox{\tt\small REJECT}\psi(F)$ である。
従って $tarrow F\backslash \mathfrak{d}$ を取ったとき,

$\forall c(\varphi(a, b, \mathrm{c})arrow\varphi(a, b, c+1))arrow\varphi(a, b,t)$

が成り立たないような $a,$ $b\in F$ を見つければよい。 ここで整数論を使う。次の二っの
補題がキーである。

Lemma 3 与えられた素イデアル $\mathfrak{p}_{1}$ に対して, 次を満たす $\mathrm{O}$ で互いに素な $a,$ $b\in \mathrm{O}$

がある。
1. $(a)=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{2k}$ , ここで各 p\sim ま相異なり, 2 の素因子をすべて含む。
2. $b$ If totally positive prime number in 0-C, $(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1\Leftrightarrow \mathfrak{p}|a$.

Lemma 4 $a,$ $b$ を前の lemmaの条件を満たすものとして, $m$ をすべての素イデアル
$\mathfrak{p}$ [こ対して $\mathfrak{p}^{m}\beta$ となる自然数とすると,
$F\models\exists x,$ $y,$ $z(1-abc^{2m} =x^{2}-ay^{2}-bz^{2})$ iff $c$ is $a\mathfrak{p}$ -adic integer for all $\mathfrak{p}$ such that
$\mathfrak{p}|a$ .

Pmof of Theorem 2. 今 $t\in F\backslash 1\supset$ を取ると, ある $\mathfrak{p}_{1}$ ‘|こ対して $t$ は $\mathfrak{p}_{1}$-adic integer
ではない。 ( $\mathrm{O}=\bigcap_{\mathrm{p}}\mathrm{O}_{\mathfrak{p}}$ である。 $\mathrm{O}_{\mathfrak{p}}$ は $F_{\mathfrak{p}}$ の $\mathfrak{p}$ 進整数環。) この $\mathfrak{p}_{1}$ に対して Lemma 3
を適用して, $a,$

$b$ を取る。 Lemma 4 より明らかにこの $a,$
$b$ に対して,

$F\models\neg\varphi(a, b, t)\wedge\forall c(\varphi(a, b, c)arrow\varphi(a, b, c+1))$

であるから, $F$ で $\psi(t)$ は戒り立たない。 口

$F$ で $\mathrm{O}$ が $\emptyset$-definableである事は容易である。今 $a_{1},$ $\ldots,$
$a_{s}$ を $\mathrm{O}$ の integral basis と

し (ここで $s=[F:\mathbb{Q}]$), $P_{i}(x)$ を $a_{i}$ の $\mathbb{Q}$上の最小多項式 (従って $\mathbb{Z}$ 上の多項式) と
すると, $F$ で

$t\in]\supset\Leftrightarrow\exists x_{1},$
$\ldots,$

$x_{\partial},$ $y_{1},$
$\ldots,$ $y_{\mathrm{s}}(t=x_{1}y_{1}+ \cdots+x_{\mathit{8}}y_{s}\wedge\bigwedge_{i}P_{\dot{\alpha}}(y_{\dot{v}})\Lambda\wedge\dot{.}\psi(x_{i}))$

が成り立つ。

Lemma 3,4の証明には以下の整数論からの事実が必要である。

Fact 5 $a,$ $b\in \mathrm{O}\backslash \{0\}$ とし, $\mathfrak{p}$ を素イデアノレ, $m$ を $\mathfrak{p}^{m}\parallel 2$ なる自然数とする。 もし
$a\not\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}^{2})$ かつ $a\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}^{2m})$ ならば $a,$

$b$ は同じ $\mathfrak{p}$ -adic class[こ属して $\iota\backslash$ る
(つまり $a/b\in F_{p}^{2}$ )

。
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Fact 6 $a,$ $b\in \mathfrak{d}\backslash \{\mathrm{O}\}$ とする。 もし $(a, b)_{\mathrm{p}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 1 ならば $\mathfrak{p}$ {ま Aoehimedean vduahon
かまたは $2ab$ を割る素イデアノレである。従って $(a, b)_{\mathrm{p}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 1 となる valuationは有限個
である。

ここで $(a,b)_{\mathfrak{p}}$ は Hilbert symbol である, っまり

$(a, b)_{\mathfrak{p}}=\{$
+1 if $ax^{2}+$ 皓$2_{=1}$ is solvable in $F_{\mathfrak{p}}$ ,
-1 otherwise.

Fact 7 $a\in \mathrm{O}$ として $a||\mathfrak{p}$ (つまり $\mathfrak{p}|a$ で $\mathfrak{p}^{2}\parallel a$ ) ならばある $b\in \mathrm{O}$ があって $\mathfrak{p}\parallel b$ で
$(a,b)_{\mathfrak{p}}=-1$ .

Fact 8 $a$ , b\in F*tこ対して, $(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1$ となるの [ま偶数個の valwtion[こ対してで
ある。

Fact 9 各イデア Jレ類 (ideal clus) [こ [ま無限個の素イデアノレがある。

ideal class とは $F$ の 0イデアルと異なる分数イデアル全体のなす群を 0イデアルと
異なる単項分数イデアルのなす部分群で割った剰余群の各類のことである。

Fact 10 $a\in \mathrm{O}$ がイデアル $\mathfrak{n}\iota$ と互いに素ならば, $p\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m})$であるような総正
(totally positive) な素元 $p$ が無限個ある。

$p$ が totauy positive とは $p$ の $\mathbb{Q}$上共役なもののうち実なものすべてが正である事で
ある。

Fact 11 $h\in F^{*}$ が $F$ で $x^{2}-ay^{2}-bz^{2}$ の形}こ表わされる $\Leftrightarrow$ $(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1$ であるよ
うな $\mathfrak{p}$ [こ対して $h$ が一 ab と同じ $\mathfrak{p}$ -adic class[こ属さない。

Pmof of Lemma 3. $\mathfrak{p}_{1},$

$\ldots,$
$\mathfrak{p}_{2k-1}$ を 2 の素因子すべてを含む相異なる素イデアノレの

集合とする。且を積 $\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{2h-1}$ を含む ideal class とする。 Fact 9 より各 $\mathfrak{p}$: と異なる
$\mathfrak{p}_{2k}$ を ideal class fi-1 から取る事ができる。 すると $\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{2k}$ は単項イデアノレである。
$a$ をその生成元とする。 っまり, $(a)=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{2k}$ .
次}こ $b$ を決める。 Fact 7 より, 各 $i=1,$ $\ldots,$

$2k$ }こ対して $\mathrm{O}$ がら $b_{\dot{l}}$ を $\mathfrak{p}:\Lambda b_{i}$ で
$(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1$ であるように取れる。 $m$ をすべての素イデアル $\mathfrak{p}$ に対して $\mathfrak{p}^{m}\beta$ となる
自然数とする。 Fact 5 より, もし

$x\equiv b_{i}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}_{i}^{2m})$ for $i=1,$ $\ldots,$
$2k$
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ならば $x$ と $b_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ は同じ $\mathfrak{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}$-adic class tこ入るので, 各 $i$ [こ対して $(a, x)_{\mathrm{P}\mathrm{i}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 1 である。
Chinese Remainder Theorem より, 上の連立合同式{ま $\mathfrak{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m}\cdots \mathfrak{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を法としてただ 1 つ
の解 $\mathrm{c}arrow \mathfrak{d}$ を持っ。 $\mathrm{c}$ は $\mathrm{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m}\cdots$ 目$\mathrm{r}$ と互いに素である。 Fact 10 より,

$p\equiv c$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}_{1}^{2m}\cdots \mathfrak{p}_{2k}^{2m})$

なる totally positive prime number $p\in D$ が無限個ある。 そのうちの 1 っを $b$ とする。
$c$ は $a$ と互いに素であるから, $b$ も $a$ と互いに素である。
あと $(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1\Leftrightarrow$ $\mathfrak{p}|a$ である事を示す。 まず作り方より, 再び Fact 5 より,

$i=1,$ $\ldots,$
$2k$ [こ対して $(a, b)_{\mathrm{P}*}$. $=-1$ である。 $b$ は総正だからすべての Archimedean

valuation $\mathfrak{p}$ tこ対して $(a, b)_{\mathfrak{p}}=+1$ である。Fact 6 より $(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1$ となりえる valuation
は $\mathfrak{p}=(b)$ だけである。 しかし Fact 8 よりこれはありえない。 よってぃえた。 $\square$

Remark 12 上の証明から分かるように, $(a, b)(b)=+1$ である。 これを次節で使う。

Proof ofLemma 4. 一般に $F$の元 $\mathrm{c}$は共通の素因子を持たないような $u,$ $v\in D,$ $v\neq 0$

で $c=u/v$ と表わせる。 よってこのような $u,$ $v$ [こ対して,

$F\models\exists x,$ $y,$ $z(v^{2m}-abu^{2m}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2})$ iff $\mathrm{v}$ is prime to a

を示す。
$h=v^{2m}-abu^{2m}$ とおく。 Fact 11 より,

$F\models\exists x,$ $y,$ $z(v^{2m}-abu^{2m}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2})$ iff $i=1,$ $\ldots,$
$2k$ [こ対して, $h$ は一 ab と向

じ $\mathfrak{p}_{i}$-adic class}こ入らない,

が成り立つ。
ある $i$ で $\mathfrak{p}_{i}|v$ とする。 $\mathfrak{p}_{i}$ {ま $u$ や $b$ を割らないから,

$h\not\equiv \mathrm{O}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}_{\dot{\iota}}^{2}),$ $h\equiv-abu^{2m}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}_{}^{2m})$

である。Fact 5 より, $h$ は一 $abu^{2m}$ と同じ $\mathfrak{p}$:-adic class Iこ入ってぃる。 この class は一 ab
の class と同じである。 従って $h$ は $x^{2}-ay^{2}-bz^{2}$ の形では表わせな $\mathrm{t}\backslash \text{。}$

逆に $v$ は $a$ と互いに素であるとする。すると眉ま $a$ と互いに素であり, $\mathfrak{p}_{i}$ が T度きっ
かり一度だけ ab を割る事より, $h$ と一 ab とは同じ $\mathfrak{p}_{i}$-adic class Iこは入らな 1 従って
$h$ は $x^{2},-ay^{2}-bz^{2}$ の形で表わせる。 口

Remark 13 上の証明は,
$l$ . $(a)=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{2k}$ , ここで各 $\mathfrak{p}_{i}$ は相異なり, 2 の素因子をすべて含む。
2. $b$ は $a$ と互 4 [こ素で, $(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1\Leftrightarrow \mathfrak{p}|a$.

である事だけを使っている。 これを次節で使う。
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3 Theorem 2の無限次代数拡大体への拡張
$\zeta_{m}$ を 1 の原始 $m$乗根とし, $l$ を奇素数とする。 $F_{0}=\mathbb{Q},$ $n>0$ に対して $F_{n}$ $=\mathbb{Q}(\zeta_{l^{n}})$

として, $K= \bigcup_{n}F_{n}$ とおくと, $F_{0}\subset F_{1}\subset F_{2}\subset\cdots$ であり, $K$ は $\mathbb{Q}$ の無限次 Abel拡
大である。 $\mathrm{O}_{n}\text{を}F_{n}$ の代数的整数環とすれば $K$の代数的整数のなす環は $\ddagger\supset_{K}=\bigcup_{n}\mathrm{O}_{n}$

である。 本節では次の定理を証明する。

Theorem 14 次の formvla を $\varphi(a, b, c)$ で表わす。

$\exists x,y,$ $z(1-abc^{4}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2})$

さらに $\psi(t)$ は次の formvlaを表わす事にする。

$\forall a,$ $b(\forall c(\varphi(a, b,c)arrow\varphi(a, b,c+1))arrow\varphi(a, b,t))$

すると $\mathbb{Z}\subseteq\psi(K)\subseteq \mathrm{O}_{K}$ である。

証明には次の円分体に関する事実を使う。

Fact 15 $0<i<j$ とし, $\mathfrak{p}$ を $F_{i}$ の素イデアノレとする。

1. $\mathfrak{p}$ [ならば, $\mathfrak{p}$ の $F_{j}$ での素因子分解は, $\mathfrak{p}=\mathfrak{P}_{1}\cdots \mathfrak{P}_{g}$ . ここで $g$ は $[F_{j} : F_{1}.]=l^{j-:}$

の約数である。

2. $\mathfrak{p}|l$ ならば, $\mathfrak{p}$ の $F_{j}$ での素因子分解は, $\mathfrak{p}=\mathfrak{P}^{j-i}$ . ここで $\mathfrak{p}=(1--\zeta l^{j}),$ $\mathfrak{P}=(1-\zeta_{lj})$

である。

Fact 16 $0<i<j$ とし, $a,$ $b\in F_{i},$ $\mathfrak{p}$ を $F_{i}$ の素イデアノレとし, $\mathfrak{P}$ を $F_{j}$ での $\mathfrak{p}$ の素因
子とする。

$(a, b)_{\mathfrak{p}}=-1$ ならば $(a, b)_{\mathfrak{P}}=-1$ であり, $(a, b)_{\mathfrak{p}}=+1$ ならば $(a, b)_{\mathfrak{P}}=+1$ である。

一般に, 次の事が成り立っ。

1. $(a_{1}a_{2}, b)_{\mathfrak{p}}=(a_{1}, b)_{\mathfrak{p}}(a_{2}, b)_{\mathfrak{p}}$

2. $K,$ $k$ を数体とし, $K_{\mathfrak{P}}/k_{\mathfrak{p}}$ が有限次拡大, $b\in k_{\mathfrak{p}},$ $\alpha\in K_{\mathfrak{P}},$ $a=N_{K\mathfrak{p}/k,}(\alpha)$ とする
と, $(\alpha, b)_{\mathfrak{P}}=(a, b)_{\mathfrak{p}}$ .
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ここで $\mathit{0}<i<j$ とすると, $(\ovalbox{\tt\small REJECT})_{\mathrm{p}}/(F\mathrm{i})_{\mathrm{a}}$は次数が $[\mathrm{f}\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}^{\mathrm{f}}\ovalbox{\tt\small REJECT}]\ovalbox{\tt\small REJECT} r^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ を割り切る有限次拡
大である。次数を $u$ とすると $N\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) $\mathrm{a}/(F\mathrm{i})_{\mathrm{p}}(a)\ovalbox{\tt\small REJECT} a^{u}$だから, 上の事実より $(a, b)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}(a, b)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となる。 $u$ は奇数より Fact 16 が出る。

Proof of Theorem 14. $\mathbb{Z}\subseteq\psi(K)$ は明らかである。今 $t\in K\backslash \mathrm{O}_{K}$ を取る。 $t$ を含む
$F_{n}$ を 1 つ固定する。 $n>1$ に取る。
するとある $F_{n}$ の素イデアノレ $\mathfrak{p}_{1}$ [こ対して, $t$ は $\mathfrak{p}_{1}$-adic integer ではない。 この $\mathfrak{p}_{1}$ [こ

対して Lemma 3 を適用して, $\mathrm{O}_{n}$ から $a,$
$b$ を取る。

1. $(a)=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{2k}$ , ここで各 $\mathfrak{p}_{i}$ は相異なり, 2 の素因子をすべて含む。

2. $bl\mathrm{h}$ totally positive prime number in O-C, $(a, b)_{\mathrm{p}}=-1\Leftrightarrow \mathfrak{p}|a$ .

であるが, $\mathfrak{p}_{2},$

$\ldots,$
$\mathfrak{p}_{2k}$ の各素因子は素数 $l$ を割らないように取れる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ では Fact 15 より, すべての素イデアル $\mathfrak{p}$ に対して $\mathfrak{p}^{2}\beta$ だから前節の Lemma 4
より $1-abt^{4}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2}$ は解 $x,$ $y,$ $z$ を $F_{n}$ [こ持たな 4‘。

あと $s>n$ として, この等式が $F_{s}$ でも解 $x,$ $y,$ $z$ を持たな|$\sqrt$ ‘事を $\mathrm{t}\backslash$ えぱよ $1\backslash \text{。}s-n$

を偶数に取る。

case 1. $\mathfrak{p}_{1}$ が素数 $l$ の素因子でないとき:

まず $a,$ $b\in \mathrm{O}_{\delta}$ で $a$ と $b$ は $\mathrm{O}_{n}$ で互いに素であるから, $\mathrm{O}_{\epsilon}$ でも互いに素である。
Fact 15 より $F_{s}$ での素因子分解は,

1. $(a)=\mathfrak{P}_{1}\cdots \mathfrak{P}_{2r}$ , ここで各 $;\mathrm{p}_{i}$ は相異なり, 2 の素因子をすべて含む。
となる。
また $b$ は $F_{\mathit{8}}$ でも総正であることと, Remark 12 と Fact 16 より

2. $a$ と $b$ は $\mathrm{O}_{n}$ で互い [こ素で, $(a, b)_{\mathfrak{P}}=-1\Leftrightarrow \mathfrak{P}|a$.
がいえる。 Remark 13 より, $m$ を 2 とした Lemma 4 が a で成り立ち, 同じように
して, $1-abt^{4}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2}$ は解 $x,$ $y,$ $z$ を $F_{\partial}$ [こ持たない。

case 2. $\mathfrak{p}_{1}$ が素数 $l$ の素因子であるとき:

Fact 15 より $F_{\mathit{8}}$ での $a$ の素因子分解は,

1. $(a.)$ $=\mathfrak{P}_{1}^{l^{\epsilon-n}}\cdots \mathfrak{P}_{2r’}$ , ここで各 ${}^{t}\beta_{i}$ は相異なり, 2 の素因子をすべて含む。
となる。 Fact 15 より $\mathfrak{P}_{1}=(1-\zeta_{l^{\mathit{8}}})$ である。 $a’=a/(1-\zeta_{l^{\text{\’{e}}}})^{l^{t-n}-1}$ とおくと,

1. $(a’)$ $=\mathfrak{P}_{1}\cdots \mathfrak{P}_{2r’}$ , ここで各 $\mathfrak{P}_{i}$ は相異なり, 2 の素因子をすべて含む。
次{こ $a=a’((1-\zeta_{l^{s}})^{(l^{\epsilon-n}-1)/2})^{2}$ より, 各 $i$ {こ対して $(a, b)\mathfrak{P}=(a’, b)_{\mathfrak{P}}$ である。

( $(l^{s-n}-1)/2$ は整数) よって,
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2. $a’$ と $b$ は $\mathrm{O}_{s}$ で互い [こ素で, $(a’, b)_{\mathfrak{P}}=-1\Leftrightarrow \mathfrak{P}|a’$ .
従って同様に,
$1-a’bc^{4}=x^{2}-a’y^{2}-bz^{2}$ は解 $x,$ $y,$ $z$ を $F_{s}$ [こ持っ \Leftrightarrow c は $\mathfrak{P}|a’$ なる $\mathfrak{P}$ [こ対して

$\mathfrak{P}$-adic integer, が成り立つ。

今 1 $-abt^{4}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2}$ が解 $x,$ $y,$ $z$ を $F_{s}$ {こ持つとする。 $s-n$ が偶数より
$(l^{\epsilon-n}-1)/4$ は整数だから,

$1-a’b(t(1-\zeta_{l^{\partial}})^{(l^{\epsilon-n}-1)/4})^{4}=x^{2}-a’((1-\zeta\iota*)^{(l^{\iota-n}-1)/2}y)^{2}-bz^{2}$

が解 $x,$ $y,$ $z$ を $F_{s}$ [こ持つこと [こなる。 しかし $t(1-\zeta_{l^{\delta}})^{(l-1)/4}.-n$ (ま $\mathfrak{P}_{1}$ {こ対して $\mathfrak{P}_{1}$-adic
integer [こならな $\iota\backslash$から矛盾する。 よってこのときも $1-abt^{4}=x^{2}-ay^{2}-bz^{2}$ は解
$x,$ $y,$ $z$ を $F_{\mathit{8}}$ に持たな $\iota\backslash \text{。}$ 口

4 終わりに

J.Robinson([l]) の方法では Theorem 14 が $\iota\backslash$えてもそこから $\mathrm{O}_{K}$ の definability は
出てこない。 しかし無限次代数拡大体 $K$ は算術性を色濃く持った体といえる。 ちな
みに $\overline{\mathbb{Q}}$ はまったく算術性のない体といえる。従って $K$ はその中で $\mathrm{N}$ を定義できる可
能性があるものと思われる。
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