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フィルタリングと変分法を用いた Kyleモデルの分析*

Ⅰ 序

従来の金融工学 ･金融経済学では完全情報と

合理的経済主体の仮定を置いた上で証券価格の

形成過程やその性質について議論してきた｡完

全市場の仮定の下では,市場参加者が均一的に

保有する入手可能な情報が全て証券価格に織 り

込まれる｡また,強い意味での市場効率性の下

では (中心極限定理によって)価格は幾何 Brown

運動に従い,この場合,CAPM の β,即ち市

場ポートフォリオの収益率との共分散によって

証券の収益率 ･リスクを把握することが可能と

なる｡ しかしながら,現実の金融市場において

はいわゆる情報の非対称性が存在 し,完全情報

は非常に強い仮定,また場合によっては間違っ

た結果を生じる仮定であることは広 く認められ

ているところである｡例えば,証券コンサルタ

ントや経済評論家の存在は情報の非対称性の存

在を裏付けるものであるということができよう｡

また,学術的にもFama [1991]などによって

証券市場が市場効率的であるという仮説は否定

されている｡ したがって,情報の非対称性を織

り込んだモデルの構築が今後の金融工学 ･金融

経済学の課題であると言えよう｡

情報の非対称性をモデル化 した代表的なもの

としては Kyle[1985]が ある｡Kyle[1985]

では1人の独占的情報 トレーダーと流動 トレー

ダー,及びマーケットメーカーが市場を形成し,

情報 トレーダーが持つ私的情報が価格にどのよ

うに織 り込まれていくかを考察している｡Kyle
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[1985]で得 られた特に重要な結果 として,

Kyleの )と呼ばれる,注文量に対する価格感

応度が連続時間の場合には時間を通 して一定で

あるという点が挙げられる｡ 即ち,均衡におい

ては,価格を設定する役割を担 うマーケット

メーカーにとって,各時点の注文量の持つ情報

の質が不変であるということを示している｡

Kyle[1985]以降,このモデルの様々な拡

張 ･一般化が行われてきた｡その中で Back

andPedersen [1998]では情報 トレーダーの

観察する私的情報が時間とともに変化する,逮

の見方をすると不完全な私的情報を観察する独

占的情報 トレーダーの仮定と,流動 トレーダー

の不確実性 (瞬間的な注文量の標準偏差を表す

拡散係数)が変化するとの仮定の下での市場均

衡の性質を考察 している｡ そして,Kyleの )

は Kyle[1985] と同様に一定値を取ることが

証明されている｡ 即ち,私的情報の不確実性と

情報取引の非定常性をモデルの中に導入したと

しても結果に大きな影響を与えないということ

が分かる｡

Back and Pedersen[1998] の モ デ ル は

Kyle[1985] に対する拡張 としてはモデルの

現実性を勘案すると学問的意義のあるものと言

えよう｡ 但 し,ここで検討する必要があるのは,

彼らが均衡解の導出に当たって,複雑な Bel1-

man方程式を導出し,それを基に偏微分方程

式を解 くという方法を採用 しているという点で

ある｡ この方法は解の導出方法自身のみならず,

モデルの構造や解の性質を考察する際にも直感

的理解が容易であるとは言い難い｡また,解の

導出に当たって変数の正規化を行っているため,

元々の変数と得られた均衡解と関係が不明確な

ものとなってしまう｡ さらに,情報 トレーダー
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を複数人に拡張 した Backetal.[2000]でも

均衡解の導出に同様の手法が採られているが,

そこではさらに複雑な手続きを踏まざるを得ず,

これがモデル構造の理解を妨げているというこ

とが言えよう｡

そこで,本論では BackandPedersen[1998]

と同じモデルを考えるが,その均衡解導出に際

して,フィルタリングおよび変分法という手法

を採用する｡ フィルタリングとは,ある確率過

程に対してノイズ付きの不完全な情報 しか観察

できない場合に,この不完全な情報を基に真の

確率過程を推定する際に用いる手法であり,辛

宙工学などにおける推定問題など,様々な分野

で用 い られ てい る ものであ る｡ Backand

Pederson [1998]でも一部 フィルタリングの

議論を用いて証明を行っているが,本論ではよ

り直接的な形で適用することにより,議論を明

確にするとともに証明を簡素にする｡ 具体的に

は,マーケットメーカーが流動 トレーダーの注

文というノイズの入った市場全体の注文量に対

して,情報 トレーダーがもっている私的情報を

推定しようという問題に用いられる｡一方,変

分法とはある制御変数を用いて汎関数の最適化

を行う問題であり,解析力学や最適制御で頻繁

に用いられる手法である｡ これを情報 トレー

ダーの利潤最大化問題に応用する｡ 利潤最大化

問題に変分法を用いることによって,均衡解の

導出が 1つの常微分方程式 (Euler方程式)に

集約され,解の導出とモデルの構造把握が容易

になるという利点があるだけでなく,Backet

al.[2000]など,情報トレーダーが複数人い

る場合のモデル拡張にも適用可能になる｡ 即ち,

簡素かつ拡張性の高い手法であることが分か

る1)｡

再掲するが,フィルタリングと変分法を用い

た証明方法が以下の点で優れていることを強調

したい｡即ち,

1) 証明の手順が BackandPedersen[1998]

1) 本論で用いたフィルタリングと変分法を用いた証明方

法 の Backetal.[2000]- の適 用 につ い て は西 出

[2003]を参照されたい｡
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や Backetal.[2000]に比 して非常に簡

素化すること,

2) 変数の正規化等の必要がないため,モデ

ルの元々のパラメータでの分析が可能とな

ること,

3) 手法そのものが確率過程の推定問題や汎

関数最適化に良く用いられている方法であ

り,馴染みがあること,

4) 以上の理由から,モデルの構造を直感的

に把握することが可能となり,均衡解の性

質やその起因を理解することが容易となる

こと,

という点が利点であり,本論の貢献であると言

える｡ 尚,当然のことながら,モデルの結果そ

の ものは BackandPedersen[1998] と変わ

らないものである｡

本論の構成は以下の通 りである｡まず,第

Ⅱ節でモデルの概要 ･仮定を述べる｡ その上で,

第Ⅲ節でフィルタリングと変分法を用いて均衡

解を導出し,その性質について議論する｡ 最後

に第Ⅳ節で結論を述べる｡

ⅠⅠ モ デ ル

Kyle[1985]や BackandPedersen [1998]

と同様の連続時間証券市場モデルを考える｡ こ

の証券市場では1種類の証券 (危険資産)が取

引されている｡ 取引時点は J∈ [0,1]で連続

的に行われる｡ 時点 1の取引終了直後に証券の

利得 Ⅴ(1)が実現 し,全ての証券が清算 され

る｡ この証券の清算価値 V(i)については以下

の仮定を置 く｡ 即ち,時点 Oでは平均 P(0),

分散 ∑Oの正規分布に従い,時点 t∈ [0,1]

では以下の拡散過程に従う｡

dV(i)-T(i)dW(i) ( 1)

ここで,γ(t)はある既知の非負確定関数と

し,十分に滑らか (必要な回数だけ微分可能)

とする｡ また,(W (i))は標準ブラウン運動

(ウィーナー過程) とする｡ したがって,以下

のように書き換えることも可能である :
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V(i)-V(0)+/:T(S)dW(S) (1I)

γ(i)は時点 tにおいて価格がどれ くらい変

化する可能性があるかという変動性を表す指標

と見ることができる｡ 季節性商品を取 り扱う企

莱,例えばスキー用具製造業者を考えると,秋

から冬に掛けては取扱商品の売 り上げが業績を

大きく左右する一方,夏場には売 り上げがほと

んどなく,企業業績に与える影響は少ない｡関

数 γ(i)を取 り入れることによってこのような

現象をモデルに組み込むことが可能となる｡

市場には3種類の市場参加者が存在する｡ 独

占的情報 トレーダー ･流動 トレーダー ･および

マーケットメーカーである｡ それぞれについて,

以下で説明する｡

独占的情報 トレーダーは時点 tにおいて他の

市場参加者が知 ることので きない流動価値

Ⅴ(∫)を観察することができる｡ この観察 した

V(i)を基に情報 トレーダーは時点 tから t+

dJにおいて以下の線形取引戦略に基づいて

マーケッ トメーカーに売買注文 dX(i)を行

う:

dX(i)-β(i)(V(i)-P(i))dt (2)

ここで,P(i)は時点 tにおいてマーケット

メーカーが設定する市場取引価格である｡ また,

β(i)は情報 トレーダーの戦略変数で 才につい

ての確定関数とする｡

流動 トレーダーは流動性制約や政治的理由な

どの外生的要因によって市場に参加 している｡

彼らの累積注文量 Z(i)は以下の拡散過程に従

う:

dZ(i)-a(i)dU(i) (3)

但 し,cT(i)は厳密に正の値を取る既知の確

定関数で十分 に滑 らか と仮定する｡ また,

(U(i))は標準ブラウン運動で他の全ての確率

変数と独立とする｡o(t)は時点 tにおいて流

動取引がどの程度不確実であるかという変動性

を表す指標と見ることができる｡ 現実に観測さ

れる市場においては,例えば期末の取引需要な
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ど,時期によって外生的取引が増加する現象が

見られる｡ 関数 6(i)を取 り入れることによっ

てこのような現象をモデルに組み込むことが可

能となる｡

最後に,マーケットメーカーについて触れる｡

マーケットメーカーは市場価格 P(i)を設定す

るとともに,情報 トレーダー ･流動 トレーダー

からの売買注文に応 じて市場を成立させる｡

マーケットメーカーは自らへの注文が情報 ト

レーダーからのものか,あるいは流動 トレー

ダーからのものかを区別することができない｡

いま,市場全体の累積注文量を Y(i)-X(i)+

～(∫)とする｡このとき,マーケットメーカー

は以下の線形価格戦略によって取引価格 P(i)

を更新する :

dP(i)-)(i)dY(i) (4)

但 し,)(i)はマーケットメーカーの戦略変

数であり,才についての確定関数とする｡

各市場参加者の戦略が明らかになったところ

で,市場均衡を定義する｡

定義 1 市場均衡とは以下の2つの条件を満足

するような関数の組 (β(i),)(i))を言う｡

1.利潤最大化 :β(i)は以下の情報 トレー

ダーの期待利潤を最大化している :

El/.1(V(1)-P(i))dX(i)] (5)

2.市場効率性 :)(i)は価格が流動価値

V(t)の条件付期待値 となるように設定さ

れている :

p(i)-Elv(i)1(Y(S))S<,] (6)

ここで,β(i)と)(i)について若干の言及を

してお く｡β(i)は情報 トレーダーの戦略変数

である｡いま,例えば β(∫)を大 きく取ると

(2)式より時点 Jでの瞬間的利潤は大きくなる｡

しかしながら,モデルの構造から分かるように

あまりに大きなβ(i)を取るとマーケットメー

カーに対 して清算価値 Ⅴ(～)についてのより正

確な情報を与えてしまうことになり,その後の
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取引で得られる利潤が減少する可能性がある｡

したがって,現時点での瞬間的利潤と将来時点

での期待利潤 との トレー ドオフの中で最適な

β(i)を選択することになる｡ 一方,)(i)は

(4)式から分かるように市場全体の注文量 1単

位に対 してどれだけ価格が変化するかを表す指

標である｡ この値が小さければ小さいほど市場

には厚みがあると言われ,流動性が高い市場と

いう理解が可能である｡

以上でモデルの説明が終わった｡次節で解の

導出を行う｡

ⅠⅠⅠ 解 の 導 出

最初にマーケットメーカーの推定問題(6)を

考える｡ 前節のモデル ･仮定によってマーケッ

トメーカーの推定問題(6)は以下のフィルタリ

ング問題に帰着される :

状態変数 :dV(i)-γ(i)dW(i) (1)

観察変数 :dP(i)-)(i)β(i)V(i)dt

-)(i)β(i)P(i)dt

+)(i)o(i)dU(i) (7)

(7)は(4)に(2)と(3)を代入することで容

易 に得 られ る｡ こ こで,M(i)-E[V(i)

I(Y(S))S≦-]お よび ∑(i)-Varlv(i)HY(S))

S≦t]と定義すると,明らかに

M(i)-Elv(i)I(p(S))S<,] (8)

∑(i)-varlv(i)Hp(S))S≦f] (9)

である｡ したがって,フィルタリングに関する

良く知られた定理を用いて以下の結果を得るこ

とができる｡

補題 1 (1)と(7)の系の下では条件付期待値

M(i)および条件付分散 ∑(i)は以下を満足

する :

dM (i)
β(i)∑(i)

)(i)o(i)2

∑(i)-γ(i)2-

dP(i) (10)

β(i)2∑(i)2

o(i)2
(ll)
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証明 LiptserandShiryaev[2000] の 定 理

10.3を見よ｡

均衡では,M(i)-P(i)であるから(10)式に

よって

)(i)
B(i)=(i)

α(∫)2
(12)

が成立している｡

次に情報 トレーダーの利潤最大化問題を考え

る｡ (ll)式から,均衡では β(i)の代わ りに

∑(i)を情報 トレーダーの操作変数と考えるこ

とが可能になる｡ (ll)式を変形すると

β(i)∑(i)-o(i)Jγ(i)2一三(i) (13)

を得ることができる｡ 一方,情報 トレーダーの

期待利潤(5)式は条件付期待値の連鎖律等を用

いることで

El/.i(V(1)-P(i))dX(i)]-

El/.1(V(1)- (i))β(i)(V(i)-P(i))dt]

-El / OIB(i)ElV(1)-P(i))(V(i)
-p(i))l(Y(S))sJ dt] (14)

-/.lp(i)=(i)dt
と書き換えることができる｡ 但 し,2つ目の等

号で ∑(i)-E[(V(i)-P(i))21(Y(S))S≦,]を用

いた,(14)式に(13)式を代入すると,情報 ト

レーダーの最適化問題が以下のように再定式化

される2):

誓(?,1.1g(i)JT(i)2-∑(i)dt (15)

subjectto∑(0)-∑｡ ∑(1)-0

これは t-0,1が固定された ∑(i)につい

ての汎関数最適化問題であり,まさに変分法が

適用できる構造となっている｡ 変分法の解法を

用いれば以下の定理を得る｡

2) (15)式から,情報 トレーダーが最適行動を取る場合に

は limg(∫)-0となることが容易に確認できる｡より厳
卜→1

密な証明は BackandPedersen[1998]を参照｡
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定理 l 均衡では β(i)と )(i)はそれぞれ以

下で与えられる :

(17

)証明

変分法の手続 きをそのまま適用する,Fを(15)

式の被積分関数 とする :F(i,∑(i),∑(i))‥-q(i)JT(t);- ∑(i)

(18)このとき,最適化のための 1階条

件 (Euler方程式)は以下のようになる :

dF:･-dI Fニ26(i)[γ(i)-∑(i)トq(i)[2γ(i)i(i)亮(i

)]4[γ
(t)2-∑(t)]i-0

(19)(19)式

を整理すると,∑(i)についての以下の1階の常微分

方程式を得ることができる :･(i,一三認 ∑(t,

2γ(i)26(i)-2γ(t丹(i)cT(i)

q(i) -0(2
0)

上記の常微分方程式は定数変化法という方法を

用いれば簡単に解 くことができる (例えば,吉

田 [1978]などを参照)｡

∑(∫)についての境界条件を考慮 して(20

)を解 くと∑(i)-∑O-･/.1Eo･JoIT(S)2dsT(S)2ds 57

を得ることができる｡(21)式を(13)式

に代入すれば(16)の β(i)を得ることがで

きる｡また,この β(∫)と(21)を(12

)に代入すれば求めるA(i)が得 られる｡

注意 1 均衡における )(t)は定数であ り

,以下のように表すこともできる｡)(i)

- Var[Ⅴ(1)] (22)前述 した

ように,情報 トレーダーは現時点での瞬間的利

潤 と将来の期待利潤の トレー ドオフの中で β(

i)を決定する｡ 均衡において )(i)が定数

になるということは,各時点において注文量に

村する価格感応度が一定ということである｡これ

は,情報 トレーダーが 1人で私的情報を独占的に利

用で きる場合には,マーケットメーカーにとって各時点

の注文量の持つ情報の質が一定に保たれるように情報

トレーダーが β(i)を決定することが均

衡では最適であることを示している｡ また,均衡における価格変化の感

応度は各時点の不確実性に依存するのではなく,取引時点全体を通 じた不確実性のみ

に依存することが分かる｡ 尚,情報 トレーダーが

複数人いる場

合には )(i)は一定値 を取 らず,例えば清算

価値が一定の場合 (γ(i)…o)には時間に関して U一字型の形状 を持つことが

Backelal.[2000]や西出 [2003]で示され

ている｡ⅠⅤ 結果についての考察と結び
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を示す｡

4.正規化後の清算価値 V(i)の条件付分布

が

V(i)l･Y(S,}si,- N(Y(i),/1[q(S)2-γ(S)2]ds)

であることを示す｡

5.情報 トレーダーの Bellman方程式を導

出し,均衡で成立している偏微分方程式を

得る｡

6.(16)が Bellman方程式を満たしている

ことを示す｡

7.(17)が V(i)についての条件付分布を満

たすように設定されていることを示す｡

となっている｡

上記証明の完了には,ある種の収束条件の確

認や不等式の証明など様々な補足的手続きが必

要でこれが彼らの証明の直感的理解を困難にし

ている大きな要因である｡ 一方,本論で用いら

れている手法は変分法という汎関数最適化には

非常に頻繁に用いられてなじみのあるものであ

り,その理解 も容易で証明手続 きも簡素であ

る3)｡

このように,(1)マーケットメーカーの推定問

題に関してフィルタリングの議論をより直接的

に用いる,(2)情報 トレーダーの最適化問題を変

分法によって求める,という手法は Kyleモデ

ルの分析に非常に有効であり,モデルの構造を

3) 但 し,本稿においてもIim∑(i)-0を示すのには彼 ら
f･･-1

と同じ手続 きを踏まなければならない｡また,∑(∫)≧0

の成立についての確認を必要とする (もちろん,本モデ

ルではこの不等式は成立 している)｡
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理解するに当たって有益であることが分かる｡

また,この証明手続 きは Backetal.[2000]

のような複数人の情報 トレーダーが存在する市

場モデルの分析においても適用が可能である｡

これについては西出 [2003] を参照されたい｡
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