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Ⅰ は じ め に

リアル･オプション･アプローチとは,金融

におけるオプション商品の評価式を企業のプロ

ジェクト価値に適用する理論である｡ 本論では,

DixitandPindyck[1994]を基にリアル ･オ

プション評価法を説明し,その理論モデルにお

ける補完および拡張について考察する｡

伝統的な経済学における投資決定理論は,正

味現在価値 (NetPresentValue:NPV)法で

ある｡NPV法とは,プロジェクトによる収益

と費用の現在価値の大小関係により意思決定を

行う手法である｡最近の投資理論の研究では,

NPV法における次の2つの問題点が指摘され

ている｡ 一つは投資支出が可逆性を満たさない

点である｡これは投資の不可逆性とよばれる｡

投資の不可逆性とは,もし企業が投資を実行し

たならば,その投資費用は回収できないことを

意味する｡ なぜならば,投資は企業特有の資産

であり,企業は投資プロジェクトによる資産を

他に売却することは困難となるからである｡他

方,もう一つの問題点とは,投資の意思決定に

は延期する柔軟性 (フレキシビリティ)を有し

ている点である｡NPV法では,企業が投資タ

イミングを柔軟に対応する点を考慮していない｡

現実での企業が投資タイミングを考慮する理由

とは,投資による将来の収益が不確実性を伴っ

ており,投資の実行はプロジェクトに対する新

しい情報を放棄することなので,企業はそうし
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た機会費用を企業は考慮に入れて意思決定しな

ければならないからである｡

以上のようにNPV法で考慮に入れていない

点に注目し,企業の投資問題に不確実性を明示

的に取り入れた分析手法が,リアル ･オプショ

ン分析である｡

先行研究であるDixitandPindyck[1994]

で得られた主要な命題とは,｢不確実性が増大

すると企業のプロジェクト価値も増大する｣と

いうものである｡ この命題の成立する理由は,

不確実性が増大するならば,企業は将来利得に

関する情報を待つ価値が増大するので,企業の

投資機会価値が増大するからである｡ Dixit

andPindyck[1994]では,企業価値の不確実

性に関する比較静学は,解析的ではなく数値計

算により示されている｡ 本論では,Dixitand

Pindyck[1994]モデルで数値計算により示さ

れた命題を解析的に証明する｡

DixitandPyndyck[1994]では,状態変数

が対数正規過程に従うと仮定している｡ 本論で

は,状態変数の対数が平均回帰過程に従うモデ

ルについて考察する｡ この場合,プロジェクト

価値は状態変数に対して必ずしも凸関数になる

とは限らない｡これは,企業のプロジェクト価

値の形状が状態変数の従う確率過程に依存する

ことを意味している｡ また,状態変数が平均回

帰過程に従う場合でも,不確実性が増大すると

プロジェクト価値が増大することを数値計算か

ら考察する｡

本論の構成は以下の通りである｡ 第Ⅱ章では

DixitandPindyck[1994]を概観 し,Dixit

andPindyck[1994]が数値計算で示した命題
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を解析的に証明する｡第Ⅲ章では,企業の利得

を規定する状態変数の従う確率過程が平均回帰

過程に従うと仮定して,状態変数の従う確率過

程の差異が,どのように企業のプロジェクト価

値に影響を与えるかについて考察する｡ 第Ⅳ章

では本論で得られた結果について総括する｡な

お本論における証明は,付録に掲載する｡

ⅠⅠ 幾何ブラウン運動と

リアル ･オプション分析

本章では DixitandPindyck[1994]をベー

スに,独占市場におけるリアル･オプション･モ

デルを考察する｡ いま独占市場における企業が

投資機会に直面しており,プロジェクトの費用

は不可逆的で,その費用水準を I∈RH と表

される正の定数と仮定する｡他方,プロジェク

トの収益は,外生的な状態変数に依存すると仮

定する｡その状態変数は完備なフィルターつき

確率空間 (n,乱 (3,)t2｡,P)上の確率過程
(Vt),≧｡として定義され,次のような幾何ブラ

ウン運動

dVt-FLVtdt+oVfdzl, Vo-V(∈R..)
(1)

に従 うと仮定する｡ ただ し期待収益率 〝∈

R..およびボラティリティ o∈R.は確定的な

正の定数, (Z,)t2.は標準ブラウン運動である｡
なお,添字 tは時刻を表す｡このとき,企業の

投資における機会価値 F(V,) は,

F(V)-supEle-rT(VTII)] (2)
i4

と表される｡ ただしE[･]:-E[･13｡]を時刻
i-Oにおける条件つき期待値,Tをプロジェ

クト価値を最大化する停止時刻,r∈R.+を割

引率とする｡ リアル ･オプション分析では,不

等式 o<〃<γが最も重要な仮定である1)｡その
重要性については後の議論で明らかになる｡

1) この仮定についてのさらなる詳細は,DixitandPin-

dyck[1994]を参照されたい｡
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1 不確実性のない場合のプロジェクト価値

単純化のため,企業が不確実性に直面しない

場合を考えよう｡ すなわち上記の(1)式のボラ

ティリティをゼロ (α-0)と仮定する｡ この

とき,企業の収益は VT-Ve〝T となるので,

時点 Oにおける任意の時点 丁での企業のプロ

ジェクト価値 FN(V)は,

FN(V)-e~rT(Ve〝L I) (3)

となる｡ 不等式 o<〃<γの仮定から,丁が十
分に大きいと V<Iの場合でもF(V)>0と
なる｡ またゼロ時点で Ⅴ≧Jの場合でも,企

業はいま投資するよりも投資を保留する方が,

利潤最大化の観点から望ましい場合も考えられ

る｡ これが不等式 0<〃<γを仮定する理由で
ある｡ いま上記(3)式を最大化すると,

dFN(V)

dT
--(r-Fl)Ve-(r-〟)I+rIe~rT

･*-tilogl孟 ]). (4)

となる｡ ただし (α)+-max(α,0)である｡ も

しT*>0ならば,企業はいま投資を実行する

よりも実行遅延を選択していることになる2)｡

他方,もし丁*-0の場合には,投資実行の臨

界値は,

vN*ニー.L I (5)
r-FL

となる｡(5)式から期待収益率 p∈RH が増

大するにつれ,投資の臨界値は増大することを

確認できる｡ また,企業のプロジェク ト価値

FN(V)の水準は,

FN(V)-
(蕊 )(iT )吉 forV≦VN*
VII forV>VN*

(6)

2) 企業が投資実行を遅延する理由は,現在価値の観点か

ら投資費用がにより時間とともに減少するが,収益がに

より比較的小さい水準で時間とともに減少するからであ

る｡
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となる｡ これらの不確実性がない場合の臨界値

と価値をベンチマークとして,次節では不確実

性を導入し,不確実性がある場合の臨界値と価

値と比較する｡

2 不確実性がある場合のプロジェクト価値

本節では,企業が不確実性に直面する場合を

考えよう｡すなわち(1)式におけるボラティリ

ティが正の値をとる (q∈R..)と仮定する｡

このように不確実性を考慮にいれるモデルでは,

投資実行の時刻 丁を決定することはできない

が,臨界値 Ⅴ*および企業のプロジェクト価

値 F(V)は,前節と同様にして求めることが

できる｡ 企業のプロジェクト価値は,ベルマン

方程式 (theBellmanEquation)を用いて,

F(Vt)-max(Etle-rdlF(V,.d,)],Vt-I)

(7)

と表すことができる｡ ただしEt[･]-E[･廟]
は時刻 tでの条件つき期待値を表す｡(7)式右

辺の第1項は投資を保留した場合,第2項は投

資を実行した場合の価値である｡ また(7)式は

変分不等式として以下のように書き換えられる｡

F(VE)≧Et[e-rdEF(V,.dE)] (8)
F(Vl)≧VrI (9)

ただし不等式どちらか一方は少なくとも等号で

成立しなければならない｡そこで,企業が投資

を保留する場合,企業のプロジェクト価値が満

たさなければならない常微分方程式を導出する｡

企業は保留する場合 (続行領域)には,変分不

等式(8)式が等号で成立しなければならない｡

すなわち

F(Vt)-(1-rdt)EtlF(V,+dVt)] (10)

が成立しなければならない｡ただしdV,-Vt.dL

-V,を用いた｡企業のプロジェクト価値 F(Vt)

に伊藤の公式 (Ito'sformula)を用いると,

F(Vf+dVt)-F(Vi)

-F′(Vt)(FJVtdt+oV,dzl)

･吉F"(Vt)02vt2dt
が得られる｡ (10)式に(ll)式を代入すると,企

業が投資を保留する場合におけるプロジェクト

価値ば,

吉F"(V)02V2･F,(V)pV-rF(V)-0
(12)

という常微分方程式を満たさなければならない｡

また常微分方程式は次の境界条件

F(0)-0

F(V*)-V*-I

F'(V*)-1

を満たさなければならない｡ただし(13)式は初

期条件であり,(14)式はバリュー ･マッチング

(valuematching)条件,(15)式はスムーズ ･

ペイスティング (smoothpasting)条件とよば

れる境界条件である｡ なお,Ⅴ*は不確実性が

存在する場合の企業が投資を実行する臨界値を

表す｡企業のプロジェクト価値が満たさなけれ

ばならない微分方程式の解は,以下の命題とし

て纏めることができる｡

命題 1(DixitandPindyck[1994]) 企業が投資

を保留するときのオプション価値が満たさな

ければならない常微分方程式(12)の解は,境

界条件(13)(14)(15)式の下で解くと,

F(V)-(苦)~β1詩(-Y)Bl(16)
V*-苦I
where

β1-号一芸 +

となる｡

､(:I_一三)-I-≡'_'l

投資実行の臨界値 Ⅴ*については,命題 1

の証明においてβ1>1が得られていることか
ら
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(17)

が成立する｡ この(17)式は,正味硯在価値法に

おける不確実性がない場合と比較 して,リア

ル ･オプション･アプローチにおいて不確実性

を考慮する場合,投資実行の臨界値は増大する

ことを意味している｡ なぜならば,正味現在価

値法において不確実性を考慮にいれない場合に

は,投資の意思決定は VとJの大小関係によ

り実行されるからである｡

3 不確実性の有無の比較

前節では,不確実性が存在する場合のプロ

ジェクト価値および臨界値を求めた｡本節では,

不確実性が存在する場合のプロジェクト価値お

よび臨界値が,不確実性が消滅するとき,不確

実性が存在しない場合の価値および臨界値にそ

れぞれ収束することを証明する｡

補題 2(DixitandPindyck[1994]) 不確実性が

存在する場合における臨界値は,不確実性が

ゼロに近づくとき,不確実性が存在しない場

合における臨界値に収束する｡すなわち,

･i-V*-lqi～T# Iu･-Il
γ

〟
L I-二二 丁- VN*
r~P

-一- 1
〟

(18)

が得られる｡他方,不確実性がゼロに収束す

る場合,不確実性が存在する場合のプロジェ

クト価値は,不確実性が存在しない場合のプ

ロジェクト価値に収束する｡ すなわち,

limF(V)-1im
(β1- 1)β卜 1

Ⅴβ1
6-0 g-o(βl)β1Iβ1~1

-(莞)(iT )吉-FN(V,(19)
が得られる｡

補題 2は,不確実性がゼロに収束する場合に
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おける価値と臨界値は,不確実性がない場合の

価値および臨界値との間に整合性が成立するこ

とを意味する｡

最後に,不確実性が無限大に増大する場合を

考える｡ あきらかに β1- 1が成立する｡この

とき,投資実行の臨界値は Ⅴ*- ∞ となり,

不確実性が増大すると企業は決して投資実行し

ないことを意味する｡

4 不確実性に対する比較静学

本節では,プロジェクト価値の比較静学につ

いて考察する｡ リアル ･オプション･モデルに

おける重要な点は,不確実性のプロジェクト価

値に対する影響である｡本節では,不確実性の

プロジェクト価値への影響,および臨界値への

影響を考察する｡

まず不確実性に対する臨界値への影響につい

ては,次の命題として纏めることができる｡

命題 3(DixitandPindyck[1994]) 不確実性で

あるボラティリティo∈R++が増大すると

き,企業が投資を実行する臨界値 Ⅴ*も増

大する｡ すなわち,

まV*-孟 (器 漂

一丁

(β1-1)2

が成立する｡

獣 o (20,

次に企業のプロジェクト価値に関する比較静

学を考察する｡ DixitandPindyck [1994]で

は,不確実性に対するプロジェクト価値-の影

響について数値計算でのみ考察しているがここ

では解析的に証明する｡

定理 4 不確実性であるボラティリティ α∈

R.が増大するとき,企業のプロジェクト価

値 F(V)も増大する｡ すなわち

芸 -F(V,(log(豊 iV))慧
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-F(V)･log(吉 )･慧 ≧o (21)

が成立する｡

定理4は,リアル ･オプション･モデルで得

られる最も主要な命題である｡この命題の含意

とは,市場における不確実性が増大するにつれ,

企業が投資を保留することにより新しい情報を

待つ時間的価値が増大するので,企業のプロ

ジェクト価値が増大することを意味している｡

ⅠⅠⅠ 平均回帰過程とリアル ･オプション分析

本章では,状態変数が幾何ブラウン運動以外

の確率過程に従う場合におけるリアル ･オプ

ション分析を考察する｡ 具体的には,状態変数

である企業のプロジェクト収益の対数が平均回

帰過程に従う場合を考察する｡

1 企業のプロジェクト価値

本節では,プロジェクトの収益の対数が,辛

均回帰過程に従う場合のリアル ･オプション･

モデルを考察する｡ プロジェクトの収益 Vtは,
前節と同様にして状態変数と仮定し,状態変数

は完備なフィル ターつ き確率空間 (a,3,

(3)t≧｡,P)上の確率過程 (Vt)として定義され,

dVt-T7(V-Vt)V,dt+UV,dz,,Vo-V

(22)

と表されると仮定する｡ ただし,77∈R.,ラ

∈R.+, 6∈RH は正の定数,(zth20は標準

ブラウン運動である｡ (22)式は,企業のプロ

ジェクト収益の村数が,平均回帰過程に従うこ

とを意味している｡ 幾何ブラウン運動の場合,

状態変数の変化率はランダム ･ウオークに従う

ので,確率過程は定常分布を持たない｡それに

対して(22)式の場合,状態変数の変化率は平均

回帰過程に従うので,確率過程は定常分布を持

つ,という大きな差異がある点に注意されたい｡

前章と同様にして,企業が投資を保留してい

るとき,企業のプロジェクト価値 F(V)は,

次の常微分方程式

102V2F"(V)+nV(V-V)F,(V)
2

lrF(V)-0

63

(23)

を満たさなければならない｡ただし r∈RH

は前節と同様に割引率を表す｡なお境界条件は,

前章での幾何ブラウン運動のケースと同一の

(13)(14)(15)式で表される｡

命題 5 企業のプロジェクト収益の対数が平均

回帰過程に従うと仮定する｡ このとき,企業

の投資機会オプション価値は,初期条件

F(0)-0を考慮すると

F(V)-Axexpは V)xv-i (24)

whereW(a,b,C)

-Whittaker(a,b,C

)-exp(三車 xb･ixH(b-a弓,2

b･1,I)H(C,d,I)-1･ix･i認

諾 x21c(C+1)(C+2)+-6

d(d+1)(d+2)十 ･-となる｡Aは定数であり,境界条件 F

(V*)-V*-I,F′(V*

)-1を満たすようにA,Ⅴ*を決める｡こ

こでは,幾何ブラウンの場合とは異なり,

A,Ⅴ*を解析的に表現することができな

い｡2 平均回帰過程と幾何ブラウン運動

本節では,状態変数が幾何ブラウン運動とそ
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第1図 平均回帰過程と企業のプロジェクト価値 1
FLVl

1 2 3 4 5 6 7

V(ラ-I-5,r-0.05,cT-0.1の下で

恒 こ対する比較静学)した幾何ブラウン運動とし

て議論する｡ これにより,2つの確率過程の相

違とは,(22)式で表される平均回

帰過程におけるパラメータ77が,ゼロか非ゼ

ロかという差異に帰着する｡命題5で示した

ように,プロジェクト収益の対数が平均回帰過

程に従う場合,プロジェクト価値の一般解は,

超幾何関数で表現されるが,境界条件を満たす

解は解析的に求めることができない｡そこで以

下では,パラメータ変化における企業のプロジ

ェクト価値および臨界値-の影響を数値計算により考察する｡

パラメータ設定として,まず r-0.05,

0-0.10,I-5,ラ-5と仮定する｡ このとき,幾

何ブラウン運動り-0.00の場合と平均回帰過

程 り-0.01,77 -0.02の場合を比

較する｡ 得られた結果は図 1の通りである｡ 収

益の対数が平均回帰過程に従う場合,図から理

解できるように,企業のプロジェクト価値は原

点に対して凸関数となるとは限らない｡企業のプ

ロジェクト価値は原点に対して凹関数となる部分を

もつ ｡ V-戸では,任意のパラメータ 77に対

して(22)式の ドリフトはゼロとなる｡それゆえ

,任意のパラメータ77に対す

るプロジェクト価値は,Ⅴニラ-∫-5において

は同一水準となる｡命題 6 状態変数が(

22)式のような確率微分方程式に従う場合,パラメータに依存して,企 業のプロジェクト価値は必ずしも凸関数と

なるとは限らない｡企業のプロジェクト価

値は,V< 軒 -Iの場合にはパラメータ7日

こ関して増加関数,V>戸-Iの場合にはパ

ラメータ 1日こ関して減少関数となる｡ 以下ではこ

の理由について考察しよう｡ もしV<扉な

らば,(22)式の ドリフト項は正となり,

収益の変化率 苦 は増加することになる｡ こうした

状況において,パラメータ77が大きくなる

と,収益の変化率はさらに増大することから

,収益の増加により企業のプロジェクト価値 も増加す

る｡ 他方,もし Ⅴ>▽ならば,(22)式の

ドリフト項は負となり,上記と全く逆の対応関

係が成立する｡ すなわち,パラメータ77が大きくなると,収益の変化率は

減少することから,収益の減少により企業のプロジ

ェクト価値も減少する｡上記のパラメータ設定の

下では,V-戸では,任意のパラメータ77

に対して(22)式の ドリフトはゼロとなる｡ それ

ゆえ,任意のパラメータ小 二対するプロジェ

クト価値は,V-ラ-I-5においては同一水準と

なる｡ もしV<テならば,(22)式のド

リフト項は正となり,収益の変化率 苦 は増加す

る｡ こうした状況において,パラメータ77が

大きくなると,収益の変化率はさらに増大する

ことから,収益の増加により企業のプロジェ

クト価値も増加する｡ 他方,ちしⅤ>▽ならば,

上記と全 く正反対の関係が成立する｡ こうした

現象と初期条件 F(0)-0により,第1図か

ら明らかなように,企業のプロジェクト価値

F(V)は,収益 Vが相対的小さい水準にお

いて凸関数なるとは限らない｡第 1図では 乎-

Iのケースを考察 した｡次に i7≒Iのケースを考

えよう｡ ラ<Iのケースとしてパラメータ 戸-4.

5,I-5を仮定 し,V>Iのケースとしてパ ラメータ V-5.5,I-

5を設定しても第1図と同一の結果が得られる｡なお
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第2図 平均回帰過程と企業のプロジェクト価値2

F(Ⅴ)

1 2 3 4 5 6 7 8
V

(i7-7,I-5,r-0.05,cF0.1の下で †‖こ対する比
較静学)

第3図 平均回帰過程と企業のプロジェクト価値3

F(Ⅴ)

1 2 3 4 5 6V(V-3,I-5,r-0.05,0-0.1の下で †‖ニ対する比

較静学)I-5,V<Zのケースとして

V-3,I-5とパラメータを設定 した場

合,それぞれ第2図,第3図のような結果が得

られた｡すなわち, ラとIの値の差が大 きい場

合,それぞれ 77に対する企業のプロジェクト価値

は,それぞれ交差しない｡第 2図 (戸-7,/

-5)では,企業のプロジェク ト価値 と臨界値

は,パラメータ 77に対 して増大する｡ すなわ

ち,状態変数が幾何ブラウン運動に従う場合

よりも,状態変数の村数が平均回帰過程 に従 う

場合の方が企業のプロジェク ト価値および臨界値は

増大することとなる｡ 他方,第 3回 (Ⅴ-3,∫-5

)では,企業のプロジェク ト価値 と臨界値は,パラメータ 77 65に対 して減少する｡ これ

は,状態変数の対数が平均回帰過程に従 う場合

よりも,状態変数が幾何ブラウン運動に従う場

合の方が,企業のプロジェクト価値 と臨界値は増大すること意味 し

ている｡ こうした結果は次の命題 として纏める

ことができる｡命題 7 企業のプロジェ

クト収益の対数が平均回帰過程に従う場合と,

収益が〃-0における幾何ブラウン運動に従

う場合を比較すると,企業のプロジ

ェクト価値および臨界値の大小関係はパラメータに

依存する｡第 2図におけるパラメータの下

では, (22)式で 77-0に対応する幾何ブラウ

ン運動のケースよりも,(22)式で り>0

に対応する平均回帰過程のケースの方が,企業

のプロジェク ト価値および臨界値は増大する｡他方,第3図におけ

るパラメータの下では,上記 と全 く正

反対の関係が成立する｡3 ボラティリ

ティに対する比較静学前章での幾何ブラウン

運動において,不確実性が増大すると企業のプ

ロジェク ト価値 も増大する,という命題を解析

的に証明した｡本節では,収益の対数が平均回

帰過程に従う場合,前章

と同一のボラティリティに対する比較静学を数

値計算から考察する｡ボラティリティに対す

る企業のプロジェク ト価値の単調性は,リアル

･オプション分析において最 も重要な命題の一つであり,解析的に証明されている｡AlveretzandStenba

cka[2001]では,確率微分方程式にお

ける ドリフ トおよび収益関数が状態変数に対

して凸性をみたす場合,企業のプロジェク ト価

値は初期状態に対 して凸関数となり,かつボ

ラティリティに関して増加関数 となることが証明されている｡ また,

KijimaandShibata [200

2]では, ドリフ トが状態変数に対 して線型の

場合でも,収益関数が状態変数に関して凸性をみたすな
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第4図 平均回帰過程と企業のプロジェクト価値4

F(Ⅴ)

1 2 3 4 5 6 7 8V
(V-I-5,r-0.05,77-0.01の下で Oに

対する比較静学)pling)の議論を用いて簡潔に証

明している｡そして,Kijima[20

02]では,金融オプションの初期状態に関す

る凸性に関して考察し,配当がある場合には初期

状態に関してオプション価値が凸関数にはなら

ないことが証明されている｡収益の対数が平

均回帰過程に従う場合, ドリフトは状態変数に

対して凹関数となるので,企業価値は初期状態

に関して凸関数になるとは限らない (第2図)

｡この結果,企業価値のボラティリテ

ィに関する単調性は,解析的な先行研究からは

結論づけることができない｡こうした点を踏

まえて,本節では,企業価値が初期状態に対し

て凸関数とはならない場合,企業価値がボラ

ティリティに対してどのような影響をうけるかについて考察

する｡なおパラメータは,それぞれ α-0.0

,α-0.1,α-0.2と設定する｡ 得られ

た結果は第4図に示される通りである｡つまり

,ボラティリティが増大すると企業のプロジェ

クト価値および臨界値も増大することを第4図

は意味している｡ すなわち,既存研究によれば

,ドリフトが状態変数に対して凸関数ではない

場合,ボラティリティに関する企業価値の単調

性について解析的に証明することはできない｡

しかしながら,第4図の数値計算によれば, ド

リフトが状態変数に対して凸関数ではない場合でも,ボラティリティに関す

る企業価値の単調性が示される｡

ⅠⅤ お わ りにリアル･オプショ

ン分析では,状態変数が幾何ブラウン運動に従

うと仮定される場合が多い｡それに対して本論

では,状態変数が平均回帰過程に従うと仮定し

,リアル ･オプション･モデルの構築と,幾何

ブラウン運動に従うモデルとの比較検討を行っ

た｡現実のプロジェクト価値を評価するとき,

状態変数は産業あるいは需要などに応じて様々

な確率過程に従うと考えられる｡ こうした理由

から,リアル ･オプション･モデルにおいても

,状態変数を幾何ブラウン運動以外のモデルで

構築することが必要とされていた｡それゆえ

,本論のような分析は,現実のプロジェクト評価

に対してリアル ･オプション･モデルの適用範囲を広げることを可能にし

,リアル･オプション分析のさらなる発展に貢

献していると考えられる｡リアル･オプシ

ョン分析は,近年急速に進められた新しいプロ

ジェクト評価法であり,上記のように理論の体系

化は十分であるとは言えない｡さらなる理論の

精微化が必要とされている｡今後の研究課題としては,こ

のようなリアル･オプション理論の

精微化について考察していきたい｡

Ⅴ 付 録 (証明)命題 lの証明 企業のプロジェクト価値 F(V)の

閉じた解を導出する｡ (12)式における

2階の常微分方程式の一般解はF(V)-AIVB

l+AZV82と表される｡ただしβ1>0,β2<0

である｡境界条件(1

3)式からA2-0が成立しなければならないので,常微分方程

式の解は,F(V)-AIVBl (A1)

と書 き換えることができる｡また境界条件

(14)と(15)式を解けば

,V*-吉 I (A2)

Al-Ⅴ
*一丁 (β1- 1)β1~1(Ⅴ*)β1 (β1)り
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界値,(A3)式は常微分方程式の解の係数を表す｡

(Al)式の 1階微分, 2階微分を,(12)式に代入す

ると,

三g28(β-1).pB-r-0

β1-号-芸+

β2-吉一芸 -

(苦言)2+雲 ,1 (A4)

が得 られる｡β1,β2 は(A 4)式の解である｡

またβ1>1とβ2<0の符号条件は,o(p,:

-三g2P2+(p-吉62)p-r-0と定義すれば,0(1)ニー(r-FL),Q(0)- -Yが

成立することから確認できる｡ここで,後の

議論で使用するように,β1,1から浩 ,1が成立する点に注意された

い｡補題 2の証明 補題4の証明のため,関数 β1の収

束から考える｡仮定 FL∈RH

により,q∈R.をゼロに近づけるとβ1は不定形となる｡関数 β1の分子

をn[β1]･分母を

d[β1],すなわち- :-霊 豊と定義し,ロピタールの定理を適用すると,

.. (′､
.. nlβ1(cr)] .. n[β1′(cr)]lim

β1(q)=lqilT音 読 訂 =lqilT

J→0 n[β1〝(α)];:AoAd[β1"(0)]
-1im

-lim
q↓0

d[β1′(cT)]

･･(-I, 帖 2)2･202Y]-iliq21Pq

･2qr]2+lim0-0 2[(p-を02
)2･

202r]-il号02lPq･2qr]lll言+苦],
2 FL (A5)が導出される｡(A5)式を用いると

,臨界値の係数ri″β1 fJ 〟l_u.I.!p,:▲了 ,I-.〟 ,I-,,, (A6

)〃

〃に収束する｡(A6)式を用いることにより,不確実 67性の有無における,価値と臨界値の整

合性が証明される｡命題 3の証明 不確実性の臨界値に対する効果

を証明するため,Q:-三g2
81(β1-1)･pP1-r (A7)を定義し

,Q(β)をcrについて微分すると,2 ㌢ 2

-0 (A8,となる

｡明らかに諾 ,0,票 ,Oが成立するので,慧 <Oが成立しなければならない｡すな

わち,ボラティリティαが増大すると関数 β1が減少するこ

とを確認できる｡また,意 (面告 )-孟 <o (A9)

が得られる｡以上の結果から(20)式が正となる｡す

なわち,不確実性が増大するとき,臨界値 も増大す

ることを証明できる｡定理 4の証明 不確

実性が増大するとプロジェクト価値も増大すること

,つまり(β
1-1)β1~1∂o ∂q＼β18IIβ1-1I,1;:1-,17T( vet)謹 製 0(AI

O,となることを解析的に証明する｡(AIO)式最右辺の第2項

の 雷 は,非正であることをすでに証明している｡それゆえ,ここ

では右辺第1項の 芸 も･非正であることを証明

すれば十分である｡以下では符合条件 芸 ≦o

(Pl-1)81-1 を証明

する｡(AIO)式の F

(V)-Ⅴ β1を
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が得られる｡(A12)式を書き換えると,

芸 -F(V,(log(莞 it-Y))

=F(V)log申
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(A13)

となる｡ただしV*-蓋 を用いた｡(A13)式の

符号条件は,境界条件よりF(V)≧0,V<V*より

log(吉 )<Oが成立するので, 結局 芸 ≦Oが導出

される｡すなわち(AIO)式より,不確実性であるボ

ラティリティO.∈R.が増大するとき,企業のプロ

ジェクト価値も増大することが証明される｡

命題5の証明 (23)式の微分方程式は(24)式のよ

うに解けることが知られている｡証明は西本 [1998]

を参照されたい｡
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