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N人 非協 力交渉 ゲ ームについ て
」

湯 本 祐 司

1序

協力 ゲー ムの解 を,そ れが暗黙 に依 って立つ交渉過程 をモデル化 し,そ の非

協 力 ゲームの分 析に よって正当化す るとい う研究方針 をナ ッシ ュプ ログラム と

い うが,Rubinstein(1982),Binmore(1987)ら の2人 非協 力交渉 ゲームによ

る(非 対称)ナ ッシ ュ交渉解 の正 当化 の成功以後,そ のN人 交 渉 ゲームへの拡

振 の研究 がなされ て きた。 しか し,Rubinsteinら に よる交渉 ゲームを自然 な

形 でN人 に拡張 した場 合,2人 交 渉 ゲームの ようにはN人(非 対称)ナ ッシュ

交 渉解 を唯一の完全均衡結果 としで正当化が できない こと(す なわ ち多数 の均

衡 結果が存在 し解が特定 できないこ と)がShakedに よ って指摘 され た。 その

後,こ の問題 に対 してい くつか の研究 がなされ て きた。 これ ら.の研究 は大 まか

に次の二 つの方 向にわけ ることがで きる。一つの方向はBinmore(1985),Her・

rero(1985)ら に よる ものである。 それ は主 に,よ り強力 な均衡概念 を用いて

完全均衡 を リフ ァインす るこ とで,期 待 され る一意 の結果 を得 よ うとす る方 向

で ある。 も う一つの方向はJun(1987),Chae&Yang(1988a,b)ら に よる

研究 である。 それは交渉 ルールを工夫 して,よ り具体的 には契約 を交渉 ル ール

に導入す る ことによ って,期 待 され る結果 を唯一 の完全均衡 結果 として得 よ う

とす る方 向であ る。本 稿の中心的 な目的は,こ の第2の 方向 につ いてJunら

が 得てい る結果 が交 渉ル ール の変更に対 し,ど れ くらい ロバ ス トであるか を調

べ る ことで あ る。 まず第 且節 ではRubinstein型 のN人 交渉 ゲームとBinmore

らの研究 の紹介 をす る。 第皿節 ではJunら の 研究の紹介 をす る。 続 いて第IV

節 ではJunら の モデルの交 渉ル ールを一部変 更 し,契 約 を導入 した交渉 ゲー
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ムの 交渉 ルール と完全均衡結果 の一意性 の関 係の考察 を試 み る。最後 に第V節

は結 びで ある。

N11人Rubinstein型 交 渉 ゲ ー ム

Rubinstein(1982),Binmore(1987)ら の2人 交渉 ゲームのN人 への最 も自

然 な拡張 として次 のよ う な交渉 ル ール の ゲーム がShaked,Herrero(1985),

Binmore(1985)ら に よって研究 され て きた。

N人 の プレーヤ ーをそれ ぞれP,,P2,...,P.と す る。彼 らは交渉の パイの

配分5⊥,.,.,5。(5、+…+5。=1)を め ぐって交渉す る。 まず 第0期 にP,が 配

分 の提案 をす る。そ して残 りの プレーヤ ーはPQか ら順Pに,提 案 に対 して 同

意 または拒否 をす る。 もし全 員が合意 したな らば,ゲ ームは終了 し,そ の配分

が実行 され る。一人 で も拒否 したな らば,提 案は廃 案 にな り,ゲ ームは第1期

に進む。第1期 には今度P2が 配分 の提案 をす る。 そ して残 りの プ レーヤーは

Pa,_,P。,P,の 順 に同意 または拒否 をす る。 もし全員 が同意 したな らば,

ゲ ームは終了 し,そ の配分が実行 され る。一人 で も拒否 したな らば,提 案 は廃

案にな り,ゲ ームは第2期 に進む…。 このよ うに全員が合意 に達す るまでゲ ー

ムは続け られ るが,春 期 の提案者 はP、,Pa,Ps,...,P。 一【,P,,P,,P2,...と

い うように ローテ ーシ ョン してい くとす る。 また,プ レーヤーは 同 じ取 り分 な

ら,な るべ く早 く配分 され ることを望 む,す なわ ち各 プレーヤ ーは δ且の時間

割 引フ ァクターで配分 を割 り引 くと仮 定す る。例 えば第 古期 で合意 に達 した な

らば,各 プレーヤ ーの効 用はu;=8;`s,(0≦S,<1ゴ=1,...,π)で あ るとす

る。 また合意 に達 しない場合 の各 プ レーヤーの効用 は0で あ るとす る。

このゲームにつ いてShakedはN≧3の とき,多 数 の部分 ゲーム完全均衡

(以 下完全均衡 と表記)結 果が存在 し,解 が特定 で きない とい う問題 を指摘 し

1)同 時に返答 す るようにモデ ル化す るこ ともできる。その場 合部分 ゲ ーム完 全均衡 より操勤完全

均衡(tre皿bling-han己perfectequilibrium)が 均衡概念 として適 当である。 しか しその場合 で

もShakedの 指摘 した問題は生 じる ことが知 られている.
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た.す なわ ち,2人 交渉 ゲームにお いてR・bin・tei・ ら}・よ ・て証 明 され た完

全均衡 の一意性 及 び提案 の時 間間隔 を0に 近 づけてい ・た とき・均衡 結果の

顧 先 として非対称 ナ 。シ。交灘 柵 ることがで きる とい う藤 が・上述 の

ような3人 以上 の交 渉 ゲームでは保 存 され ない のである。序 で もふれ た ように

この問題 に対 して.次 の2つ の茄 の研究 ア ブ・一チが とられて きた・1つ は.

Herrero,Binmoreら が とって きた方 向で,そ れ は基本 的に交 渉構 造 を そのま

まに して,よ り強い均衡概念 を用いた り.戦 略 にある種 の制約 をお くことに よ

って均 衡の一意 性 とN人 非対称 ナ ッシ ュ解 を得 ようとす る ものであ る。 もう一

つ はJun,Chae&Y・ngら に よる方向で'そ れ1絞 渉・レール を工夫す るこ と

に よって完全均衡 の一意 性 とN人 非対称ナ ッシュ解 を得 よ うとす る ものであ る。

Junら の 研究 は次 第で紹介す るので,・ の節 ではBi・m・reら の結果 観 てお

こう。

まずBinmore(1985)の 結論 は次の3っ である。

1.定 常完全均衡2)は 一意 であ る。

2.ゲ.一 ムの交渉期 間が有限(の の場合・.完 全均 衡は一意 であ り・"→ 。。

でその均衡結果 ぽ定常 均衡 結果 に収 束す る。

3.プ レーヤーの戦 略に対 して自分の以前 の戦略か ら連続的 に変化す るとい

う制約 を置 くな らば,唯 一 の均衡 は定常均衡 であ る。

次 にHerrero(1985)の 結論 は,

4,ス トロング完全均衡 結果a)は 一意で あ り,そ れは定常完全均衡結果 に等

しい　

また,提 案の時間間隔 を0に 近づけていったとき,牢 常完全均衡結果の収束先

として,N人 非対称ナ ッシュ交渉解が得られることが知 られている。

・・
。戴 微 騰 聯 碁歩:㍊ 灘 欝 糠 藩義犠

,)衡翼籍 。完全。。、。　 　 単独だけ・な・嚇 ・結託・対… そ・他・か や
ーの戦略 を所与 として最適 になるよ うな完 全均衡 であ る。
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IIIJunら の契約 を導 入 したN人 交渉グーム

3人 以上 のRubinstein型 交渉 ゲー ムでは,解 が特定 できない とい う問題 に

対 して,Jun(1987)は あ る種の契約 を導入 した交渉 ゲームを考案 し,そ のゲ

ー ムの完全 均衡 が一 意で あること,及 び提.案の時間 間隔 を0に 近 づけ てい った

とき,均 衡 結果 の収 束先 として3人 非 対称 ナッシュ交渉解が得 られ る ことを示

した。 そ してまた,そ のN人 の場 合への ・っの拡張がChae&Yang(1988a,

b)ら に よって示 された。JunとChaeら の モデルは細かい点で 多少違い はあ

るが,ほ ぼ等 しい とみて差 し支 えない と思 われ るの で,よ リシンプル なChae

らの モデル をここでは紹 介す るこ とにす る。

前節 のRubinstein型 交渉 ゲームと同様 にN人 の プ レーヤーをそれ ぞれP,,

P2,...,瓦 とす る。彼 らは交渉のパ イの配分3、,_,5。(3、+…+5。 冨ユ)を

め ぐって交 渉をす る。そ の過 程は次の よ うに リカーシブに進行す る。 まず ゲー

ムのは じめ にプ レーヤーはP,,鳥,..,P.の 順 番 に並 んでいる とす る。 まず

第0期 にP,は 隣 のP2に 全 員の合意 が得 られ た際 に配分52を 保障 す ること

を提案す る。 も しP2が 同意 した な らば契約 を結 んでPQは ゲー ムか ら退 く。

そ して続い てP、 は隣 のPaに 全員 の合意 が得 られ た際 に53の 配分 を保 障す

る提案 をす る…。 も しPzが 同意 しなか ったな らばP,は 列 の一 番後 ろにつ く

`=O

PI5・P2Yp】3・P3Y(・.,,一 、、,、、,、、)

Frt正 義 叢 瓢 か 一 ・・
Nl

置=2

。_。.謡 踊.隷 美∫塗 一・購 δz

博一一 一 … 一一一一斗 一一一一斗 一一 一一一一一一l
P,_辟P,一曹P,一P

第1図

一N
『
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(P2,..,,P。,P,)。 そ してゲームは第1期 に進 み,今 度は列 の一番先頭 のP電

が隣 のPsに53の 提 案 をす る…。 この よ うに して全 員が合意 に達 す るまで ゲ

ームは続 け られ る。そ して全員 が合意 に達 した時 点で ゲームが終了 し,分 配 が

行 なわれ る。 また,も し8期 で全員 合意 に達 したな らば,各 プレーヤーの効用

は 祝ご=δ～5ゴ(0≦s;〈1:1=1,..,,π)で あ るとす る。永遠 に合意 に達 しない場

合 の各 プレーヤ ーの効用は0で あるとす る。

この ゲームで特 に注意 しなければ な らない ことは次 の3つ であ る。一 つは.各

期 に列 の先頭 にいるプレーヤーだけがその隣にい るプ レーヤ ーに提 案で きると

い うことである。隣以外 のプ レーヤーには決 して提 案で きない し,先 頭以外の

プ レーヤーは誰 に も提 案で きない。二 つめには提案が拒否 された場合だ け時間

が1期 進む とい うとい うことであ る。提案が同意 された ときには提案者 はその

期 に続けて隣の プレーヤーに提案 できる。最:後に3つ め と し て契約 は拘束性

(binding)を もっ とい うことである。一度結 ばれ た契約 は全 員が合意 した際に

は必ず実行 され る(3人 の場合 の交渉過程 は第1図 を参照)。

以上がChaeら の ゲームのモデルで あるが.彼 らは次 の命題 を証 明 した。

命題1(ChaeandYang(1988b))4)

もし0≦s,〈1(仁1,_.,π)な らば上の交渉 ゲームはただ一つ の完全均

衡 を もつ。またその均衡結果は

(z免,z62,...,z4π)=σ π一1(1/(1-S,),8z/(ユ ーs,),...,δ 昂/(1一δη)).

a,=(1-6,)一'+δ 、(1-S,)『1+…+8n(1一 δ。)一1.

彼 らの証 明には数学的帰納法 が用 い られ る。また,完 全均衡 の一意性 の証 明

にはShakedandSutton(1984)に よ る均衡 結果 の上 限 と下 限 の一致の手法が

用 い られ る。詳 しい証 明は彼 らの論文 を参照。

次 にN人 非対称 ナ ッシ ュ交渉解 との関係 であ るがS;=e一 溜 と して,4を0

に無限に近づ ける と,各 プ レーヤーの均衡利得は

4)Jun(1987)の3人 交 渉 ゲ ー ムの 場 合 も同 じ結 論 で あ る。
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η一1f
ori=1,...,π.

蹴　1十尾一1十…十㌦一1

に収 束す る。す なわ ち最初 に提案す る ことによるア ドバ ンテー ジが 消え,均 衡

利 得は プ レーヤーの時間選好の逆数 を交渉力 とした場合 のN人 非対 称ナ ッシュ

交渉解 に収束す る。 これ らの結論はRubinsteinら の2人 交渉 ゲー ムの結果 を

N人 につ いて も保存 している といえ る。

さて これ らの結論はJunの モデ ル も含めて上記 のモデルにだけに限 った も

のなのであろ うか。次第 では契 約を導入 した交渉 ゲームに限定 して,こ の点に

つい て考察す る。

IV契 約を導入した交渉ゲームの交渉ルールと均衡結果の一意性の関係

この節 ではChaeら に よる交渉 ゲームの交渉ル ール を一部変更 した場 合に,

果 して前節 で紹介 した結果 が得 られ るか どうかを調べ ることに よって.そ の変

更 された ルールが決定的 に重要 なのか どうか を考 察す る。 そのために不 完全 で

はあるが,彼 らのゲームの交渉 ルールの特徴 を次 の6つ のル ールにわけ ること

にす る。

R1:m人 残 ってい る各部分 ゲームにおいて各 プ レーヤーは特定 の プレーヤ

ーに しか提案 で きない。

R2=交 渉 にm人 残 って いる(部 分)ゲ ームの なか に必ず各 プ レーヤーの提

案で始 まるm人 部分 ゲームが存在す る。

R3=提 案 は相手の配分 を提案す る ものに限 られ る。

R4=提 案 を否認 したプレーヤーは次期 に提案 がで きる。

R5=プ レ ーヤ ーの提案が同意 された ら,そ の期 に必ず彼は続 けて提案が で

きる。

R6=提 案 者は一度 に一人 に しか提案 がで きない。

本稿 では これ らのル ール の うち.R1-3の3っ のル ールに限定 して,以 下

で分析 してい く。
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(1)残 りの プレーヤ ーか ら自由 に提案相手 を選べ る交渉 ゲーム

R1だ け を満た さない ゲームと して最 も自然 なゲームは.提 案す るプレ ーヤ

ーが残 りのプレーヤーの中か ら提案相手 を 自由に選 べる ゲー ムであろ う。 そ こ

でP、 の提案か らスター トす るそのよ うな ゲー ムを考 察す る。

この ゲー ムについては命 題1と ほぼ同様 の結果が得 られ る。

命 題1'

も し0≦ δ`<1(i=ユ,...,π)な らば上 の交渉 ゲー ムの完全 均衡 結果 は　

意 であ り,Chaeら の交渉 ゲームの完全均衡結果 に等 しい・

証 明はChaeら の 証 明とほぼ同様 にされ える。Appendixを み よ。

Chaeら の結果 と少 し異な るのは完全均衡 が多数存在 す ることであ る。 例 え

ば均衡経路 としてlp、 が最初 に提案す るプ レーーヤーを誰 に して も完全均衡 とし

て実現 しうる。

② 浅,るプ レーヤー に不 公平 な提 案機 会 しかな い交渉 ゲーム

R2だ け を満た さない ゲームはか な り不 自然 であるが,こ の ようなゲームに

お いて も,命 題1と 同様 の結果が得 られ るのではないか と思 われ る。例 えば プ

レーヤーは3人 で,3人 残 ってy・る間はP、 とP2の 間 で交 互に提案 し,ど ち

らかの プレーヤ ーが同意 した らは じめてPaに 提案で きるよ うなゲームを考 え

てみ よ う。ただ しR4よ り,残 りのプレーヤーが2人 になった ら交互 に提案 で

きな くてはな らない とす る(第2図 参 照)。 この3人 交渉 ゲームが一意 の完全

均衡結果 を もち,Chaeら のN人 交渉 ゲー ムのN;3の 場 合の完全均衡 結果に

等 しくなることは割合簡単 に証 明 しうる。 この ような結果 はP,の 次 に位置

す るP,の 利 得 も,.一 番後 ろで一見P2と 同等 でないP。 の利得 も,お 互い の

割引 フ ァクターが 同 じな ら,利 得 が等 しくな るChaeら の ゲームの均衡結果 か

らもある程度推察 しうる結果 である。

(3)Chaeら と違 うタイプの提案 を導入 した交渉 ゲーム
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置=ol置 一1D=2

汁 煽1:曝 一
酔報 齢::1:悉こ:1∵の惣 龍
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1

(1-32-5ユ,52,5コ)

第2図

K3を 満 た さな い次 の2つ の タイプの提案 を考 えて みよ う。

タイプ1、 提案 者が相手 の配分 にあた るものを契約 時に先払 いす る提 案

タイプ2:提 案者が 自分 の配分 を提案

まずタ イプ1で あるが,Jun(1987)に よ って詳 しく分析 され.こ のタイ プ

の提案の ゲームは望 まれ る結果 にな らない ことが報告 され てい る。例 えば3人

交渉 ゲーム(交 渉 のパ イは1)で3人 の割引 フ ァクタ ーが δで あるとしよ う。
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そ してあ るプレーヤ ーP;の 提案(α)が 合意 され た後 の残 り2人 の部分 ゲームを

考 えよう。その ときこの残 り二人 のプレーヤーの完全均衡利得 は一意 に決 ま り,

P;の 利 得は1/(1+δ)一 α,も う一人の プレーヤーの利得 が δ/(1+δ)と なる。

従 って,こ の3人 交渉 ゲー ムの(純 戦略 の).完 全均衡 では必ず1人 の プレーヤ

ーの利得は δ/(1+δ)に な る。提 案間隔 を0に 近づけてい った際,そ れは1/2

に収 束 し,こ の場合 の望 まれ る解 である1/3に は な らない。また,δ が十分1

に近 ければ,多 数 の均衡結果が存在す る ことが.や はhJunに よ って報 告 さ
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れて いる。

次 にタイプ2に ついて考 察す る。 この場合,提 案が認 められた ら提案者は ゲ

ームか ら退かなければ まず いので,R4,5と 矛 盾 して しま う。 そ こでプ レーヤ

ーの提案 が同意 された ら,そ の プレーヤーが ゲームか ら退 き,か わ りに同意者

がその期 に続 けて提案が できるとい うよ うにルールを修正 してお くことにす る。

この修正 され た交渉 ゲームは均衡結果 の一意性 な どの性 質 を持つであ ろうか。

答 は否 である。例 えば第3図 で示 され るような リカーシブな3人 交渉 ゲームを

考 えてみ よう。但 しゲームはP,の 提 案か らス ター トし.3人 の割引 ファクタ

ーが同 じ δである とす る。

命題2

δ(1+δ)≧1の とき,第3図 で表 わされ る3人 交渉 ゲームの完全均衡 は多

数存在す る。例 えば次 の結果 が均衡結果 として実現 され る。

(z61,u2,u8);(ゐ,(1一 々)/(1十 δ),δ(1一 距)/(1十 δ)),0≦ 為≦1.

証 明=第4図 の二重線 で示 され る戦略が命 題の結果 を実現す る完全均衡戦略

となる。 これ らが実際 に完全均衡 である ことを調べ る ことは容易 である。 また,

図 では残 り2人 になった部分 ゲームの戦略が省略 され てい るが,そ れ について

はAppendixの1)の 証 明 を参照99・E・D・

最後 に上 の2つ のタイプの提案 の組合 せで,提 案者 が 自分 の配分 を提案 し.

契 約 時に同意者 に先払 い して もら う契 約 も考 え られ るが.タ イプ1で 示 した の

と同 じ理 由でやは り望 まれ る性質 を持た ない こ とがい える。

以上,不 十分 な分析 では あるが.次 の二つ の結論が導 け よう。一 つには提 案

のタイプが均衡 に大 きく影響 し,本 稿で取 り上げ た提 案ではJunら の 用いた

タイ プの提案 で しか望 まれ る結果 が得 られない とい うことで ある。二つ めは,

しか しなが らその タイプの提案 ならば,R4-6の ル ール を満 たす交渉 ゲーム

において完全均衡 結果 の一意性 な どの望 まれ る結果が得 られ るのではないか と

い うことである。但 し.二 つ めに関 しては推測 の域 をでない。
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V結 び

最 後 に 本 稿 で 論 じ 残 し た 問 題 を あ げ て 本 稿 を 終 わ る こ と に す る 。

一 つ に は
,Junら の 交 渉 ル ー ル は 果 して ナ ッ シ ュ交 渉 解 が 暗 黙 に 依 っ て 立 つ

よ う な 交 渉 過 程 で あ る か ど うか の 検 討 で あ る 。 も し そ う で な い な ら ば ど の よ う

に 位 置 づ け る の が 適 当 で あ る か を 検 討 が 必 要 が あ る 。 も う一 つ は こ の よ う な 交

渉 過 程 が 現 実 の 様 々 な 交 渉 に ど う対 応 す る の か の 検 討 で あ る。 こ れ ら の 問 題 は

今 後 の 研 究 課 題 と し た い 。

Appendix

命 題1'の 証 明

Chae&Yangの 命 題1の 証 明 と 同 様 の 方 法 に よ っ て 証 明 し う る の で,以 下

彼 ら の 証 明 と ほ ぼ 同 じ手 続 き で 証 明 を お こ な う。 ま た,証 明 の 便 宜 の た め 彼 ら

と 同 じ 次 の 定 義 を 用 い る 。

a,._ゴ==σ 一々 δノ(1-s;)一1(A1)

P_云(ゐ):={P,,P2,..,,P々}一{丑}

y、P,の 提 案 で は じ ま る 皿 一(ユ)の 距人 交 渉 ゲ ー ム に お け るP,の 完

全 均 衡 利 得 の 集 合 。

η`:;infV,

覇:=supV,

βf,ゴ==(1-8;)一1(σ 々.一ゴ)一1δ`

(ノ≠ 歪,0〈 βゴ」〈1で あ る こ と に 注 意)

防==σ 詑一1(1-S;)一1(B2)

証 明 に は 数 学 的 帰 納 法 を 用 い る 。 す な わ ち 次 の1),2)を 証 明 す る 。

1)プ レ ー ヤ ー の 数 η=2と き命 題 が 成 立 す る 。 ま た,n=3の と き,P露 σ

=1 ,2,3)がP;(∫ ≠ブ)に 対 し て α(0≦ α≦1)の 配 分 を保 障 す る 契 約 を 結 ん

だ 後 の 部 分 ゲ ー ム に お け るP;,.IP。 ⑦ ≠ ∫,カ の 完 全 均 衡 利 得 は,

π戸(1一 α)(σ,..,)酔1(1-S;)",un=(1一 α)(O,.一」)一la,(1-81)一1.
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に 一 意 に決 ま る 。

2)π=た 一1(々>2)の と き命 題 が 成 立 す る こ と,及 び π=々 の と きR(仁1,

2,...ゐ)がP」 σ ≠ノ)に 対 し て α(0≦ α≦ ユ)の 配 分 を 保 障 す る契 約 を 結 ん だ

後 の 部 分 ゲ ー ム に お け る 各 プ レ ー ヤ ー の 完 全 均 衡 利 得 が,

錫=(1一 α)(O)一1(1一 δ虞)一1,

z砺;(1一 α)(a,,_」)一1δん(1一 δゐ)一forallh≠ らノ・

に 一 意 に 決 ま る こ と を 仮 定 し た 場 合 に π=々 で 命 題 が 成 立 す る 。

1)の 証 明

π=2の と きRubinsteinの2人 非 協 力 ゲ ー ム と同 じ に な る の で,成 立 す る

こ と は 明 か で あ る 。 次 に π=3の と き,P`炉P」 に 対 し て α の 配 分 を 保 障 す

る契 約 を 結 ん だ 後 の サ ブ ゲ ー ム の 完 全 均 衡 利 得 を 調 べ る 。 代 表 し てf=1.ノ=2,

h=3の 場 合 を 証 明 す れ ば よ い 。 他 の 場 合 も以 下 と 同 様 に 証 明 し 得 る 。

1)、,あ,運 、 をIP、 の 提 示 で 始 ま る サ ブ ゲ ー ム のP、 の 完 全 均 衡 利 得 の 集 合

そ の 上 限,下 限 と 定 義 す る 。 ま たD3,3、,43も 同 様 に 定 義 す る 。 こ の と きPs

は8,a、 よ の小 さ い 提 示 を 拒 否 す る の で あ ≦1一 α一 δa43。 ま たP、 は8,a,+α

以 上 の提 示 に 同 意 す る の で 幽 ≧1一(δ12、+α)。 こ の 二 つ の 不 等 式 よ り.

31≦(1-a)(1-se)(1-S,Se)一!=(1一 α)(σ3,_2)一1(1-S,)一1,

同 様 の 議 論 に よ っ て,ゐ ≦1一(δ 、41+α),必 ≧1一 α一 δ露3で あ る か ら こ の 二 つ

の 不 等 式 よ り,

41≧(1一 α)(1一 δ3)(1一 δL8y)P1=(1一 α)(σ8,_2)一1(1-41)一1.

従 っ て 上 限,下 限 の 定 義 よ り ・・一41-d,=(1一 ・)(・・.一・)一1(1-8z)一1と な る ・

こ の と き 晩 二(1-a)(σ3._2)一1δ3(1-8a)一1。Q.E.D.

2)の 証 明

ま ず,証 明 の 準 備 に4つ の 補 題 を 証 明 す る 。

補 題1v一v;?一Y:.。(騙 一 ・。)f・ ・al1彿 ∈P一 ・(々)・ゴ=1・ 一 ・々 ・

証 明

代 表 して ゼ=1の 場 合 を 証 明 す る。P、 がP;に 提 案 す る と し よ う。 乃
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がP、 の 提 案 を 拒 否 し た 場 合 の 彼 の 利 得 は せ い ぜ い5;,o;で あ る。 従 っ てP;

に そ れ 以 上 の 提 案 を す れ ば,彼 は 同 意 し得 る 。 も し 彼 が 同 意 す れ ば 残 り の プ

レ ー ヤ ー は ん一1人 に な り,2)の 仮 定 よ り,ゲ ー ム は そ の 期 に 終 わ り,P,の

利 得 は,

(1-5ノ)(σ 逐.一」)一1(1-s,)r1,6し ≧8;v;.

彼 は ど の プ レ ー ヤ ー に も 提 案 で き る か ら 少 な く と も彼 の 完 全 均 衡 利 得 の 下 限

は

望1≧(1一 δ・、ウ・・)(・・,一一)一1(1-S,)"' .f・ ・allm∈P一 ・(々)・

式 変 形 よ り

㍗一 τ、≧ 一 β1.別@皿 一7初)forallm∈P-1(ゐ).

他 の プ レ ー ヤ ー か ら 始 ま る ゲ ー ム に 関 し て も 同 様 で あ る 。9.E.D.

補 題2哲 一v,≦Marβ1.」@∫ 一 の
ブ∈P一且(々)

証 明

補 題1と 同 様 に,代 表 し て ゴ=1の 場 合 を証 明 す る 。 ま ず,P,の 提 案 で 始

ま る こ の ゲ ー ム の,完 全 均 衡 に お い て ゲ ー ム が 終 了 す る 時 点 を 考 え て み よ う。

最 初 の 同 意 が 起 き た 時 点 で 残 り の プ レ ー ヤ ー の 数 は 々一1に な り,2)の 仮 定

よ り そ の期 に ゲ ー ム が 終 了 す る 。 従 っ て,最:初 の 同 意 が 起 き る期 が,完 全 均

衡 に お い て ゲ ー ム が 終 了 す る 時 点 で あ る 。 そ こ で,完 全 均 衡 に お い て 最 初 の

同 意 が 起 き る 時 点 を 彦 と し て 場 合 分 け し て,例 を 考 え る 。

(ユ)孟=0の 場 合

P,が 乃(タ ≠1)に 対 し て δ」鈎 よ り少 な い 提 案 を し て も,P;は 必 ず 提 案

を 拒 否 す る か らP,の 利 得 ぽ

Max(1-8;vノ)(CA .一,)一1(1-S,)一1
ゴ∈P一名(垂)

を越 え な い 。

(2)`=1の 場 合

誰 が 最 初 の 同 意 者 に な る か で,さ ら に 場 合 分 け す る 。.P,が 最 初 の 同 意 者
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で あ る場 合,彼 の 利 得 は せ い ぜ い δ12費 で あ る。 他 の プ レ ー ヤ ー が 最 初 の

同 意 者 で あ る 場 合,彼 の 利 得 は2)の 仮 定 よ り

MaxS"(1-8;v;)(a,.一 ゴ)一1(1-s,)一 翼
ゴ∈P蝋〔勧

を越 えない。

③'>1の 場 合

P,が 提 案者 で終わ る場合,彼 の利得 はせ いぜ いSe-1L1で あ る。P、 が最初

の同意者 であ る場 合は,彼 の利得は せいぜ い δ1観 で ある。それ以外の場

合,彼 の利得 は

Max8,`+1(1-8;p;)(σ 々..5)一1(1-S,)一1
ゴ∈P一`(走)

を越 え な い 。

以 上 の 考 察 か ら σ1は

曽1≦Max(1一 δ鶏)(σ 々.一,)'1(1-6,)一1.

ゴ∈P一.(々)

式 変 形 よ り,

ウー 恥 ≦Max一 β1誕 安」一u,).
'∈P_`(々)

他 の プ レ ー ヤ ー か ら始 ま る ゲ ー ム に 関 し て も 同 様 で あ る 。 Ω.E.D.

補 題3y;>v,foralli.

証 明

整 数 £ を 整 数 ツ で 除 した 剰 余 をmod(π,ッ)で 表 わ す と す る と,補 題1の

式 は 任 意 の 辮 キ ゴ に つ い て 成 立 す る の で,

Ψ一7≧_β`.m。d(`+1.の(7m面(`+1.た)_7m。au+エ 、鳶))foralli.(A3)

と し て な ん ら問 題 は な い 。 ま た,補 題2の 式 の 右 辺 の 最 大 値 を 与 え る ゴ を

ブ(の で 表 わ す な ら ば,

v;一v<<一N/.」(の("ノ(の 一v;(の)foralli.(A4)

と な る 。(A3)を 代 入 す る と,

η 一 費 ≧pi..。、,飼.k.p。 囲、、+1.、).、、。面,、・1.あ

'×[曽 ゴ(m幽+1、 、))一v;・m。d・汁・.・)♪]・
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任 意の ゴ,ゴσ≠の につい て0<β`,」<1,Iv:一 τ,[<1で あ るか ら,こ の代 入

を右辺 に対 して続 けてい くと,極 限で右辺 は必ず0に 収束 す るので,蛮 一鶏

≧0と なる。Q.E.D.

補 題4yi=vi=viforalli.

証 明

(A4)及 び補題3よ り,

{フゴー汐`≦一Pi.」(の(v;(ゴ)一汐」G))≦Oforalli・

補 題3よ り 既≧汐,で あ るか ら,上 限 と下限の定義 よ り,鈎=v;=v;で な け

れば な らない。9.E,D.

以 上 の補題 の結果か ら2)を 証 明す る。代表 してP、 の提 示で始 まるゲームの

完全均衡 を考 えて みよ う.完 全均衡 にお いて彼が選択す る提示相手 をP;と す

る。P、 は彼 の提案 を拒否す ることに よって8,v;の 利 得 を得 られ ると考 え ら れ

るか ら,δ 、ワ、以上 の提 案に対 してだけ合 意す ることが完全 均衡 におけ る戦略 と

なる。 この と きP1の 最善の戦略は拒否 され るよ うな戦略 を とるか8;v;の 提

示 をして同意 をえるか どち らか である。 まず 同意 を得 られ る戦略 を とる場合彼

の利 得 を調べ る。同意が得 られれば プレーヤーの数 は 々一1に な り,2)の 仮 定

よ り,彼 の利 得は

u,=(1-8;v;)(%一 ♪一1(1-s,)一1

で あ り,(A1),(A2)よ り,険=u、 と なることが確 かめ られ る。 これ は補題
`

4と 整合す る。 また,他 のプ レーヤーの利得 を調 べ ると,

πFδ ゴ(1-8;v;)(a,.一`)一1(1-S;)一1ノ ≠∫,1・

で あ り,同 様 にu;=S;v;と な ることが確か め られ る。 次に拒否 され るような

戦 略 をとった場 合の彼の利 得 を考 えてみ よう。 彷 は正 であるか ら有限期 で必

ず ゲームが終了す る。2)の 仮定 よ り最:初の同意がお きた期 にゲームは終了す る。

その期 を 診(>0)と し よう。置;1の ときP,が 提 案者であ る。補題4よ り彼の

利得 は η でなけれ ばな らない。 そのため には彼の提示相手Pi(ゼ ≠ブ)に 対 し

て δ辺,の 提示 をす ることが必要 であ る。 しか し,そ の際 のP、 の利得は δ12τ1
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で あ り,η 、より必ず小 さい。 また ♂≧2の 場合,P,が 提 案者 の ときの利得 が

8,`v,,-Q葉 者 で ない ときの利得 が8,'+lv,で あ り,糾 よ.り"ユ よ り小 さい。 従

ってP、 が8,v,の 提 示 をす ることが最:善 とな る。

次 にP,が 提 案相手 として誰 を選 ぶ のが最善か考 える。.彼 が 」%伽 ≠1)を

提 案相手 に選んだ場合,1㌦ は少 な くとも 傷 砺 の提示 でない限 り拒 否す るか

ら,P,の 利 得 はせ いぜ い,

π1ロ(1一 δ那7四)(σ陀_1.π)一1(1-8,)"forailm∈P_1(ゐ)

で ある。(A1),(A2)よ り,任 意 の解 に対 して%1=ロ1で あるか らhど の プレ

ーヤーを選ぶか に関 してP,は 無差別 とな る。従 って 臥砺 が同意 され る限 り,

どのプ レーヤーを選ぶ こ とも完全均衡戦略 にな りうる。

以上か ら,完 全均衡は多数存在 す るが.そ の均衡利 得 は

膨13ワ 且,砺=δ 加τ隅forall鋭 ∈P-1(た)

と な り,2)が 成 立す るこ とが証 明され た、1)2)が 成 立す るの で数学的帰納法 よ

り,命 題rは 証 明された。Q.E.D.
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