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非完備市場 におけるマルチンゲール測度(1)
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1は じ め に

本論 文(1)と(2)で は,所 与 の 連続 した 時 間[0,T]で 取 引 可能 な経 済

に お け る条 件 付 請 求 権 の 価 格付 け につ い て考 察 す る。市 場 が完 全 競 争 的で ,無

摩 擦 か つ 無 裁 定 で あ る とす る な ら ば,時 刻 丁 に金 額 γが 支 払 わ れ る 条 件 付 請

求 権 の現 在 価 格(時 刻0価 格)は,同 値 マ ルチ ン ゲー ル測 度Qに よ って

17(め ニE9[rf1γ1(1 .1)

で 与 え られ る。 た だ し,こ こで,EQ[・1はQの 下 で の 期 待 値 を表 わ し,1rヂ

は割 引率 を 表 わ す 。 す なわ ち.君 は 当 該 経 済 に お け る時 刻 ∫∈10 ,T]で の 価

値 尺 度 財 の 価 格 で あ り,几=1と す る。 市 場 が 完 備 で あ れ ば,同 値 マ ル チ ン

ゲー ル 測 度 は,一 意 とな り,価 格 ∬(y)も 一 意 とな る(HarrisollandPhska

[1981]〉 。 しか しな が ら,市 場 が 完 備 で な い,す なわ ち,非 完 備 で あ る場 合 に

は,一 般 に,同 値 マ ルチ ンゲ ー ル 測 度Qは,無 数 に 存 在 して しま う ので ,無

裁 定 の 議 論 だ け で は,(L1)に よ っ て 価 格 を 一 意 に 与 え る こ と は で き な い

(HarrisonandPhskd[1981]、Dalang,M〔)rtonandWillillger[1990],F6Umer

andShweizer[1991],DelbaenandSchachermayer「1994] ,Frittelli[20001)。

そ こで,市 場 が 非完 備 な場 合 に は,何 らか の 特 定 の 選 択 基準 に よ って,同 値 マ

ル チ ンゲー ル測度 を1つ に特 定 す る こ とが 考 え られ る。

選 択 基 準 と して挙 げ られ る の は主 と して 次 の 二 つで あ る。 一 つ は何 らか の形

で経 済 主体 の効 用 最大 化 問 題 に還 元 で き る とい う こ と,も う一つ は資 産 価 格 が
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従 う も との 測 度 と何 らか の距 離 の概 念 を用 い て 「近 い」 とい うこ とで あ る。

特 定 の選 択 基準 に よ って特 定 され たマ ルチ ン ゲー ル測 度 の 中で,既 存 の文 献

に おい て,そ の 性 質 が よ く研 究 され て きた もの に は,最 小 マ ル チ ンゲ ー ル測 度

(minimalmartingale!neasure,以 下MMMと 略 す),分 散 最 適 マ ル チ ンゲ ー

ル測 度(varianceoptimalmartingalemeasure,以 下v-MMと 略 す),最 小 相

対 エ ン トロ ピー ・マ ルチ ン ゲー ル測度(minimalentropymartlngalemeasure、

以 下MEMMと 略 す)1)が あ る。 これ らの マ ル チ ンゲ ー ル 測 度 はい ず れ も数 学

者 に よ って提 案 さ れ た もので あ るた め,そ の経 済 学 的意 味 や 解 釈 が 必 ず しも明

らか で は ない,,

本 論 文(1)と(2)で は,… 連 の これ らの マ ル チ ンゲ ー ル測 度 を概 観 す る

こ と 目 的 と し,(1)で は,は じめ に マ ル チ ンゲ ー ル測 度 の 一般 的 な 定 義 を

行 った 後 に,MMMに つ い て 説 明 し,そ の経 済 学 的 意 味 に つ い て考 察 す る 。

続 い て,(2)で は,v-MMとMEMMに つ い て 説 明 し,そ の経 済 学 的 意 味

ヒ つ い て考 察す る。 また,こ れ ら…連 の マ ル チ ンゲ ー ル測 度 の 関係 に つ い て も

言 及 す る,,な お,本 論 文(1)と(2)を 通 じて,理 解 の便 宜 を 図 るた め,各

命 題 や 定 理 な どに は,可 積 分1生や 関 数 空 間 上 の 関数 列 の収 束 な どの 技 術 的 な 部

分 を除 い て 簡 略 な 証 明 を付 したが,厳 密 な 証 明 につ い て は,各 参 考 文 献 を参 考

され たい 。

Ilマ ル チ ン ゲ ール 測 度

以 下,記 法 は一 貫 した もの を用 い る。 当該 経 済 の不 確 実 性 は,フ ィ ル ト レー

シ ョ ン付 き確 率 空 間(9,警,F,P),F:二 熔 、,庭[0,71},で 表 わ さ れ る もの

とす る。 当 該 経 済 に は4種 類 の リス ク資 産 と1種 類 の価 恒 尺 度 財 と な る 無 リ

ス ク資 産 が 存 在 し,4種 類 の リス ク資 産 の 価 格 を価 値 尺 度 財 の 価 格 で 割 った 割

引価 格 の変 動 は,R4一 値 確 率 過 程X=(渇)。 ≦、≦Tで 表 わ さ れ る とす る。XはF一

1)こ れ はcanonicalmarLillgalemeasure((二:M八 頑)(Miyahara[1996])と も,minim∫11entτopy

ma面ng…deprobabilitynleasure(MEM)(Fri†telh[2000』)と も い わ れ るD
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適 合 な セ ミマ ルチ ンゲー ル とす るン}。す なわ ち,Doob-Meyer分 解 が 可 能 で あ り,

X=Xo十M十14

と表 現 で き る。 こ こでMニ{M,=(〃11,,,.,Mノ)T,'∈[0,T]"は2乗 可 積 分

な 局 所 マ ル チ ンゲー ルで あ り,ハ=儀=(躍,,..,潔)T,'∈[0,T]}は 有 界 変

動 を もつ 可 予 測 過 程 とす る。 以 下で は,議 論 を簡 単 にす るた め,特 に 断 らない

限 り,Xを は じめ とす る確 率 過程 の サ ンプ ル ・パ ス は 井a.s.で 連 続 で あ る と

す る。 ま た,EをPの 下 で の期 待 値 演 算 子 とす る。

時 刻 丁で の み,支 払 い の あ る条 件 付 請 求 権 の 価 格 付 け を考 え,価 値 尺 度 財

価 格 で 割 った 条 件 付 請 求 権 の 時刻 丁で の支 払 い 金額 をHで 表 わ す 。 以 下 で は,

この 条 件 付 請 求 権 を 条 件 付 請 求 権Hと 呼 ぶ こ と にす る。 条件 付 請 求 権Hは

寳ブ 可 測 な確 率 変 数 で,
　

(E[H2]戸 〈。。,す な わ ち,H∈82(P)

とす る。

θ:={θ,,峰[0,T』}は,リ ス ク資 産 の取 引 戦略 の集 合 を表 わ す とす る、、す

なわ ち,θ 、は 時刻 ♂で の リ ス ク資 産 の保 有 単 位 数 を表 わす 。L2(ルの を

ユ

llθ"隔 一"(∫Tθ脚 〉⑳1i副 、P、

ユ

ーIK〈∫蝋>ヂ"
鮮,P,<・・

を満 たすR4一 値 可 予 測 過程 θか ら成 る空 間 と し,五2(月)を

"θ"が(漁):一1∫TI雌Ill野,P,<・ ・

を満 た すR4一 値 可予 測過 程 θか ら成 る空 間 とす る。 さ ら に

θ:=、 乙2(ハ4)∩L2(ハ)

とす る。 この と き,

2)以 下.セ ミマ ル チ ン ゲ ー1レ に 関 す る 術 語,記 法 は.特 に 断 ら な い 限 り,Dellacheri-nd

Meyer[1982]に 準 拠 す る。

3)Tは,転 置 を 表 す,
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G(θ)=一IG(θ):一 ∫'篇'∈[・ ・T]1∈G2(劫

とな るR4一 値 可 予 測 過程 θか ら成 る空 間 は θ に一 致 す る(Schweizer[1994])。

定 義2、1(局 所)マ ル チ ン ゲ ー ルZがZ。=1か つXZが(局 所)マ ル チ ン

ゲ ー ル とな る と き,ZをXの マ ル チ ン ゲ ー ル 密 度 過 程 と呼 ぶ 。 さ らにZが 正

値 を とる な らば,強 意 の マ ル チ ン ゲ ール 密 度 過 程 と呼 ぶ,.

定義2以 蹄)上 の(符 号付)測 度Qが,Q(9)一1・Q《 瑠 器 い

∈r・,η}がXの マルチ ンゲール徽 過程 となるとき刃 をXの(符 号付)

(局 所)マ ル チ ン ゲ ー ル 測 度 とい う。Qが 非 負 値 の 場 合,(局 所)マ ル チ ン

ゲ ール測 度 と呼 び,さ らにQ～Pな らば,同 値(局 所)マ ル チ ン ゲ ー ル測 度 と

呼 ぶ,、また,

El釜 ・T(θ)1一 ・,∀ θ∈θ

を 満 た す と き.Qを(符 号 付)θ 一マ ル チ ン ゲ ール 測 度 と呼 ぶ 。P,(θ)を 符 号

瀞 マルチンゲール測度のすべてか ら成る集合 とし・⑲ 二一P:一 霊IQ

∈R(θ)}と する。

寛II最 小 マ ル チ ン ゲ ー ル測 度

は じめ に,Zが マ ルチ ンゲ ー ル密 度 過 程 とな る必 要 十 分 条件 を示 し,次 に,

そ れ か ら出 発 して,最 小 マ ルチ ンゲ ー ル測 度 を定 義 す る。

命 題3.1(Schweizer【19921,Pmposition5)α 』{α1,ご ∈「0,71},∫ ニ1,_,

4,を ゐT(α 、1)Z4<〃 ∫>。〈 。・ と な るil∫予 測 過 程 と して,

A1一 ゐ'α超M`>㍑(3・1)

とす る。 この と き,Z∈ 凱 急、、(P)が マ ル チ ンゲ ー ル密 度 過 程 とな る た め の 必 要

十 分 条件 は,各 ゴに対 して,ハ4'と 直 交 し,端=0と な る局 所 マ ルチ ンゲー ル
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1Vゴニ{ノV!.云 ∈10.T]}に よ っ て

名 一1一 偽 α謝 、ゴ珊,∫ ∈[0,T]

とな る こ とで あ る。

(255)5

(3.2)

証明

酔:ニZr1+ゐ'Zl、 αノ4雌

とす る 。 伊 藤 の 公 式 よ り,

4(X'Z)=Xず4Z十Zず4Xご 十4[Z,Xゴ1

=局 所 .P一マ ル チ ン ゲ ー ル+Z'44ゴ+4[Z ,ル 州

二 局 所P一 マ ル チ ン ゲ ー ル+Zfプ4く 〃"〉+41Z
,ハ4'1

=局 所P一 マ ル チ ン ゲ ー ル+Z'αf4[〃q+4[Z
,ハ4q

=局 所 .P一マ ル チ ン ゲ ー ル+4[ノVf,!匠q

し た が っ て,題 意 を 得 る,.□

以 下 で は,(3.11が 満 た さ れ て い る と す る 。

定 義3.1

ロ

且 二=Σ 〈〃">,,
ゴ=1

σ"ノニー4〈 雌"'〉',4B
r

ゴ,ノ=1,、.34,

γ1:=α!σ ノ',ガ=1,、,,4。 オ∈ 「0,T1

(3.3)

(3.4)

(3.5)

とす る 。 こ の と き

σ`λ,ニγfP-a、s.,f∈[0,T](3 .6)

と な るRd一 値 可 予 測 過 程 λ∈Lε ,.(ルの が 存 在 す るな ら ば,Xは 構 造 条 件(SC〉

を 満 た す と い う(Jacod[1979]、DellacherieandMeyer[1982]) 、,

(3.6)で 定 義 さ れ る λ は,い わ ゆ る リ ス ク の 市 場 価 格(marketpriceof,i,k)

を 表 わ して い る 。 し た が っ て,構 造 条 件(SC)を 満 た す 必 要 十 分 条 件 は
,市

場 が 無 裁 定 と な る こ と で あ る(DelbaellandS(》hachermayer[1994]),,
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命 題3.2(Schweizer[1992】Pmposition5,Schweizer[19951Propositon2)

Xは 構 造 条件(SC)を 満 た す とす る 。 この と き,Z∈ 田～1そ。(P)が マ ル チ ンゲ ー

ル密 度 過程 と な るた め の必 要 十 分 条 件 は,各 ゴに対 して,〃 ∫と直 交 す るR∈

荻 品、.,(P)が存 在 して,

Z'一 ・一五f原3鵡R… ∈[・・T1(3・7)

を満たすことである。特に,

2二一叫 ∫え⑳(3・8)

は,Xの マ ル チ ンゲ ー ル密 度 過程 とな る 。

証 明(十 分性)

Z∈ 肌 ぞ.(P)が(3.8)を 満 たす とす る。 この と き,伊 藤 の公 式 よ り,

4(ZXl)=(x竹Z十Z4ハ4ご 十4[Z,〃'∫1-4<Z,ハ4'>)

十z姐f十4〈Z,〃f〉.

上式右 辺 の括 弧 内 の項 は,局 所P一 マ ルチ ンゲ ー ルで あ り,(3,3)一(3,6)よ り,

z4π+4〈z,〃 歪>=zγ ご4β一z(σ λ)∫48=o

で あ るか ら,Zは マ ルチ ンゲ ー ル密 度 過 程 とな る。 特 に,R≡0と す る と,

Z=Zと な る。

(必要 性)

國 山 ・渡辺 分 解 に よ り,τ ∈瑞 、(〃)と 躍 と直 交 す る1ぞ0∈ 鋤～。,1、.,2によ って

Zr-1+五'醐+RfO(3・9)

と表 せ る 。 こ こ で,Ro∈go鳩,,.を

R6一 即+五 属+る 烹)4払

とす る と,Zは(3.8)を 満 た す 。1～Oは,Mと 直 交 し て い る の で,あ と は,

∫(Ω+Z。 え)4砿。がMと 直交 す る こ と を示 せ ば よい 。
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〈訟 ∫(針 劾4砥 》一ゑ ∫ず(Ω∫+る矛)4く訟 〃ノ>・

一∫'潔'(働 ∫+る互')戯

一五f((触)ゴ+勧 ま)眠

一五'(触)協+∫fる 姻 〈M',M∫〉.

一∫『(幅)脇 一〈z,Mゴ>～

一∬(幅)鵬 一薦 桝 戯

一五'(触 〉協 一∫'(触)∫ 戯 一〇.□

定 義3.22ニ ◎(一 ∫勉 〃')が(局 所)マ ル チ ン ゲー ル とな る と き,正 二=
4P

ZTで 定義される(符 号付)(局 所)マ ルチンゲール測度Pを 最小(符 号付)

(局所)マ ルチンゲール測度 という。

注3.1Zは,確 率微分方程式

名 一1一 ∫ 加 砿,f∈[・,Tl

の強解 となっていることから,(3。7)と の対比において ♪を最小符号付局所マ

ルチンゲール測度と呼んでいる。

Xが 構造条件を満たす とき,

盆:一 ∫'鵬 一∫ず互滅4B、 一〈∫え4M〉,(3。1・)

を平 均 ・分 散 トレ ー ドオ フ過 程,略 してMVT過 程 と呼 ぶ 。

定 理3.1(Pham,Bhoin且anderandSchweizer[1998】Coro亘lary5)MVT過

程Kが 連 続 で 有 界 な ら ば,全 て のH∈82(P)は,H。 ∈R,創 ∈ θ と,Mと 直

交 し てE[躍1・=0と な るLκ ∈ 駅2(P)に よ っ て,
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H一 撫 孟丁ξ甑+Lタ 臨(3・11)

と表 現 で きる。

証 明 θ,ψ∈ θ,%∈ £2(翫,P),お よび,〃 と直 交 す るL∈ 鋤～2に よ っ て,

u:一 蝋'θ 繊+五'ψ 説+Lf・ ・≦'≦T

とお く、,はじめ に,β を任 意 の正 定 数 と して,一

E[8触 ≧(β一〃2)E[五丁θβ瓦磁]

+E[云 丁召β瓦ψ・燗 ・ψ']

一去E[五 丁εβ瓦θ・燗'θ ・]∀ 〃∈Rl〃 ≠・

〃

(3.12)

とな る こ とを示 す 。

〃 とLが 直交 す る こ とに注 意 して,伊 藤 の 公式 を用 い る と,

撫 一昭+β孟丁8β瓦幅+2五 丁8β瓦防θ丁朔'

+五 丁刑 ∫ψ叫+五7拘1五]'

+2五 丁{ψ ・磁+2五 丁8β軌4五 ト

こ こ で,(3,6)を 用 い た の ち,CauchrSchwarzの 不 等 式 を 用 い る と

2五丁εβ吻 鵡 一2五丁θβ吻7燗 ・え

≧一2(∫7'瓶 丁脚)者(ガ'瓦 幅)去

≧イ6β 瓦幡 紐 吻4〈紛幽・
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最 後 の不 等 式 の導 出 に は,一2価 ≧ 一α一 δ を 用 い た 。 した が っ て,1〉 を

ノVo=0と な るマ ルチ ンゲ ー ル と して、

勘 ≧β五丁8β瓦幅 一92∫Tεβ瓦甑

+五78β 瓦ψ7燗'ψ ∫一去 ∫Tεβ瓦θ7燗'θ'+NT

〃

以 上 よ り,(3.12)を 得 る。

さ て,國 田 ・渡 辺 分 解 よ り,θ ∈ θ に対 して,Mと 直 交 す る マ ル チ ン

ゲ ー ルL(θ)に よ って,

H一 五7θ泌'一 島(の+五 丁醐+LT(θ),

鳥(θ):一E「H一 ∫Tθ副(3.13)

と な る ψ∈ θ が 存 在 す る。 こ こで,1:θ → θ を θ∈θ に(3.13)の ψ を対

応 さ せ る写 像 とす る と,(3.11)は ∫の不 動 点 を見 つ け る こ とで あ る とい え る。

(3.12)を 用 い て この こ と を示 そ う。

"θ"β:一ll(∫7θβ瓦θ74〈齢 ・a)去1郵,P,

に よ っ て θLの ノ ル ム を 定 め る と,こ れ は,1卜1辰mと 同 値 な ノ ル ム と な る 。

β>"2>1と して,θ(1〉,θ(2}∈ θ に 対 して,θ:=θ ω 一 θ〔2〕,

ψ1=∫(θ(D)一 ∫(θ{2)),V6:二 跳(θ1)一 」70(θ(2》),L;=L(θ(D)一L(θ(2))と

す る と,レTニH-H=0で あ る か ら.(3.12)よ り,

II∫(θq))一ノ(θ`21)llβ一E[五 丁ββ乱ψ74<〃 刈

≦ナEr∫7εβ瓦θ脚 司
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1
一 τ万"θ(1Lθ(2》llぎ ・

9

以 上 よ り,∫ が(θ,1卜IIβ)が 縮 小 写 像 で あ る こ とが わ か る、、 した が っ て.

縮 小 写 像 の不 動 点 定 理 よ り,θ 内 に ノの 不動 点 とな る 点 の存 在 が 示 され る。

□

定 義3.3(3、11)をHのF611mer-Schweizer分 解 と い う 。

^4P一 一

Kが 有 界 な ら ば,一 ∈ £2(P)と な る か らL∈ 田マ2(P),¢ ∈L2(ル の に よ っ て一4P

4P一 ∈82(P)は

4P

器 一E[2ヂ]一E[27ZTl+五 丁"4革+Z7(3・14)

とい う よ うにF611mer.Schweizer分 解 で き る。

以 下,MMMに つ い て,ヘ ッジ とい う観 点 か ら そ の経 済 学 的意 味 につ い て

考 察 す る。

罵=θ,X,十 η,

で定 義 され るy={U,0≦'≦T}を 考 え る。Uは,時 点 置にお け る リス ク資 産

と無 危 険 資 産 か ら な る ポ ー トフ ォ リ オ φf;=(θ,,η,)の 価 値 を 同 じ時 点 で の

無危 険 資 産 価 格 で 割 った相 対 価 値 を表 わ して い る.ま た,

q(φ)一 罵 一五'嗣 及

で 定 義 さ れ るC(φ)ニ{C、(φ),0≦ ∫≦T}は ポ ー トフ ォ リオ を 生 成 す る こ と に

伴 う コ ス トを 表 わ して お り,費 用 過 程(costprocess)と い わ れ る、・と くに,

C,=C、,W,s∈[0,刀 の と き は,ポ ー トフ ォ リ オ の 取 引 戦 略 が 自 己 充 足

(sdf、financing)で あ る こ と を意味 してい る。

市 場 が 非 完 備 な場 合,自 己 充 足 取 引 戦 略 φ=1φ2=(θ,,η,),∫ ∈10,71}に よ

る複 製 は不 可 能 で あ る。 す なわ ち 。 どの よ うな 自己充 足 取 引 戦 略 の も とで も

H-yT=OP-a.s.
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1を満 た す こ と は不 可 能 で あ る。 このH-y,は 時 刻 丁で の 支払 いHを,あ る

ヘ ッ ジ ャー が 自己 充 足 取 引 戦 略 φに よ っ て ポ ー トフ ォ リ オ を 生 成 して ヘ ッジ

を行 った 場 合 の総 損 失で あ り,こ れ が この 非 完備 市 場 に お い て投 資 す る こ とに

伴 う リス ク と考 え ら れ る。 自己 充 足 な取 引 戦 略 が 可 能 な場 合,こ の リ ス ク は

H-6一 θT(θ)と な る。 そ こで,所 与 の`∈Rと 所 与 の 条 件 付 請 求 権H∈ £2(P)

に対 して,最 小 化 問 題=

minE[(H-6-GT(θ))21(3,15)
θ∈θ

を 考 え る、,これ は損 失(リ ス ク)を 平均 二 乗 の意 味 で 最 小 化 す る戦 略 を 求 め る

問 題 で あ る 。 リス ク指 標 を ど の よ う に定義 す るか につ い て は,議 論 の 余 地 は あ

るが4),伝 統 的 に は 二 次 リス クを最 小 化 す る とい う議 論 が 一 般 的 で あ る の で,

本 稿 で も二次 リ ス クを用 い た議 論 を考 え る。 この問 題 に対 す る解 は,次 の 定 理

で 与 え られ る 。

定 理3,2(Pham,Reinl伽derandS6hweizer【19981Theorem7)κ は 有 界

で あ る とす る。 さ らに,Xが 次 の仮 定

(SA)IF611mer-Schweizer分 解(3、14)に お い て ム7=0

(3.16)

を 満 た す とす る。 こ の と き,H∈2胴(P),ε>0に 対 して,問 題(3.15)の 解

θ=ξ(C)は,次 で 与 え られ る。

鮒 一。∬一参(軌 一`一∬ 瓢)・(3・17)

ただ し,こ こで,

2∫・:一E[2Tl3']一E[2審]+五 厩,

¢1一 融1詐 恥 ∬ ξ繊+Lダ μ ∈[・内

4)C(》leman.LiandPatr・n[2002]参 照 、
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と し,Eは,Pの 下 で の期待 値 演 算 子 を表 わ す 。

証 明 最 小 化 の1階 の 条件 か ら.最 適 戦 略 ξ{`)は,

E[(H一`一GT(鯉))・T(θ)1一 産吟 ヂ(鯉)研(の]

=0 ,∀ θ∈θ.

を満 た さ な けれ ば な らな い 、,一方,Pは,Xに 対 す るマ ルチ ンゲー ル 測 度 で

あ るか ら,θ ∈ θ を任 意 の 有 界 過 程 とす る と,Pの も とで,Xと 直 交 す るN

∈田～2(P)に 対 して ,

E[ノ〉7(}T(θ)1=0

とな る。 した が っ て,

κ一`一GT(ξ`)=ノ 〉7ZT;ノ 〉7Zタ.(3.18)

とな るNを 求 めれ ば よい と考 え られ る 、、伊 藤 の公 式 よ り,

丑一〇一GT(ξ`)一NTZタ

ー瑞 一・一ME[2弄]+五 丁(ξダーξ誰》一嚥)4及+Lダ

ー五 丁2綴 一[N ,2・]T・

Xの 連続性 とPの 下でXとNが 直交することより,

[N,20]T一 ∫ ぐT4圃 一∫ ξT4〈繭P一 ・・1

した が って,

凧1一 島講Lダ+藤4Lぐ ・

ξ(桜=ぴ 一Nξ

とす れ ば よい 。 こ こで,伊 藤 の積 公 式 よ り,

蜘 一仏 一`+∫f鵡 磁+〃

一疏一ご+∬(ξど一ξω))4悉+Lダ
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一¢一6一五'ξ蝋

とな る こ とに注 意 す る と(3.17)を 得 る。 □

注3.2仮 定(SA)は 既 存 の リ ス ク資 産 価 格 過 程 か ら,マ ル チ ン ゲー ル測 度

が 構 成 で きる こ とを意 味 して い る。

定 理3.2よ1),`=π 。=El測 とす れ ば,MMMの 価 格 体 系 の 下 で,損 失 リ

ス クの 分散 を最 小 化 す るヘ ッジ戦 略 に お い て最 適 な ヘ ッジ ・ポ ー トフ ォ リオの

価 値 が ヘ ッジす る条 件 請 求 権 の価 値 に 一致 す る こ とに な る。 しか しな が ら,こ

の 定 理 で は,仮 定(SA)と い う特 別 な仮 定 が 置 か れ て い た。 この 仮 定 が 満 た

さ れ な い 場 合,こ の ヘ ッ ジ戦 略 とMMMの 価 格体 系 との 整 合性 は 不 明 と な る.,

仮 定(SA)を は ず して も,損 失 リス クの 分 散 を最 小 化 す る ヘ ッジ戦 略 と価 格

体 系が 一般 に整 合 的 にな るマ ルチ ンゲ ー ル測 度 が 次 節 で取 り上 げ る分 散 最 適 マ

ル チ ンゲ ー ル測 度 で あ る51、,

例3。1(Pham,RheinlanderandSchweizer[1998』)Xニ(X1,...,X4)Tが

次 の確 率 微 分 方 程 式 に した が って い る とす る。

4×!η一 二(わ,L鎧)雄+Σ"1/4レ ラ7
,X1

ノー1

た だ し,四 はRし 値 標 準 プ ラ ウ ン 運 動 で あ る。4≦ η と し て ,各 時 点

∫∈[0,TIに お け る分 散 共 分 散 行 列 ∂、:ニ1び円 の 階数 はrank砂 、=4と す る。

い まの 場合.

∫ 加 一∫(ゐ一71)T(〃 び丁)一1"蹴

盆一 く∫ ⑳ 一∫(畠 一珠1)T(　 T)一・(如 縫)4s

5)損 失 リス クの ヘ ッジ 問題 で は。MMMが 一般 に 用 い られ な い とい う議 論 につ い て はRheinlan.

derandSchweizer[1997]に 詳 しい 。
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と な る 、,た だ し,1;=(1,...,1)T∈R4.し た が っ て,相 対 リ ス ク 過 程(あ

る い は リス ク の 市 場 佃i格)

∂T(∂∂T)『1(ゐ一71)

が 有 界 で あ れ ば,MVT過 程Kも 有 界 と な る 、、F"1をrか ら 生 成 さ れ る フ ィル

ト レー シ ョ ン の 完 備 化 フ ィ ル ト レー シ ョ ン と し,FをF⊃F外 ■ と な る 任 意 の も

の と す る 、、 こ こ で,κ=4と し,

びT(び∂T)一1(わ一71)はF耽 適 合 的

とす る。 この と き,2Tニ ④(一 ∫勉 ル4万 は,簿 影 可 測 とな 軌 マ ル チ ンゲ ー ル

表現定理から,仮 定(SA)が 満たされて定理3.2の 結果を適川できる.□
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