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ロビンソン-シェンステッド対応の一般化

沼田 泰英 (NUMATA, YASUHIDE)
北海道大学大学院理学研究科

ABSTRACT. グラフが与えられた時, その頂点を基底とする KK線形

空聞を $KV$ とおく. 頂点 $v$ に対して $v$ を始点 (終点) とする辺達の

終点 (始点) の和を対応させる $KV$ 上の KV線形写像を上り (下り) 演

算子という. 共通の頂点集合を持つ graded なグラフ $G_{1},$ $G_{2}$ を用意

する. $G_{1}$ の上り演算子と $G_{2}$ の下り演算子をそれぞれ $U_{\}}D$ とおく.

DU-UD $=rI$ (ただし, $r\in \mathbb{Z},$ $I$ は $’]^{\backslash }\overline{\underline{\mathrm{B}}}$等写像) という交換関係を満
たしているときに $G_{1}$ と $G_{2}$ は $r$-dual であるという. この様なグラ

フの例としては, ヤング束のハッセグラフが挙げられる. ヤング束の
ハッセグラフにおいて最小限から始まる path は standard tableau
と同一視することが出来る. standと $\mathrm{d}$ tableau には Robinson 対応
と呼ばれる対癒があるが, これに相当する対応が $r$-dual なグラフに
おいても構成できることを, Fomin が与えている.
一方で同じ形の standard tableau と semi-standard tableau のペ

ア達とワード達の間には Robinson-Schensted対応と呼ばれる対応が
知られている. 最小元からの paths を semi-standard tableaux と同
一視できる様なグラフは semi-graded になるが, その下り演算子を $D$

とおくと, ヤング束のハッセグラフの上り演算子 $U$ と DU-UD $=D$

という関係を満たしている. 逆にこの関係を満たしているグラフに
おいては Robinson-Schensted 対応に相当する対応が構成できる.

1. NOTATION AND MAIN THEOREM

( $V,$ $E$ , start, end) ( $V$ ; 頂点集合, $E$ ; 辺集合, start : $Earrow V$ ; 始点,
end: $Earrow V_{\}}$

. 終点) をグラフと呼ぶ. $\rho$ : $Varrow E$ が $e\in E$ に対して,
$\bullet$

$\rho\circ$ start (e) $\leq\rho\circ$ end(e)
$\bullet$

$\rho\circ$ start(e) $=\rho\circ$ end(e) $\Leftrightarrow$ start(e) $=$ end(e)

を満たしているときに, $\rho$ を rank function と呼び ( $V_{?}\rho,$ $E$ , start, end) を
semi-graded graph と呼ぶ. Semi-graded グラフ ( $V,$ $\rho,$

$E$ , start, end) (こ

対して $V_{i}=\rho^{-1}(\{i\}),$ $E_{i}=$ { $e\in E|\rho\circ$ start(e)-t- $\mathrm{i}=\rho\circ$ end(e)} と

おく. $V_{i}$ 及び北辺の重複度は常に有限とし, 更に $V_{0}\neq\emptyset$
) $i<0$ に対,

し $V_{i}=\emptyset$ を仮定する. 特に semi-graded グラフ ( $V,$ $\rho,$
$E$ , start, end) が

$E_{1}=E$ を満たしているときに, gmded であるという. 誤解の恐れが
無い場合には, $(V, \rho, E)$ のように start, end を省略する. 我々は共通の
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rank function $\rho$ と頂点集合 $V$ をもつグラフのペアを考えることが多い

が, この場合, $(V, \rho, E, E’)$ のように省略して書く.
$(V, \rho, E)$ を semi-graded グラフとする. $KV$ を, $V$ を basis とする K-

線形空間とする. $KV$ 上の $K$線形作用 $D_{E},$ $U_{E}$ を $\lambda\in V$ に対して

$D_{E} \lambda=\sum_{e\in E,\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}(e)=\lambda}$

start (e),
$U_{E} \lambda=\sum_{e\in E,\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(e)=\lambda}$

end(e)

となるように定める. $D_{E}$ を down operato $r$, $U_{E}$ を up operator と呼
ぶ. 我々は共通の rank function と頂点集合 $V$ をもつグラフのペア

$(V, \rho, U, D)$ を考え, $U$ は up operator $U_{U}$ のために, $D$ は down oper-

ator $D_{D}$ のためにのみ使う. 誤解の恐れが無い場合には up operator $U_{U}$

を $U$ と down operator $D_{D}$ を $D$ と書く.
$(V, \rho_{7}I)$ というグラフを $I=V$, start=end=id(恒等写像) と定義

する. すると, DI=Ul=I(恒等写像) となっている.

Semi-graded グラフ $(V, \rho, E),$ $(V, \rho, E’)$ に対して, $E+E’:=E$ 垣 $E’$

と定義する. $(V, \rho, E+E’)$ は semi-graded グラフで $U_{E+E’}=U_{E}+U_{E’}$ ,

$D_{E+E’}=D_{E}+D_{E’}$ となっている.

以降 $r\in \mathrm{N}$ を固定する.

Up operator $U$ と down operator $D$ がDU-UD $=rI$ 満たしており,

$(V, \rho)U)$ も $(V, \rho, D)$ も共に graded であるときに $(V, \rho, U, D)$ は r-duaf
であるといい, Robinson対応に相当する数え上げが行えることが示さ
れている. ([3])

$(V, \rho, U)$ も $(V, \rho, D)$ も共に semi-graded であるとする. Up operator
$U$ と down operator $D$ は $D(t)U(t’)=r(tt’)U(t’)D(t)$ (ただし, $U(s)$ ,

$D(s),$ $r(s)$ は母関数 $\sum_{i}U_{i}s^{i},$ $\sum_{i}D_{\mathrm{t}},s^{i},$ $\sum_{i}r_{i}s^{i}$ とし, $r_{i}\in$ 蟹とする)

を満たしているときに, generalized Schur operators であると言われ 7
$(V_{7}\rho, U, D)$ に対して Robinson-Schensted-Knuth 対応に相当する数え
上げが行えることが示されている. ([4])

Up operator $U$ と down operator $D$がUD-DU $=rD$ という交換関

係を満たしているときには, 同様の手法を用いて) Robinson-Schensted
対応に相当する数え上げが行えるというのが主結果である.

Theorem 1.1 (主結果). $(V, \rho, U, D)$ を共通の頂点集合をもつ semi-

gmded なグラフの組とし, 特に $(V, \rho, U)$ は graded であるとする. あ

る $r\in \mathrm{N}$ があって, 上り演算子と下り演算子が, 交換関係

(1) $DU-UD=rD$
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を満たしているとする. このとき, $(V, \rho, U_{7}D)$ の RSS対応 $\Phi$ と skew
shape 3 に対して,

$\{g’$ : $\partial^{+}Sarrow G|$ growth}
と

$\{(\alpha, g^{\prime/})|_{g’.\partial^{-}Sarrow G,\alpha- compatiblegrowth}^{\alpha.\cdot r- colomdgeneralizedwordonC(S)},.’\}$

の間の一対一対応を $\Phi$ -compatibfe2-growth $g:Sarrow G$ を通して構成す
ることができる.

Example 1.2. Young図形全体のなす集合 $\mathrm{Y}$ を頂点とするグラフについ

て考える. $\lambda\vdash n$ に対して,

$\rho(\lambda)=n$

$U=\{(\lambda, \mu)|$ 加えて
$\mu l\mathrm{J}\acute{\mathrm{t}}^{\mathrm{a}}\yen \mathrm{b}$ $n\xi_{\uparrow}^{1}\lambda$ J‘#gr図#\nearrow /’}

$D=\{(\lambda, \mu)$ |\not\supset 譲灘 r\sim 兵駒
と定める. このとき, $(\mathrm{Y}, \rho, U, D)$ は graded グラフと semi-graded グラ
フのペアであり. DU–UD $=D$ が成立している. 例えば, $\prod$ に対

して実際に計算をしてみると,

$D\ovalbox{\tt\small REJECT}=D(\ovalbox{\tt\small REJECT}+\mathrm{F})$

$= \ovalbox{\tt\small REJECT}+\prod+\coprod+\emptyset+\mathrm{F}+\prod+\ovalbox{\tt\small REJECT}+\coprod$ ,

$UD \prod=U(\prod+\coprod+\emptyset)$

となりその差はきちんと $D \prod=\prod+\coprod+\emptyset$ になっている. また,
$U^{n}$-path は skew standard tableau &こ, $D^{n}$-path は skew semi-standard
tableau(column-strict tableau) に対応している.

交換関係 (1戸よ

$D_{\mathrm{i}}U=UD_{i}+rD_{i-1}$ (for a垣 $i$ )

のように変形できる. こめことから次のことは直接計算によりすぐわ
かる.

Remark 13. $DU_{1}=rU_{1}D+D$ を満たしていて $D_{0}=I$ であれば,
$D_{1}U_{1}=U_{1}D_{1}+rI$ が成立する. 即ち, $D_{0}=I$ を満たす我々のグラ
フ $(V, \rho, U_{1}, D)$ に対して, ( $V,\rho,$ $U_{1}$ , Dl戸 fr-dual.
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この事実は, Robinson-Schensted対応を standard tableaux のペアに
制限することで, Robinson対応になるという事に相当している.

Remark 14. $(V, \rho, U, D)$ に対して, $U_{0}=I$ かつ, $U(t)$ と $D(t)$ が gener-
alized Schur operators であれば, $DU_{1}=U_{1}D+rD$ が成立する. 即ち,
$(V, \rho, U_{1}, D)$ は我々のグラフである.
この事実は, Robinson-Schensted-Knuth 対応を $\mathrm{Q}$-tableau が semi-

standard tableau であるものに制限することで, Robinson-Schensted対
応になるという事に相当している.

Remark 15 Theorem 1.1 は次の意味で, Robinson-Schensted対 $\Gamma’\hat{\llcorner^{\mathrm{Y}}\backslash }$の一

般化になっている.

・頂点 $V$ を変える. (ヤング図形以外への Robinson-Schensted対
応)

・辺 $U,$ $D$ を変える. (column strictly tableaux 以外への Robinson-
Schensted対応)

$\bullet$
$\mathrm{R}\mathrm{S}$ x\not\subset 応 $\Phi$ を変える. (bumping algorism以外のアルゴ 1ノズム (こ

よる Robinson-Schensted対応)
$\bullet$ Skew shape $S$ を変える. (up down sequence などへの Robinson-

Schensted 対応)
$\bullet$ Skew young tableauxへの Robinson-Schensted対応を与えてい
る.

2. PROOF OF MAIN THEOREM

ここで, 主結果の対応の構成方法の概略を与える. そのために, まず,

次の記号を用意する.

Definition2.1. グラフのペア $(V, \rho, E, E’)$ が与えられたとき, $\lambda,$ $\mu\in V$

に対して,

$C_{EE}^{+},(\mu, \lambda)=\{(e’, e)\in E’\mathrm{x}E|_{\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(e)=\mu,\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(e)=\lambda}^{\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}(e)=\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}(e’)},\}$

$C_{EE’}^{-}(\mu, \lambda)=\{(e, e’)\in E\cross E’|1\mathfrak{H})_{(e)=\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(e’)}^{-\mu,\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}(e’)=\lambda}-,$ $\}$

と定義する.
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&ample 22. ヤング図形を頂点とするグラフを Example 12 の様に定
める. このとき 7

$C_{DU}^{+}$ ($\coprod$, $\prod)=\{(\square ,$ $\mathrm{F},$ $\prod),$ $(\coprod$ , $\blacksquare$嫁] $\mathrm{H}\fbox)\}$

$C_{UD}^{-}( \coprod_{)}\square \sum)=\{(\coprod,$ $\emptyset,$ $\prod)\}$

$C_{DU}^{+}(\emptyset,$ $\square )=\{(\emptyset,$ $\prod_{)}\coprod)\}$

$C_{UD}^{-}(\emptyset, \square )=\emptyset$

である. ただし, $(\mu, \nu, \lambda):=((\mu, \nu),$ $(\lambda, \iota/))$ の様に書いた.

交換関係 (1) から得られる等式 $DU\lambda=(U+rI)D\lambda$ は次の一対一対

応の存在を示唆している.

$\Phi_{\mu,\lambda}$ : $C_{DU}^{+}(\mu, \lambda)arrow$

$(C_{UD}^{-}(\mu)\lambda)\cross\{\mathrm{O}\})\cup(C_{ID}^{-}. (\mu_{\dot{\mathit{1}}}\lambda)\cross\{1, \ldots, r\})$ .

この一対 $-arrow$対応を各 $(\mu, \lambda)\in V^{2}$ に対してひとつずつ集めた物 $\Phi=$

$\{\Phi_{\mu,\lambda}|(\mu, \lambda)\in V^{2}\}$ を RSS対応と呼ぶ. これは

$\Phi$ : $\cup C_{DU}^{+}(\mu, \lambda)arrow$

$\lambda,\mu\in V$

$\cup$ $((C_{UD}^{-}(\mu, \lambda)\mathrm{x}\{0\})\cup(C_{ID}^{-}(\mu, \lambda)\mathrm{x}\{1, \ldots, r\}))$

$\lambda,\mu\in V$

という全単射だと思うことが出来る.

Example 2.3. ヤング図形を頂点とするグラフを Example 12 の様に定
めと, $C_{DU}^{+}( \coprod,[\square ))C_{UD}^{-}(\coprod,\prod)$ は Example 12 の様になって
いるので例えば,

$\Phi_{\coprod\subset\coprod}$ ($\coprod$,田, $\text{「}\prod)=((\coprod,$ $\emptyset,$ $\prod),$ $0)$

=((巳巳 $\prod),$ $1)$

の様に与えることができる. 一方) $C_{DU}^{+}(\emptyset,$ $\coprod),$ $C_{UD}^{-}(\emptyset$ , $\blacksquare$戸よ Exam-
ple 12 の様になっているので

\Phi 副$\square$ $( \emptyset,\prod_{\gamma}\coprod)=((\emptyset\emptyset,$ $\square$
}

$),$ $1)$

の様に与えることができる.
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また, 同様に自明な交換関係 $ID=DI$ からは次の一対一対応を得る.

$\Phi_{\mu,\lambda}’$ : $C_{DI}^{+}(\mu, \lambda)\ni(e, e’)\mapsto((e’, e))0)\in C_{ID}^{-}(\mu, \lambda)\mathrm{x}\{0\}$ .

この自明な一対一対応を $\mathrm{R}\mathrm{S}$-対応 $\Phi$ に加え $\tilde{\Phi}:=\Phi\cup\{\Phi_{\mu,\lambda}|(\mu, \lambda)\in V^{2}\}$

とおき extended RSS対応とよぶ. Extended RSS対応 $\tilde{\Phi}$ は

$\tilde{\Phi}$ : $\cup C_{D(I+U)}^{+}(\mu, \lambda)arrow$

$\lambda,\mu\in V$

$\cup(C_{UD}^{-}(\mu, \lambda)\rangle\langle\{0\}\cup C_{ID}^{-}(\mu, \lambda)\rangle\langle\{0, \ldots, r\})$

$\lambda,\mu\in V$

という全単射だと思うことが出来る. $\tilde{\Phi}_{1}$ を第 1回分への, $\tilde{\Phi}_{2}$ を第 2成分

への射影とする (即ち, $\tilde{\Phi}(x, x’)=((e’, e),$ $n)$ の時に, $\tilde{\Phi}1=(e’, \mathrm{e}),\tilde{\Phi}_{2}=n$ ,

$\tilde{\Phi}_{1}$ : $\cup C_{D(I+U)}^{+}(\mu, \lambda)arrow$ $\cup C_{(I+U)D}^{-}(\mu, \lambda)$

$\lambda,\mu\in V$
$\lambda,\mu\in V$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}$ : $\cup C_{D(I+U)}^{+}(\mu, \lambda)arrow\{0, \ldots, r\}$

$\lambda,\mu\in V$

である).
以下, extended RSx対応 $\tilde{\Phi}$ をひとつ固定する. 我々は, 交換関係の示

唆する local な paths の対応である extended RSt対応 $\tilde{\Phi}$ を, 貼り合わせ

ることで, global な paths の対応を構成する. さらに, rank を観察する

ことでこの対応が Robinson-Schensted対応の一般化になっている, 貝

ち, ワード (を一般化したもの) と対応していることがいえる.
まず, extended RSR対応 $\tilde{\Phi}$ を貼り合わせるための台となるものを用

意する.

Definition 2.4. $\mathrm{N}^{2}$ の finite convex subposet $S$ を skew shape と呼ぶ.

$\rho(i, j):=i$ 十 $j$ ,

$V_{S}:=\{((i, j), (i+1, j))\in S\mathrm{x}S\}$ ,

$H_{S}:=\{((\mathrm{i}, j), (i, j+1))\in S\mathrm{x}S\}$

とし, $(S, \rho, V_{S}, H_{S})$ という graded グラフのペアだと思う. 3の部分集合

口 $i,j$
$:=\{(\mathrm{i}, j), (\mathrm{i}-1, j), (i, j-1)_{2}(i-1, j-1)\}\subseteq S$

を $S$ の cell と呼ぶ. 座標の表示が重要ではない場合には, 省略して口の

様に書く. $C(S):=$ { $S$ の cell} とおく.

$\partial^{+}S:=\{(i, j)\in S|(i+1, j+1)\not\in S\}$ ,

$\partial^{-}S:=\{(\mathrm{i}, j)\in S|(\mathrm{i}-1, j-1)\not\in S\}$
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をそれぞれ upper boundary, loweer boundary とよぶ.

この skew shape の頂点にグラフの元を置いていき, extended RS-対

庭を貼り合わせていく.

Definition2.5. $S$ を skew shape とし, $(V, \rho, E, E’)$ を semi-graded グ
ラフのペァとする.

$g=(gs$ : $Sarrow V$,

$g_{V}$ : $V_{S}arrow E$ ,

$g_{H}$ : $H_{S}arrow E’$ )

が, $e\in V_{S}\cup H_{S}$ に対して常に start $(g(e))=g(\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(e)),$ end(g(e))=
$g(\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}(e))$ となっているときに, 9 を $S$ から $(V, \rho, E, E’)$ への 2-growth と

呼ぶ.

Definition 2.6. $\mathrm{R}\mathrm{S}$ 対応 $\Phi$ が与えられた時に, 任意の $S$ の cell $\square \in$

$C(S)$ に対して, $\tilde{\Phi}_{1}$ ($g$ ( $\partial^{+}$ロ)) $=$ g(\partial -口) となっている時に, $2$-growth
$g$ : $Sarrow(V, \rho_{7}U+I, D)$ は $\Phi$ -compatible であるという.

Definition 27. $\Phi$-compatible $2$-growth $g$ ; $Sarrow(V, \rho, U+I, D)$ に対

して, $\alpha_{g}$ : $C(S)arrow\{0, \ldots, r\}$ を, \mbox{\boldmath $\alpha$}g(ロ) $=\tilde{\Phi}_{2}\circ$ g(\partial +(口)) で定義する.

Example 2 $\mathrm{S}$ . Example 12 のグラフに Example 23 のように $\mathrm{R}\mathrm{S}$対応を
決める. 例えば

$\coprod_{U\uparrow}arrow D\mathrm{F}_{\mathfrak{f}^{U}}$

$\emptyset$ $\mathrm{r}^{D}\prod$

$||$ $\uparrow u$

$\emptyset$
$arrow D$

$\square$

は $S=\{(i, j)\in \mathrm{N}^{2}|\mathrm{i}\leq 2, j\leq 1\}$ 上の $\Phi$-complatible growth を与えて
いる. このとき, $\alpha_{g}(\text{口_{}1,1})=1,$ $\alpha_{g}(\text{口_{}2,1})=0$ . である.

$\Phi$-compatible growth は各 cell 口において, $\tilde{\Phi}_{1}(g(\partial^{+}\text{口}))=g(\partial^{-}\square )$

となっているので, $g_{1\epsilon+s}$ で一意に決まってしまう. また, $\tilde{\Phi}$ の全単射
性から, 各 cell 口において, $\tilde{\Phi}$ (g(\partial +ロ)) $=$ ($g(\partial^{-}\text{ロ}),$ $\Phi_{2}$ (\partial -ロ)) であり,
$g$ ( $\partial^{+}$ロ) $=\tilde{\Phi}^{-1}$ ($g(\partial^{-}\text{ロ})$ , \mbox{\boldmath $\alpha$},(ロ)) となっているので, $g_{1_{\partial^{-s}}}$

と
$\alpha_{g}$ から一意

に決まってしまう. これを整理すると次の lemma になる.
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Lemma 29. $RS$対応 $\Phi$ が与えられたとき,

(2) { $g_{1_{\partial}+s}|g$ は $S$上の $\Phi$ -compatible2-growth }
と

(3) { $(g_{\mathrm{f}\partial^{-s^{)}}}a_{g})|g$ は $S$上の $\Phi$ -compatible2-growth}

の問には 9 を通して一対一対応を構成できる.

さて, (2) と (3) は何かということに注目する. (2) については 7

{ $g_{1_{\mathit{8}}+s^{1}}|g$ は $S$ 上の $\Phi$-compatible2-growth}
$=$ { $g|\partial^{+}S$上の growth}

が成立していることはすぐ分かる. 次に, (3) を記述する為に次の言葉
を用意する.

Definition $2\cdot 10$ . $S$ を skew shape とする. $\alpha$ : $C(S)arrow\{1, \ldots r\}\}$ が

各行高々 1 つしか non-zero な cell を持たない時, すなわち, $\alpha(\square _{i,j})\neq$

$0$ , \mbox{\boldmath $\alpha$}(ロ i,k) $\neq 0$ ならば $j=k$ が成立している時, $\alpha$ は $r$ -colored gen-
eralized wo$rd$であるという. さらに, $\partial^{-}S$ 上の 2-growth 9 に対して,

$(i-1, j),$ $(i, j)\in\partial^{-}S$ で $\rho \mathrm{o}g(i-1, j)<\rho \mathrm{o}g(i, j)$ ならば任意の

冷$i,k\in C(S)$ に対して \mbox{\boldmath $\alpha$}(口を,k) $=0$ となっているときに, $g$ は $\alpha$ -compatible
であるという.

$\rho \mathrm{o}g$ xこ注目する, \mbox{\boldmath $\alpha$}g(ロ i,D $=0$ であることと, $\rho \mathrm{o}g(i, j)-\rho \mathrm{o}g(\mathrm{i}-$

$1,$ $j)=\rho \mathrm{o}g(i, j-1)-\rho \mathrm{o}g(\mathrm{i}-1, j-1)$ が成立していることは同値
であることが $\mathrm{R}\mathrm{S}$対応 $\Phi$ の定義からわかる. 今 $U$が graded であるので,
$\rho \mathrm{o}g(i,j)-\rho \mathrm{o}g(i-1,j)$ は 0 か 1 しか取れない. また $\rho \mathrm{o}g(i,j)-\rho\circ$

$g(\mathrm{i}-1,j)\geq\rho \mathrm{o}g(i,j-1)-\rho \mathrm{o}g(\mathrm{i}-1,j-1)$ が常に成立して $1_{\sqrt}1$ るの

で, $\alpha_{g}$ は $r$-colored generalized word で $g|_{\partial^{-}\mathrm{S}}$
は $\alpha_{g}$-compatible であるこ

とがわかる. また, $\tilde{\Phi}$ の全単射性から,

{ $(g_{l\partial^{-}s},$ $\alpha_{g})|g$ は $S$上の growth }
$=\{(g, \alpha)|_{\alpha,r- \mathrm{c}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}}gj.\alpha- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}l\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{n}\partial^{-}S\}$

がわかる. これらを整理することで Theorem 1.1 を得る.

3. EXAMPLES

ここでは, ヤング図形を頂点とするグラフについて見る.
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3.1. Variation of Edges. Young図形全体のなす集合 $\mathrm{Y}$ を頂点とする
グラフについて考える. $\lambda\vdash n$ に対して,

$U\lambda=$ $\sum$ $\mu$

$\mu)$
. $\lambda$ に 1 箱

加えて得られるヤング図形

$D\lambda=$ $\sum$ $\mu$

$\mu^{r},$ $\mu$ に各列高々 1 箱
加えて $\lambda$ が得られるヤング図形

$D’\lambda=$ $\sum$ $\mu$

$\mu j\mu$ に各行高々 1 箱
加えて $\lambda$ が得られるヤング図形

で定める. このとき, Example 12 で見たように, DU–UD $=D$ が

成立している. さらに, $D’U-UD’=D’$ が成立しており, $D^{\prime n}$-path は

(skew) row-strict tableau に対応している. さらに, $(DD’)U-U(DD’)=$
$2(DD’)$ が成立しており, $(DD’)^{n}$-path は ([7] の意味での)(skew) marked
tableau に対応している.

32. Variation of $\mathrm{R}\mathrm{S}$-correspondences. $(\mathrm{Y}, \rho, U, D)$ について観察
する. RSD対応を定めたい. 実は, $(\mu, \lambda)\not\in D$ の時には自明な対応しか
なく, $(\mu, \lambda)\in D$ の時を定めるだけで, RS\in 対応は決まる.

$(\mu, \lambda)\in D$ とする. $\lambda$ と $\mu$ を重ねて $\lambda/\mu$ を $\fbox_{*}$ で表すと) 例えば,
$\lambda=(12,8,5,4),$ $\mu=(10,5_{7}5,3)$ の場合には,

のようになっている. $D$ の定義より, 区は四阿高々 1 つある. この図に
$\lambda$ の coconer即ち

の $\fbox_{0}$ のうち, その直上に国のない箱を加え, 上から 1, 2, . . . と名づけ,
-7, $\mu \text{の}$ coner IN $\text{ち}$
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の図のうちでその直下に国のないものには上から $a,$ $b,$
$\ldots$ と名づけ

た図形

を用意する. この様 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{c}}^{\sim}o\hat{e}$めると, 一般に泌ず 1 行目には $\fbox_{1}$ がある

ことはすぐ分かる. また, $\fbox_{2},$ $\fbox_{3},$

$\ldots$ のある行のすぐ上の行には必ず
$\fbox_{a},$ $\fbox_{b},$

$\ldots$ があり, その逆も成り立っている.

まず, $C_{DU}^{+}(\mu, \lambda)$ についてみる.

$\lambda$

に 1 箱加え, そこから各列高々 1 箱取り除くと

になるようにするには

$\lambda$

に $\fbox_{1},$ $\fbox_{2},$

$\ldots$ のいずれか 1 箱を加えるしかないことがわかる. すなわ

ち, $C_{DU}^{+}(\mu, \lambda)=\{(\mu, \lambda\cup x, \lambda)|x=\fbox_{1},\fbox_{2}, \ldots\}$ となっている.

次に, $C_{(D^{\tau}+I)D}^{-}(\mu, \lambda)$ についてみる.

$\lambda$

から各列高々 1 箱取り除き, そこに 1 箱加えると
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になるようにするには

$\mu$

から $\fbox_{a},$ $\fbox_{b},$
$\ldots$ のいずれか 1 箱を取り除いたものを通過するしかない

ことがわかる. また, $\lambda$ で始めて $\mu$ で終わる $ID$-pat旧よ $\mu$ を通過するも

のしかない, つまり, $\mu$ から 1 箱も取り除かないものである. すなわち,
$C_{(U+I)D}^{-}(\mu, \lambda)=\{(\mu_{7}\lambda\cup x, \lambda)|x=\emptyset,a\fbox,\fbox_{b}, \ldots\}$ となっている.

よって, $\{\fbox_{1}, \fbox_{2}, \ldots\}$ と $\{\emptyset,\fbox_{a},\fbox_{b}, \ldots\}$ の間の対応を定めることで
$\mathrm{R}\mathrm{S}$対応を決めることができることがわかる.
例えば, $\fbox_{1}\Leftrightarrow\emptyset,$ $\fbox_{2}\Leftrightarrow\fbox_{a},$ $\fbox_{3}\Leftrightarrow\fbox_{b}$ , . . . のように定めると,

Theorem 1.1 の対応は通常の Robinson-Schensted対応になる.
また $\fbox_{1}\Leftrightarrow\fbox_{a},$ $\fbox_{2}\Leftrightarrow\fbox_{b},$ $\ldots\fbox_{n}\Leftrightarrow\emptyset_{\backslash ,\prime}$ のように定めると, Theorem

1.1 の対応は column insertion による Robinson-Schensted対応になる.

3.3. Variation of Skew Shapes. $\mathrm{R}\mathrm{S}$ 対応を $\fbox_{1}\Leftrightarrow\emptyset,$ $\fbox_{2}\Leftrightarrow\fbox_{a}$ ,
$\fbox_{3}\Leftrightarrow\fbox_{b},$

$\ldots$ のように定める.
$S=\{(i, j)\in \mathrm{N}^{2}|\mathrm{i}+j\leq n\}$ とすると, Theorem I.l の対応は $(U+$

$I)D(U+I)D\cdots(U+I)D$-path の数え上げになっている. 特に $g(n, 0)=$

$g(0, n)=\emptyset$ となっている-ようなものに着目すると, $\emptyset$ から $\emptyset$ への $(U+$

$I)D(U+I)D\cdots(U+I)D$-path は $n!$ 個あることがわかる.
$S=\{(i, j)\in \mathrm{N}^{2}|i\leq n, j\leq m\}$ とする. とくに 9 $(n, 0)=g(0_{7}n)=$

$\emptyset$ となっているようなものに着目すると, 通常の Robinson-Schensted
対応になる. また $g(n, 0)=g(0, n)=\emptyset$ とは限らない場合には skew
tableau に関する Robinson-Schensted対応を提供している.
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