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Randomized chi-square goodness of fit test
and maximum test
早大・理工 田中 俊彦 (Toshihiko Tanaka)
筑波大・数理 赤平 昌文 (Masafumi Akahira)

1 はじめに

一般に, 想定された分布型がデータに当てはまっているかどうかを検定することを適
合度検定 (goodness of fit test) という. この検定の特定の分布型の特徴を用いない場合に

Pearson のカイ 2乗適合度検定,用いる場合に Kolmogorov-Smirnov検定がよく知られてい
る. 本論の第 2節では, Greenwood and Nikulin[GN96], Lehmann[Leh99] に従って, カイ 2
乗 $(\chi^{2})$ 適合度検定において $\chi^{2}$ 統計量の漸近的な性質について論じる. 次に, 第 3 節では,
$\chi^{2}$ 統計量の代わりに, より簡便な統計量として最大値統計量によるマックス (max)検定を
考える. そして, マックス検定と $\chi^{2}$ 適合度検定の検出力の比較を行う. さらに第 4 節では,
$\chi^{2}$ 統計量は離散値をとるため与えられた水準をもつ $\chi^{2}$ 適合度検定を行うことは一般には
できないので,離散的な値をとる $\chi^{2}$ 統計量に連続な値をとる確率変数を加えることによっ

て, 連続な値をとることができるようにしたランダム $\chi^{2}$ 統計量による検定を考える. そし
て, 従来の $\chi^{2}$ 適合度検定とランダム $\chi^{2}$ 適合度検定の比較を行う,

2 カイ 2乗適合度検定とマックス検定
まず, 確率ベクトル $(X_{1}, \cdots, X_{k})$ が確率関数

$P(X=x)=P(X_{1}=x_{1}, \cdots, X_{k}=x_{k})$

$= \frac{n!}{x_{1}!\cdots x_{k}!}p_{1}^{x_{1}}\cdots p_{k}^{x_{k}}$

を持つ多項分布 $M_{k}(n;p_{1}, \cdots,p_{k})$ に従っているとする. ただし, $x.–(x_{1}, \cdots, x_{k})$ とし,
$x_{1},$ $\cdots,$ $x_{k}$ は非負の整数で, $x_{1}+\cdots+x_{k}=n$ とし, また $0<p_{i}<1(\mathrm{i}=1, \cdots, k),$ $p_{1}$ 十

$\ldots+p_{k}=1$ とする. このとき

$E( \frac{X_{i}}{n})=p_{i}(i=1, \cdots, k)$

となり, 多変量の場合の中心極限定理から

(1)$( \sqrt{n}(\frac{X_{1}}{n}-p_{1}),$ $\cdots,$ $\sqrt{n}(\frac{X_{k}}{n}-p_{k}))arrow N(0, \Sigma)L$

になる. ここで, 一般に確率ベクトル $Z_{n}$ , 確率分布 $F$ について, ” $Z_{n}arrow L$ $F$” は $Z_{n}$ が $F$ に

従う確率ベクトル $Z$ に法則収束することを意味し, また記号で $Z_{n}\prec ZL$ とも表す. そして
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$\Sigma=(\sigma_{ij})$ は $(\sqrt{n}((X_{1}/n)-p_{1}), \cdots, \sqrt{n}((X_{k}/n)-p_{k^{\mathrm{r}}}))$の分散共分散行列で,

$\sigma_{ij}=\{$

$p_{i}(1-p_{i})$ $(i=j)$ ,
$-p_{i}p_{j}$ $(i\neq j)$

となる. また, $\Sigma^{-1}=$ :A=(aのとすると

$a_{ij}=\{$

$\frac{1}{p_{i}}+\frac{1}{p_{k}}$ $(i=j)$ ,

-1 $(i\neq j)$

$p_{k}$

(2)

となる. そして, $0<p_{i}^{(0)}<1(i=1, \cdots k),$ $\sum_{i=1}^{k}p_{i}^{(0\grave{)}}=1$ として, 仮説

$H$ : $(p_{1}, \cdots,p_{k})=(p_{1}^{(0)}, \cdots,p_{k^{\alpha}}^{(0)})$ (3)

の検定問題を考え, その検定統計量として Pearson のカイ 2 乗 $(\chi^{2})$ 統計量

え 2 $:= \sum_{i=1}^{k}\frac{(X_{i}-np_{i})^{2}}{np_{i}}$ (4)

を用いる. この $\chi^{2}$ 統計量が離散の値をとることに注意特に

$p_{1}^{(0)}=\cdots=p_{k}$
$=\overline{k^{\wedge}}$

(0) 1

とすれば, (4) は

$\chi^{2}=\sum_{i=1}^{k}.\frac{(X_{i}-np_{i})^{2}}{np_{i}}=(k-1)n-\frac{2k}{n}\sum_{i>j}X_{i}X_{j}$ (5)

となるので, (5) より $\chi^{2}$ の値は区間 $[0, (k-1)n]$ にあり, $2k/n$ の倍数だけ値が離れている
ことがわかる.

そこで, 仮説 $H$ に対する $\chi^{2}$ 適合度検定は, 有意水準 $\alpha(0<\alpha<1)$ について棄却限界値

c。を定めて, $c_{\alpha}$ と $\chi^{2}$ 統計量の実現値を比較すればよい,すなわち

\chi 2\geq c。ならば仮説 $H$ を棄却,

\chi 2<c。ならば仮説 $H$ を受容

とすればよい. しかし, $\chi^{2}$ 統計量は離散的な値をとるので, 与えられた水準 $\alpha$ に対し, 等式

$P_{H}(\chi^{2}\geq c_{\alpha})=\alpha$ (6)

が成立するような棄却限界値 c。は必ずしも存在しないことに注意する必要がある. そのた
め, (6) が成立するような c。がないときには, 条件

$l_{\alpha}<u_{\alpha}$ , $P_{H}(\chi^{2}=l_{\alpha})>0$ , $P_{H}(\chi^{2}=u_{\alpha})>0$ ,
$P_{H}(l_{\alpha}<\chi^{2}<u_{\alpha})=0$ , $P_{H}(\chi^{2}\geq l_{\alpha})>\alpha>P_{H}(\chi^{2}\geq u_{\alpha})>0$
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をみたす上側棄却限界値 u。と下側棄却限界値 l。を一意的に求めることができる. そして,

もし,

$P_{H}(\chi^{2}\geq c_{\alpha})\leq\alpha$

をみたす c。の最小値とする,すなわち c\mbox{\boldmath $\alpha$}=u。とすると, (6) は $c_{\alpha}=u_{\alpha}=l_{\alpha}$ の場合に対応

する. しかし, $\chi^{2}$ 統計量の正確な確率分布は $n$が増えると複雑になるので,確率 $P_{H}(\chi^{2}\geq c_{\alpha})$

の近似を考える. 実際, $\chi_{k-1}^{2}$ を自由度 $k-1$ の $\chi^{2}$ 分布 ( $\chi_{k-1}^{2}$ 分布) に従う確率変数とすれ

ば, $narrow\infty$ のとき $\chi^{2}$ は $\chi_{k-1}^{2}$ に法則収束するので, 十分大きい $n$ lこついて

$P_{H}(\chi^{2}\geq x)\approx P(\chi_{k-1}^{2}.\geq x)$

となり, 棄却限界値 c。は漸近的に $\chi_{k^{*}-1}^{2}$ 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}%点 $\chi_{\alpha}^{2}\acute{(}k-1$ ) となる ([Leh99]).

さて, $\chi^{2}$ 適合度検定の検出力は, 漸近的に

$P(\chi_{k-1}^{2}(\lambda)>c_{\alpha})$

となるが, この確率を直接求めるのは困難なので, $k$ が大きいときに Edgeworth 展開によ

る近似を用いる. 実際, まず

$U.– \frac{\chi_{k-1}^{2}(\lambda)-(k-1+\lambda)}{\sqrt{2(k-1+2\lambda)}}$

とおくと, $E(U)=0,$ $V(U)=1$ で, $U$ の 3 次, 4次キュムラントはそれぞれ

$\kappa_{3U}=\frac{2\sqrt{2}(k-1+3\lambda)}{(k-1+2\lambda)^{3/2}},$ $\kappa_{4U}=\frac{12(k-1+4\lambda)}{(k-1+2\lambda)^{2}}$

となる (Torigoe[To96]). このとき, Edgeworth展開より

$P(\chi_{k-1}^{2}(\lambda)>c_{\alpha})=1-P(\chi_{k-1}^{2}(\lambda)\leq c_{\alpha})$

$=1-P(U \leq\frac{c_{\alpha}-(k-1+\lambda)}{\sqrt{2(k-1+2\lambda)}})$

$\approx 1-||\Phi(.u)-\phi(u)\{\frac{1}{6}\kappa_{3U}H_{2}(u)+\frac{1}{24}\kappa_{4U}H_{3}(u)+\frac{1}{72}\kappa_{3U}^{2}H_{5}(u)\}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となる. ここで,

$u:= \frac{c_{\alpha}-(k-1+\lambda)}{\sqrt{2(k-1+2\lambda)}}$

とし, $\Phi(u)$ を $N(0,1)$ の分布関数, $\phi(u)$ を $N(0,1)$ の密度関数, $H_{j}(u)$ を $j$ 次のエルミート

多項式 $\{(-d/du)^{j}\phi(u1, \}/\phi(u)(j=1,2, \cdots)$ とする. 特に

$H_{2}(u)=u^{2}-1,$ $H_{3}(u)=u^{3}-3u,$ $H_{5}(u)=u^{5}-10u^{3}+15u$
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になる.

次に, (3) の仮説 $H$ : $(p_{1}, \cdots, p_{k})=(p_{1}^{(0)}, \cdots,p_{k}^{\langle 0)})$ の検定において, $\chi^{2}$ 統計量の代わり

に統計量として

$T:= \max_{1\leq i\leq_{\backslash }k}X_{\acute{l}}$

という最大値統計量を考える. この統計量による検定をマックス (max) 検定と呼ぶことに
し, まず, この検定の棄却限界値 $c$ を求めよう. いま,

$P(T>c)=P$ (lm\leq 霊. $Xi>c)=1-P(X_{1}\leq c, X_{2}\leq c, \cdots, X_{k}\leq c)$ (7)

となり,最後の式の確率の値を次の定理を用いて求める.

定理 1 (Levin[Lev81]) 確率ベクトル $(X_{1}, \cdots, X_{k})$ を多項分布 $M_{k}(n;p_{1}, \cdots, p_{k})$ に従うと

し, $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{k}$ を非負の整数とする. このとき, 任意の正数 $s>0$ について

$P(X_{1} \leq a_{1}, \cdots, X_{k}\leq a_{k})=\frac{n!}{s^{n}e^{-s}}\{\prod_{i=1}^{k}P(U_{?}$ . $\leq x_{i})\}P(W=n)$

が成り立つ. ただし, $U_{1},$ $\cdots$ , $U_{k}$. は独立で,各 $U_{i}$ はポアソン分布 $Po(sp_{i})$ に従う確率変数とし,

また, $Y_{1},$ $\cdots$ , $Y_{k}$ が独立で, 各 $Y_{i}$ が値域 {0, 1, $\cdots$ , a霧をもつ切断ポアソン分布 $TPo(sp_{i};a_{i})$

に従う確率変数とし, $W:= \sum_{i=1}^{k^{\alpha}}Y_{i}$ とする.

証明 まず, 確率変数 $U_{1},$ $\cdots,$
$U_{k}$ を独立で, 各 $U_{i}$ がポアソン分布 P $o$ (s乃) に従うとすると,

ベイズの定理より

$P(U_{1}\leq a_{1},$ $\cdots,$
$U_{k}$. $\leq a_{k}|\sum_{i=1}^{k}U_{i}=n)$

$= \frac{P(U_{1}\leq a_{1}.’\cdots,U_{k}\leq a_{k})}{P(\sum_{i=1}^{k}U_{i}=n)}P(\sum_{i=1}^{k}U_{i}=n|U_{1}\leq a_{1},$ $\cdots,$
$U_{k}\leq a_{k})$ (8)

になる. ここで, $U_{1},$ $\cdots,$
$U_{k}$. が独立であることと $\sum_{i=1}^{k}U_{i}\sim Po(s)$ となることから, (8) の

右辺は

$\frac{n!}{e^{-s_{S}n}}\prod_{i=1}^{k}P(U_{i}\leq a_{i})P(\sum_{i=1}^{k}U_{i}=n|U_{1}\leq a_{1},$ $\cdots,$
$U_{k}$. $\leq a_{k})$

となる. このとき, $P\{$

(c.d.f.} であることと,

$L^{\gamma_{1}}\leq a_{1},$ $\cdots,$
$U_{k} \leq a_{k}|\sum_{i=1}^{k}U_{i}=n)$ が PpI 分布の累積分\pi 5\neq数

各 $\mathrm{i}=1,$ $\cdots,$
$k$ について, $U_{i}\leq a_{i}$ を与えた $U_{i}$ の条件付き分布が

$TPo(sp_{i};a_{i})$ になることから定理は証明される. 口

また, 後の計算のために $TPo(sp_{i};a_{i})$ に従う確率変数のモーメントに関する次の定理を
挙げる ([Lev81], [JK92]).
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定理 2 確率変数 $Y$ を切断ポアソン分布 $TPo(\lambda;m)$ に従うとすると

$\mu:=E(Y)=\lambda\sim-\frac{\lambda^{m}/m!}{\sum_{i=0}^{m}\lambda^{i}/i!})=\lambda(1-\frac{P(X=m)}{P(X\leq m)})$

である. ただし, 確率変数 $X\sim Po(\lambda)$ とする. また

$\mu(r):=E[Y(Y-1)\cdots(Y-r+1)]$ ,

$m^{(r)}:=m(m-1)\cdots(m-r+1)$

とすると

$\mu_{(1)}=$ \mu プ

$\mu_{(r+1)}=\lambda\mu_{(r)}-m^{(r)}(\lambda-\mu)$ $r=1,2,$ $\cdots$

である. 特に

$\mu_{2}:=V(Y)=\mu_{(2)}+(\mu-\mu^{2})=\mu-(m-\mu)(\lambda-\mu)$ ,

$\mu_{3}:=E[(Y-\mu)^{3}]=\mu_{(3)}+\mu(2)(3-3\mu)+(\mu-3\mu^{2}+2\mu^{3})$ ,

$\mu_{4}:=E[(Y-\mu)^{4}]=\mu_{(4)}+\mu(3)(6-4\mu)+\mu(2)(7-12\mu+6\mu^{2})$

$+(\mu-4\mu^{2}+6\mu^{3}-3\mu^{4})$

である.

証明 確率変数 $Y$ が $TPo(\lambda;m)$ に従うので, その確率関数は

$P(Y=y)= \frac{\lambda^{y}}{y!}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})^{-1}(y=0,1, \cdots, m)$

であるから

$\mu=E(Y)=\sum_{y=0}^{m}y\frac{\lambda^{y}}{y!}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})^{-1}$

$=(- \frac{\lambda^{m+1}}{m!}+\lambda\sum_{y=0}^{m}\frac{\lambda^{y}}{y!})(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})^{-1}$

$=- \frac{\lambda^{m+1}}{m!}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})^{-1}+\lambda$

$= \lambda(1-\frac{\lambda^{m}/m!}{\sum_{i=0}^{m}\lambda^{i}/\mathrm{i}!})$
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となる. 次に

$\mu(r+1)=E[Y(Y-1)\cdots(Y-r)]$

$= \{-\frac{\lambda^{m+r+1}}{m!}-\cdots-\frac{\lambda^{m+1}}{(m-r)!}+\lambda^{r+1}\sum_{y=0}^{m}\frac{\lambda^{y}}{y!}\}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{\mathrm{i}!})-1$

$= \{-\frac{\lambda^{m+r+1}}{m!}-\cdots-\frac{\lambda^{m+1}}{(m-r)!}\}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})-1+\lambda^{r+1}$ ,

$\mu(r)=E[Y(Y-1)\cdots(Y-r+1)]$

$= \{-\frac{\lambda^{m+r}}{m!}-\cdots-\frac{\lambda^{m+1}}{(m-r+1)!}\}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{\acute{l}!})^{-1}+\lambda^{r}$

より

$\lambda\mu_{(r)}-m^{(r)}(\lambda-\mu)$

$= \lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\{-,\frac{\lambda^{m+r}}{7n!}-\cdots-\frac{\lambda^{m+1}}{(m-r+1)!}\}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})^{-1}+\lambda^{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$-m(m-1) \cdots(m-r+1)[\lambda-\{-\frac{\lambda^{m+1}}{m!}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{\dot{f}}}{\mathrm{i}!})^{-1}+\lambda\}]$

$= \{-\frac{\lambda^{m+r+1}}{m!}-\cdots-\frac{\lambda^{m+2}}{(m-r+1)!}\}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})-1+\lambda^{r+1}-\frac{\lambda^{m+1}}{(m-r)!}(\sum_{i=0}^{m}\frac{\lambda^{i}}{i!})^{-1}$

$=\mu_{(r+1)}$

となる. 口

定理 1 より (7) は,

$P(T>c)=1- \frac{n!}{s^{n}e^{-s}}\{\prod_{\tilde{\iota}=1}^{k}P(U_{i}\leq c)\}P(W=n$} (9)

となるが, $s=n$ として $n$ が大きいとき Stirling の公式から

$\frac{n!}{n^{n}e^{-n}}\approx\sqrt{2\pi n}$

となる. また, 定理 2 より各 $i=1,$ $\cdots,$
$k$ について $\mu_{i}:=E(Y_{i}),$ $\sigma_{i}^{2}:=V(Y_{i}),$ $\mu_{3,i}:=$

$E[(Y_{i}-\mu_{i})^{3}],$ $\mu_{4,i}.--$
$E[(Y_{i}-\mu_{i})^{4}]$ として, $k$ が大きいとき, Edgeworth展開より

$P(W=n) \approx f(\frac{n-\sum_{i=1}^{k}\mu_{i}}{\sqrt{\sum_{i_{-}^{-}1}^{k}\sigma_{i}^{2}}})\frac{1}{\sqrt{\sum_{\dot{\tau}_{-}^{-}1}^{k}\sigma_{i}^{2}}}$
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と近似される. ここで,

$\gamma_{1}.--\frac{1}{\sqrt{k}}\frac{\frac{1}{k}\sum.i=1\mu_{3,i}k}{(\frac{1}{k}\sum_{i=1}^{k}\sigma_{i}^{2})^{3/2}},$
$\gamma_{2}:=\frac{1}{k}\frac{\frac{1}{k}(\sum_{i=1}^{k^{\wedge}}\mu_{4,i}-3\sigma_{i}^{4})}{(\frac{1}{k}\sum_{i=1}^{k^{\sim}}\sigma_{\overline{l}}^{2})^{2}}$

として,

$f(x)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-x^{2}/2}\{1+\frac{\gamma_{1}}{6}(x^{3}-3x)+\frac{\gamma_{2}}{24}(x^{4}-6x^{2}+3)$

$+ \frac{\gamma_{2}}{72}(x^{6}-15x^{4}+45x^{2}-15)\}$

とする. 従って, (9) は, $k$ が大きいとき

$P(T>c) \approx 1-\sqrt{2\pi n}\{\prod_{i=1}^{k}P(U_{i}\leq c)\}f(\frac{n-\sum_{i=1}^{k}\mu_{i}}{\sqrt{\sum_{i_{-}1}^{k}-\sigma_{i}^{2}}})\frac{1}{\sqrt{\sum_{i_{-}^{-}1}^{k}\sigma_{i}^{2}}}$

$=:1-\tilde{F}_{T}(c)$ (10)

となるから, $0<\alpha<1$ について $\tilde{F}_{T}(c)=1-\alpha$ となるように $\mathrm{c}$ を定めれば, $c$ は $T$ の分布

の漸近的な上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点になる.

例 1 いま, $n=1000,$ $k=12,$ $\alpha=0.05$ とし,

$H$ : $(p_{1}, \cdots,p_{12})=(1/12, \cdots, 1/12)$

とする. このとき, (10) より

$P_{H}(_{1\leq} \max_{i\leq 12}X_{i}>106)=0.0611$ ,

$P_{H}(_{1\leq} \max_{i\leq 12}X_{i}>107)=0.0450$

となるからここでは棄却限界値 $c=107$ と定めるのが妥当であるといえる.

次に, マックス検定と $\chi^{2}$ 検定の検出力を比較する, 比較に際して問題となるのが, マック

ス検定の棄却限界値 $c$ が整数値を取るため, 先の例 1 から分かるように必ずしも有意水準
を達成する棄却限界値が得られないことである. そこで, 次のようなランダム化を考える.

ま劣非ランダム検定の $\mathfrak{F}_{\lrcorner)\backslash \backslash }^{\epsilon 5\hslash 1}$ら, $c$を非負 \sigma ) Fとしてマックス検定\sigma 3 \not\equiv 「l域は $\{\max_{1\leq i\leq k}X_{i}\geq c\}$

となる. そこで, 水準 $\alpha$ のランダム検定関数

$\phi(X)=\{$

1

$\gamma$

0

(R塁) $X_{i}>c+1)$ ,

$(B_{i}^{\mathrm{a}})^{X_{i}=c+1)}$ ’

(その他)
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を考える. ただし, $X=(X_{1}, \cdots, X_{k^{\wedge}})$ とし, 整数 $c,$ $0\leq\gamma\leq 1$ は $E_{H}(\phi)=\alpha$ となるように

定める. しかし, このランダム検定は必ずしも実用的ではないので, 実際には次のように行
う. まず, 確率変数 $U$ を一様分布 $U(0,1)$ に従 $|_{\sqrt}\mathrm{a},$ $X_{1},$ $\cdots$ , $X_{k}$ とは独立とする. そして

$S:= \max_{1\leq i\leq k}X_{i}+U$

とおくと,棄却域を $\{S\geq c+1-\gamma\}$ ともつ非ランダム検定はランダム検定 $\phi$ と同等になる.

このように最大値統計量を用いて, 有意水準 $\alpha$ をもつ非ランダム検定が作れるようになっ

たので, ここからは検出力の比較に入る. まず, $\chi^{2}$適合度検定の検出力については本節の前
半で述べたようにして求める. 一方, マックス検定の検出力は

$\beta:=P_{K}(S\geq c+1-\gamma)$

$=P_{K}( \max_{1\leq i\leq k}X_{i}\geq c+1)$

$+ \gamma\{P_{K}(\max_{1\leq\dot{\mathrm{t}}\leq k}X_{i}\geq c)-P_{K}(\max_{1\leq i\leq k}X_{i}\geq c+1)\}$

となるので,数値計算により検出力 $\beta$ を求めることができる.

例 2 いま, $n=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}$ , $k=12,$ $\alpha=0.05$ とし,

$H$ : $(p_{1}, \cdots ,p_{12})=(1/12, \cdots , 1/12)$

とする. 例 1 で見たように

$P_{H}(_{1\leq} \max_{i\leq 12}X\cdot>106)=0.0611$

$P_{H}(_{1\leq} \max_{i\leq 12}X_{i}>107)=0.0450$

であるから, $c=106,$ $\gamma=0.3111$ が求まる. ここで,例えば対立仮説 $K$ が

$K$ : $(p_{1}, \cdots,p_{12})=(0.08, \cdots, 0.08,0.1,0.1)$

とすると, $\chi^{2}$ 適合度検定の検出力は 04176, マックス検定の検出力は 04144 となりさほど
変わらないといえる. しかし, 対立仮説が

$K$ : $(p_{1}, \cdots,p_{12})=(0.08, \cdots, 0.08,0.0933, 00933, 0 0933)$

とすると, $\chi^{2}$ 適合度検定の検出力は 02460, マックス検定の検出力は 02060 となり, $\chi^{2}$ 適

合度検定の検出力の方が高くなる. また, 対立仮説が

$K$ : $(p_{1}, \cdots,p_{12})=(0.08, \cdots, 0.08,0.083, 0.09, 0.107)$

とすると, $\chi^{2}$ 検定の検出力は 04422, マックス検定の検出力は $0.5\overline{[perp]}53$ となり, マックス検

定の検出力の方が高くなる. このように対立仮説によってどちらの検定の検出力が高くな
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るかが変わってくるため, 幾つかの傾向をもつ対立仮説について 2 つの検出力を比較して
みる. そこで, 対立仮説 $K$ : $(p_{1}, \cdots,p_{12})=(p_{1}^{(n)}, \cdots,p_{12}^{(n)})$ として

$K_{1}$ : $($0.081, $\cdots$ , 0.081,0.109$)$

$K_{2}$ : $(0.079, \cdots, 0.079,0.105, 0.105)$

$K_{3}$ : $($0.077, $\cdots$ , 0.077, 0.1023, 0.1023, 0.1023$)$

$K_{4}$ : $($0.077, 0.077, 0.077, 0.077, 0.077, 0.077, 0.08967, $\cdots$ , 0.08967$)$

$K_{5}$ : $(0.08, \cdots, 0.08,0.084, 0.088, 0.092, 0.096)$

$K_{6}$ : $(0.08, \cdots, 0.08,0.082, 0.086, 0.092, 0.100)$

$K_{7}$ : (0.08, $\cdots$ , 008, 0082, 0082, 0088, 0.108)

を考えると次の結果が得られる.

$\chi^{2}$
$\Phi\backslash \bigwedge_{\overline{\Pi}}J_{\mathrm{R}}^{\#}l\not\in\not\in \mathcal{D}l\not\in ffl$fi $\vee 7$

$\backslash \backslash j$
$P$ $z1ffi\tilde{i\mathrm{E}}\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}ffl X$

$K_{1}$ 0.4511 0.5788
$K_{2}$ 0.6855 0.6683
$K_{3}$ 0.8146 0.6922
$K_{4}$ 0.2974 0.1677
$K_{5}$ 0.2135 0.1931
$K_{6}$ 0.2778 0.2841
$K_{7}$ 0.4537 0.5471

上記の結果から, $p_{i}^{(n)}(i=1,$
$\cdots,$

$12\grave{)}$ の中で一つでも比較的大きく他の値から離れてい
る値がある場合はマックス検定の方が高い検出力を示し, $p_{i}^{(n)}(\mathrm{i}=1, \cdots, 12)$ の間で値の

離れ具合が小さい場合は $\chi^{2}$ 適合度検定の方が高い検出力を示していることがわかる. この

ことは, 両者の検定の性質を考えれば妥当に見える.

例 3 いま, $n=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O},$ $k=20,$ $\alpha=0.05$ とし,

$H$ : $(p_{1}, \cdots,p_{20})=(0.05, \cdots, 0.05)$

とする. このとき

$P_{H}(_{1\leq} \max_{i\leq 20}X_{i}>69)=0.0683$ ,

$P_{H}$ ( $\max_{i\leq 20}X_{i}$ $>70)=0.0461$

となるから, $c=69,$ $\gamma=0.1750$が求まる. ここで,対立仮説 $K$ : $(p_{1}, \cdots,p_{20})=(p_{11}^{(n)}\cdots, p_{20}^{(n)})$
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として

$K_{1}$ : $(0.049, \cdots, 0.049,0.069)$

$K_{2}$ : $($0.048, $\cdots$ , 0.048, 0.068, 0.068 $)$

$K_{3}$ : $($0.048, $\cdots$ , 0.048, 0.0613, 00613, 00613$)$

$K_{4}$ : $($0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.046, 0.054, $\cdots$ , 0.054$)$

$K_{5}$ : $(0.048, \cdots, 0.048,0.0483, 0.0489, 0.0499, 0.0512, 0053, 0.0551, 0.0574, 0.0602)$

$K_{6}$ : $(0.048_{1}\cdots$ , 0.048, 0.0481, 00481, 0.0484, 0.0489, 0.05, 0.0525, 0.058, 0.07$)$

を考えると, 次の結果が得られる.

$\chi^{2}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \bigwedge_{\square }-p=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\acute{j\mathrm{E}}}\mathcal{D}\ovalbox{\tt\small REJECT}ffl X$ $rightarrow\tau$
$\backslash \backslash y$

$ff\nearrow\backslash$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} R\overline{j\mathrm{E}}\mathcal{D}f\not\in ffl\lambda$

$K_{1}$ 0.3056 0.4466
$K_{2}$ 0.5999 0.6326
$K_{3}$ 0.3704 0.3364
$K_{4}$ 0.2543 0.1347
f$\mathrm{i}_{5}$ 0.1958 0.1766
$K_{6}$ 0.4381 0.5214

この場合も, $K_{1},$ $K_{6}$ のように $p_{i}^{(n)}(i=1_{7}\cdots, 20)$ の中で一つでも比較的大きく他の値
から離れている値がある場合はマックス検定の方が高い検出力を示し, $K_{3},$ $K_{4},$ $K_{5}$ のよ

うに $p_{i}^{(n)}(i=1, \cdots, 20)$ の問で値の離れ具合が小さい場合は $\chi^{2}$ 適合度検定の方が高い検

出力を示していることがわかる .

3 ランダムカイ 2乗適合度検定
確率ベクトル $(X_{1}, \cdots, X_{k})$ を多項分布 $M_{k}(n,p_{1}, \cdots,p_{k}.)$ に従うとする. 第 2節で述べた
ように $\chi^{2}$ 統計量は離散の値を取るので, $P_{H}(\chi^{2}\geq c_{\alpha})=\alpha$ となる c。は必ずしも存在しな
い. また, $\chi^{2}$ 統計量を用いて検定を行う時には, その分布が $\chi^{2}$ 分布に収束することを用い

た. ここでは, $\chi^{2}$ 分布に収束することを用いずに検定を行うために, 次のようなランダム

化を行う. まず, $S_{1)}\cdots,$ $S_{k}$ を独立に, いずれも指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1)$ に従う確率変数とする. そ

して

$U_{i}:= \frac{S_{\dot{2}}}{S_{1}+\cdots+S_{k}}$ $i=1,$ $\cdots,$
$k$

とすると

$\sum_{\dot{\mathrm{z}}=1}^{k}U_{i}=1,$ $U_{k}=1- \sum_{i=1}^{k-1}U_{i}$
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となる. ここで, $(U_{1}, \cdots, U_{k-1})$ の同時確率密度関数 (j.p.d.f.) を求める. $S_{1},$
$\cdots,$

$S_{k}$ の j.p.d.f.
は

$f_{S_{1},\cdots,S_{k}}(s_{1}, \cdots, s_{k})=\{$

$e^{-(s_{1}+\cdots+s_{k})}$ $(s_{1}, \cdots, s_{k}>0)$ ,

0 (そ。他)

となる. そこで,

$U_{k}=S_{1}+\cdots+S_{k}$ ,

$U_{i}= \frac{S_{i}}{S_{1}+\cdots+S_{k-}}$ , $\mathrm{i}=1,$ $\cdots,$ $k-1$

と変数変換すれば, ヤコビアンは $u_{k}^{k-1}$ になるので

$f_{U_{1},\cdots,U_{k}}(u_{1}, \cdots, u_{k})=e^{-\prime u_{k}}u_{k}^{k-1}.(u_{1}, \cdots, u_{k}>0, \sum_{i=1}^{k-1}u_{i}\leq 1)$

となる. よって, $(U_{1}, \cdots, U_{k-1})$ の j.p.d.f. は

$f_{U_{1},\cdots,U_{k-1}}(u_{1}, \cdots, u_{k-1})$

$= \oint_{0}^{\infty}e^{-u_{k}}u_{k}^{k-1}du_{k}=(k-1)!$ $(u_{1}, \cdots, u_{k-1}>0, \sum_{i=1}^{k-1}u_{i}\leq 1)$

となり, $(U_{1}, \cdots, U_{k-1})$ は Dirichlet(ディリクレ) 分布 $D(1, \cdots, 1; 1)$ に従っていることがわ

かる ([W62], [JK72]). また

$f_{U_{1}}(u_{1})=(k-1)!l^{1-u_{1}}I_{0}^{u_{2}} \cdots\int_{0}^{u_{k}-1}du_{k}\cdots du_{2}=k(1-u_{1})^{k-2}(0<u_{1}<1)$

になり, $\iota J_{1}T$ はベータ分布 B$e(1, k-1)$ に従1, また $U_{2},$ $\cdots,$
$U_{k^{\sim}-1}$ も同様にそれぞれベータ

分布 B$e(1, k-1)$ に従っていることがわかる. よって, 各 $U_{i}$ の平均は $1/k$ になる. このよう

に $U_{1},$ $\cdots$
}
硫は連続の値を取るが独立ではないので, この意味では多項分布に対応してい

るものといえる. そこで,

$\chi^{\prime 2}:=\sum_{i=1}^{k}\frac{(X_{i}-np_{i}+U_{i}-(1/k))^{2}}{np_{i}}$

として, $\chi^{2}$ 統計量のランダム化を行うことにする. そして, この統計量を用いて第 2節で述
べた検定について考えることにする. ここで, 統計量 $\chi^{\prime 2}$ をランダム $\chi^{2}$ 統計量と呼び, この

統計量を用いた検定のことをランダム $\chi^{2}$ 適合度検定または単にランダム $\chi^{2}$ 検定と呼ぶこ
とにする.
まず, $\chi^{\prime 2}$ のモーメントを求める.

$Y_{i}:=X_{i}-np_{i}$ ,

$V_{i}:=U_{i}- \frac{1}{k}$ ,

$Z_{i}:= \frac{1}{\sqrt{p_{i}}}$ ( $X_{i}-np_{\dot{\mathrm{z}}}+$ 鵜一 $-k\mathrm{l}$ ) $= \frac{1}{\sqrt{p_{i}}}(Y_{i}+U_{i})$
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とおくと

$\chi^{\prime 2}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{k}Z_{i}^{2}$

となるから, $\chi^{\prime 2}$ のモーメントを求めるために, $Y_{i},$ $V_{i}$ の次のモーメントを得る.

$E(Y_{i})=0$

$E(Y_{i}^{2})=np_{i}q_{i}(q_{i}=1-p_{i})$

$E(Y_{i}^{3})=np_{i}q_{i}(1-2p_{i})$

$E(Y_{i}^{4})=np_{i}q_{i}(1-6p_{i}q_{i})+3n^{2}p_{i}^{2}q_{i}^{2}$

$E(Y_{i}^{6})=np_{i}q_{i}-30np_{i}^{2}q_{i}^{2}(q_{i}-p_{i})^{2}+25n^{2}p_{i}^{2}q_{i}^{2}-130n^{2}p_{i}^{3}q_{i}^{3}+15n^{3}p_{i}^{3}q_{i}^{3}$

$E$ ( $Y_{i}$ つ) $=-np_{i}p_{j}$

$E(Y_{i}^{2}Y_{j})=-np_{i}p_{j}(q_{i}-p_{i})$

$E(Y_{i}^{2}Y_{j}^{2})=-np_{i}p_{j}\{1-2(p_{i}+p_{j})+6pi\mathrm{P}\mathrm{j}\}+n^{2}p_{i}pj\{1-(p_{i}+pj)+3piPj\}$

$E(Y_{i}^{3}Y_{j})=-np_{i}p_{j}(1-6p_{i}+6p_{i}^{2})-3n^{2}p_{i}^{2}pj(1-p_{i})$

$E(Y_{i}^{4}Y_{j}^{2})=-np_{i}p_{j}(1-14p_{i}-2p_{\dot{f}}+42p_{i}p_{j}+36p_{i}^{2}-144p_{i}^{2}p_{j}-24p_{i}^{3}+120p_{i}^{3}p_{j})$

$+n^{2}p_{i}p_{j}(1-17p_{i}-p_{j}+41p_{i}p_{j}+42p_{i}^{2}-156p_{i}^{2}p_{j}-26p_{i}^{3}+130p_{i}^{3}p_{\mathrm{i}})$

$+3n^{3}p_{i}^{2}p_{j}(1-2p_{i}-p_{j}+6p_{i}p_{j}+p_{i}^{2}-5p_{i}^{2}p_{j})$

$E(Y_{l}Y_{j}Y_{l})=2np_{i}pjP\iota$

$E(Y_{i}^{2}Y_{j}Y_{l})=2np_{\iota}p_{J}p_{l}(1-3p_{i})-n^{2}p_{i}p_{J}p_{l}(1-3p_{i})$

$E(Y_{i}^{2}Y_{j}^{2}Y_{l}^{2})=2np_{i}p_{j}p_{l}\{1-3(p_{i}+pj+p_{l})+12(p_{i}pj+p_{i}p_{l}+pjp_{l})-60p_{i}pjpt\}$

$+n^{2}p_{i}p_{j}p_{l}\{-3+7(p_{i}+p_{j}+p_{l})-26(p_{i}p_{j}+p_{i}p_{l}+p_{j}p_{l})+130p_{i}p_{j}p_{l}\}$

$+n^{3}p_{i}p_{I}p_{l}\{1-(p_{i}+p_{j}+p_{l})+3(p_{i}p_{j}+p_{i}p_{l}+p_{j}p_{l})-15p_{i}p_{j}p_{l}\}$

$E(V_{i})=0$

$E(V_{i}^{2})= \frac{k-1}{k^{2}(k+1)}$

$E(V_{i}^{3})= \frac{2(k-1)(k-2)}{k^{3}(k+1)(k+2)}$

$E(V_{i}^{4})= \frac{3(k-1)(3k^{2}-7k+6)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}$

$E(V_{i}^{6})= \frac{5(k-1)(53k^{4}-238k^{3}+415k^{2}-326k+120)}{k^{6}(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k+5)}$

$E(V_{i}V_{j})=- \frac{1}{k^{2}(k+1)}$

$E(V_{i}^{2}V_{j})=- \frac{2(k-2)}{k^{3}(^{J}k+1)(k+2)}$
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$E(V_{i}^{2}V_{j}^{2})= \frac{k^{3}-2k^{2}+15k-18}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}$

$E(V_{i}^{3}V_{j})=- \frac{3(3k^{2}-7k+6)}{k^{4}(k+11(k+2)(k+3)}$

,

$E(V_{i}^{4}V_{j}^{2})= \frac{9k^{5}-55k^{4}+425k^{3}-1097k^{2}+1270k-600}{k^{6}(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k+5)}$

$E(V_{i}V_{j}V_{l})= \frac{4}{k^{3}(k+1)(k+2)}$

$E(V_{i}^{2}V_{j}V_{l})=- \frac{(k-3)(k-6)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}$

$E(V_{i}^{2}V_{j}^{2}V_{l}^{2})= \frac{k^{5}-3k^{4}+69k^{3}-273k^{2}+790k-600}{k^{6}(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k+5)}$

そこで, これらを用いて $\chi^{\prime 2}$ のモーメントを求める. まず,

$E( \chi^{\prime 2})=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{k}E(Z_{i}^{2})$

$= \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{k^{\wedge}}\frac{1}{p_{i}}\{E(Y_{i}^{2})+2E(Y_{i})E(V_{i})+E(V_{i}^{2})\}$

$= \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{k^{\sim}}\{n(1-p_{i})+\frac{k-1}{k^{2}(k+1)p_{i}}\}$

$= \sum_{\dot{\tau}=1}^{k}(1-p_{i})+\frac{k-1}{nk^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k^{\wedge}}\frac{1}{p_{i}}$

$=k-1+ \frac{k-1}{nk^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}$ (11)

となる. 次に

$E(Z_{i}^{4})=E(Y_{i}+V_{i})^{4}\overline{p_{i}^{2}}[perp]$

$= \frac{nq_{i}(1-6p_{i}q_{i})}{p_{i}}+3n^{2}q_{i}^{2}+\frac{6nq_{i}(k-1)}{p_{i}k^{2}(k+1)}+\frac{3(k-1)(3k^{2}-7k+6)}{p_{i}^{2}k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}$ ,

$E(Z_{i}^{2}Z_{j}^{2})= \frac{1}{p_{i}p_{j}}E[(Y_{i}+V_{i})^{2}(Y_{j}+V_{j})^{2}]$

$=n\{-1 +2(p_{i}+p_{j})-6p_{i}p_{j}\}+n^{2}\{1-(p_{i}+p_{j})+3p_{i}p_{j}\}+\overline{k^{2}(k+1)}\wedge\prime y$

$+ \frac{nq_{i}(k-1)}{p_{j}k^{2}(k+1)}+\frac{nq_{j}(k-1)}{p_{i}k^{2}(k+1)}+\frac{k^{3}-2k^{2}+15k-18}{p_{i}p_{j}k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}$
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となり

$E( \chi^{\prime 4})=\frac{1}{n^{2}}\{\sum_{i=1}^{k}E(Z_{i}^{4})+\sum_{i\neq j}\sum E(Z_{i}^{2}Z_{j}^{2})\}$

$=k^{2}-1+ \frac{1}{n}\{-k^{2}-2k+2+\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{2(k-1)}{k^{2}}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\}$

$+ \frac{1}{n^{2}}\{\frac{3(k-1)(3k^{2}-7k+6)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{2}}+\frac{k^{3}-2k^{2}+15k-18}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i\neq j}\sum\frac{1}{p_{i}p_{j}}\}$

であり, さらに

$\{E(\chi^{\prime 2})\}^{2}=(k-1)^{2}+\frac{2(k-1)^{2}}{nk^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{(k-1)^{2}}{n^{2}k^{4}(k+1)^{2}}(\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}})^{2}$

となるから

$V(\chi^{\prime 2})=E(\chi^{\prime 4})-\{E(\chi^{\prime 2})\}^{2}$

$=2k-2+ \frac{1}{n}\{-k^{2}-2k+2+\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{4(k-1)}{k^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\}$

$+ \frac{1}{n^{2}}\{\frac{4(k-1)(2k^{3}-4k^{2}-k+6)}{k^{4}(k+1)^{2}(k+2)(k+3)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{2}}$

$- \frac{4(k^{3}-4k^{2}-k+6)}{k^{4}(k+1)^{2}(k+2)(k+3)}\sum_{i\neq j}\sum\frac{1}{p_{i}p_{j}}\}$ (12)

になる. さらに $\chi^{\prime 2}$ の 3 次キュムラントについては計算に必要な部分だけ述べておくと

$\kappa_{3}(\chi^{\prime 2}):=E[\{\chi^{\prime 2}-E(\chi^{\prime 2})\}^{3}]$

$=E(\chi^{\prime 6})-3E(\chi^{\prime 2})E(\chi^{\prime 4})+2\{E(\chi^{\prime 2})\}^{3}$ (13)

であり, ここで

$E(\chi^{\prime 6})=k^{3}+3k^{2}-k-3$

$+ \frac{1}{n}\{-3k^{3}-21k^{2}-102k+104+(19+3k)\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{9(k-1)(2k-1)}{k^{2}(k+1)}$

$+ \frac{3(k-1)(k+4)}{k(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{9(k-1)}{k^{2}(k+1)}(\sum_{i\neq j}\sum\frac{p_{i}^{2}}{p_{j}}+\sum_{i\neq j\neq l}\sum\sum\frac{p_{i}p_{j}}{p_{l}})\}$
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$+ \frac{1}{n^{2}}[2k^{3}+18k^{2}+28k-24-(22+3k)\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{2}}-\frac{18(k-1)(2k-1)}{k^{2}(k+1)}$

$+ \frac{1}{k(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\{-3(k-1)(k+6)-\frac{3(k-1)(2k^{3}+5k^{2}+9k-18)}{k^{3}(k+2)(k+3)}.\}$

$+ \frac{1}{k(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{2}}\{\frac{15(k-1)}{k}+\frac{40(k-1)(k-2)}{k^{2}(k+2)}$

$+ \frac{9(k-1)(k+4)(3k^{2}-7k+6)}{k^{3}(k+2)(k+3)}\}$

$+ \frac{1}{k(k+1)}\sum_{i\neq j}\sum\frac{1}{p_{i}p_{j}}\{\frac{3(k-1)}{k}-\frac{24(k-2)}{k^{2}(k+2)}$

$+ \frac{3(k+4)(k^{3}-2k^{2}+15k-18)}{k^{3}(k+2)(k+3)}\}$

$- \frac{18(k-1)}{k^{2}(k+1)}(\sum_{i\neq j}\sum\frac{p_{i}^{2}}{p_{j}}+\sum_{i\neq j\neq l}\sum\sum\frac{p_{i}p_{j}}{p_{l}})$

$- \frac{9(k-1)(3k^{2}-7k+6)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i\neq\dot{g}}\sum\frac{p_{i}}{p_{j}^{2}}$

$- \frac{3(k^{3}-2k^{2}+15k-18)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i\neq j\neq l}\sum\sum\frac{p_{i}}{p_{j}p_{l}}]$

$+ \frac{1}{n^{3}}\{$
$\frac{5(k-1)(53k^{4}-238k^{3}+415k^{2}-326k+120)}{k^{6}(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k+5)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{3}}$

$+ \frac{3(9k^{5}-55k^{4}+425k^{3}-1097k^{2}+1270k-600)}{k^{6}(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k+5)}\sum_{i\neq j}\sum\frac{1}{p_{i}^{2}p_{j}}$

$+ \frac{k^{5}-3k^{4}+6_{\iota}9k^{3}-273k^{2}+790k-600)}{k^{6}(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k+5)}\sum_{\iota^{-}\neq j\neq l}\sum\sum\frac{1}{p_{i}p_{j}p_{l}}\}$ ,

$E(\chi^{\prime 2})E(\chi^{\prime 4})=(k-$

$+ \frac{1}{n}\{$

$1)(k^{2}-1$

$(k-1)\{$

$)$

$-k^{2}-2k+2+ \sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{2(k-1)}{k^{2}}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\}+\frac{(k-1)^{2}}{k^{2}}\sum_{i=1}^{k*}\frac{1}{p_{\mathrm{z}}}.\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$+ \frac{1}{n^{2}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{3(k-1)^{2}(3k^{2}-7k+6)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{2}}$

$+ \frac{(k-1)(k^{3}-2k^{2}+15k-18)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i\neq j}\sum\frac{1}{p_{i}p_{j}}$

$+ \frac{k-1}{k^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\{-k^{2}-2k+2+\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}+\frac{2(k-1)}{k^{2}}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\}\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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$+ \frac{1}{n^{3}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{k-1}{k^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\{$ $\frac{3(k-1)(3k^{2}-7k+6)}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}^{2}}$

$+ \frac{k^{3}-2k^{2}+15k-18}{k^{4}(k+1)(k+2)(k+3)}\sum_{i\neq j}\sum\frac{1}{p_{i}p_{j}}\}]$ ,

$\{E(\chi^{\prime 2})\}^{3}=(k-1)^{3}+\frac{1}{n}\{\frac{3(k-1)^{3}}{k^{2}(k+1)}\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}}\}$

$+ \frac{1}{n^{2}}\{\frac{3(k-1)^{3}}{k^{4}(k+1)^{2}}(\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}})^{2}\}+\frac{1}{n^{3}}\{\frac{(k-1)^{3}}{k^{6}(k+1)^{3}}(\sum_{i=1}^{k}\frac{1}{p_{i}})^{3}\}$

となる.

次に, $P_{H}(\chi^{\prime 2}>\chi_{\alpha}^{\prime 2})=\alpha$ となる棄却限界値 $\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ を漸近的に求める. いま,

$f:= \frac{2\{E(\chi^{\prime 2})\}^{2}}{V(\chi^{2})},,$ $c:= \frac{E(\chi^{\prime 2})}{f},$ $\delta:=\frac{\kappa_{3}(\chi^{\prime 2})}{8c^{3}f}$

とし, $\chi_{\alpha}^{2}(f)$ を自由度 $f$ の $\chi^{2}$ 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点とすると

$\chi_{\alpha}^{\prime 2}\approx c\chi_{\alpha}^{2}(f)\ovalbox{\tt\small REJECT} 1+\frac{\delta-1}{3(f+2)(f+4)}\{\chi_{\alpha}^{4}(f)-2(f+4)\chi_{\alpha}^{2}(j)+(f+2)(f+4)\}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (14)

と近似される ([Ta75]). このことから, 有意水準 $\alpha$ を定めれば, この検定の棄却限界値を漸
近的に求めることができる.

4 $\chi^{2}$適合度検定とランダム $\chi^{2}$適合度検定の比較

第 3節で提案したランダム $\chi^{2}$ 検定がどの程度良いものかを調べるために, $\chi^{2}$ 統計量の

漸近的な棄却限界値との比較を行ってみる. かつて, Katti[K73] は $\chi^{2}$ 統計量についての正

確な棄却限界値の評価を表にしているので,その棄却限界値とランダム $\chi^{2}$ 検定の棄却限界

値, 自由度 $k-1$ の $\chi^{2}$ 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点との相対差を数値的に評価する.
実際には, $\chi^{2}$ 統計量が離散的な値を取るため, [K73] では上側棄却限界値 u。と下側棄却

限界値 l。とその時の上側確率が与えられているので, それらの値を線形補間し c。を作る.
そのようにして求めた c。とランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}%点, 自由度 $k-1$ の $\chi^{2}$

分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点との相対差を計算する, また, (14) において $\chi_{\alpha}^{2}(f)$ の値が必要になる

が, 一般に $f$ は整数とは限らないので, その場合の求め方については次の例の中で述べる.

例 4 いま, $n=25,$ $k=10,$ $\alpha=0.10$ とし,

$H$ : $(p_{1}, \cdots,p_{10})=(1/10, \cdots)1/10)$
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とする. このとき, [K73] から

$u_{\alpha}=15.40$ (上側確率 00858)

$l_{\alpha}=14.60$ (上側確率 0.1069)

となるので, 上側確率が 0.1000 となるように線形補間すれば

$c_{\alpha}=14.8616$

となる. 次に, ランダム $\chi^{2}$ 検定の棄却限界値を求める. そこで, $n=25,$ $k=10,$ $p_{i}=0.1(i=$

$1,$ $\cdots,$ $10)$ を (11), (12), (13) に代入すると

$E(\chi^{\prime 2})=9.0327$, $V(\chi^{\prime 2})=17.4112$ , $\kappa_{3}(\chi^{\prime 2})=47.3413$

より,

$f=9.3721$ , $c=0.9638$ , $\delta=0.7053$

となる. これらの数値と自由度 $f$ の $\chi^{2}$ 分布の上側 10% 点 $\chi_{0.1}^{2}(f)$ を (14) に代入して $\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ を

求めたいのだが, $\chi_{0.1}^{2}(f)$ の自由度 $f$ が整数値を取っていないため, $\chi^{2}$ 分布の表等から直接

に値を求めることができない, そこで, この問題を解決するために, 次の 3つのような方法
$(i)\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ が考えられる.

(i) 自由度 9 と 10 の $\chi^{2}$ 分布の上側 10% 点を線形補間したものを $\chi_{0.1}^{2}(f)$ として用いる. こ

の時は

$\chi_{0.1}^{2}(f)=15.1688$

となる.

(\"u ) $Y$ を自由度 $lJ$ の $\chi^{2}$ 分布に従う確率変数とすると

$(\sqrt{2Y}-\sqrt{2\nu-1})-^{L}N(0,1)$ $(karrow\infty)$

が成り立ち, その収束はかなり速いことが知られている ([A03] の pp.149, 157参照). これ

より, $lJ$ を大きくとれば u。を標準正規分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点として

$P( \sqrt{2Y}-\sqrt{2\nu-1}\geq u_{\alpha})=P(Y\geq\frac{1}{2}(\sqrt{2\nu-1}+u_{\alpha})^{2})$

とできる. いま, $y_{\alpha}(\nu)$ を自由度 $l/$ の $\chi^{2}$ 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点を表すものとし, さらに

$\hat{y}_{\alpha}(\iota/):=\frac{1}{2}(\sqrt{2\nu-1}+u_{\alpha})^{2}$

とおく. ここで, 与えられた $f$ に対して

$\nu<f<\nu+1,$ $f=\nu$ 十 $p(0<p<1)$
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となる $\nu$ と $p$ をとる. そして,

$\epsilon_{1}:=y_{\alpha}(\nu)-\hat{y}_{\alpha}(\nu)$ ,
$\epsilon_{2}:=y_{\alpha}(\nu+1)-\hat{y}_{\alpha}(\nu+1)$ ,

$y_{\alpha}^{*}(f)=y_{\alpha}^{*}(\nu+p).--\hat{y}_{\alpha}(\nu+p)+(1-p)\epsilon_{1}+p\epsilon_{2}$

として, $y_{\alpha}^{*}(f)$ を自由度 $f$ の $\chi^{2}$ 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点とする. この例では, $\nu=9,$ $p=0.3721$

となり $\chi_{0.1}^{2}(f)=y_{\alpha}^{*}(f)=15.1707$ となる.

(\"ui) 自由度 $f$ の $\chi^{2}$ 分布が $\alpha=f/2,$ $\beta=2$ のガンマ分布 $\Gamma(f/2,2)$ と同じになることを用

いてガンマ分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点 \gamma 。を求める. この例では, $\chi_{0.1}^{2}(f)=\gamma_{\alpha}=15.1708$ となる.

上記の方法で, (i) は簡便であるが, あまり正確とは言えない. (\"u) は 1 つの補聞法で,

かなり精度は良いが, ここでは, コンピュータソフト (エクセル) を用いて簡単に数値を得る

ことができるので, $(\ddot{\dot{\mathrm{m}}})$ の考え方を採用することにする. いまの場合は, $\chi_{0.1}^{2}(f)=15.1708$

となる. このとき, この数値を (14) に代入するとランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}%

点 $\chi_{\alpha}^{\prime 2}=14.8434$ が求まるので, $c_{\alpha}$ との差は 00182 となり, その相対差は 000123 となる.

一方, 自由度 9 の $\chi^{2}$ 分布の上側 10% 点は 146837 なので, c。との差は 0.1779 となり, その

相対差は 001197 となる. よって, ランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点の方が $\chi^{2}$ 分

布のそれよりも望ましい値といえる.

各 $n=5(5)25,$ $k=2(1)10,$ $\alpha=0.10,0.05,0.01$ について, 上の例のように相対差
$|c_{\alpha}-\chi_{\alpha}^{\prime 2}|/c_{\alpha},$ $|c_{\alpha}-\chi_{\alpha}^{2}(k-1)|/c_{\alpha}$ の値を計算したものを下表として与える. これらの表か
ら $\alpha=0.10$ の場合はランダム $\chi^{2}$ 適合度検定の方が $\chi^{2}$ 適合度検定より良くなっていると

考えられる. また, $\alpha=0.05,0.01$ の場合にはどちらの検定も相対差のバラツキがあってど
ちらが良いとも言えないように見える.

表: $\chi^{2}$ 分過とランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布のそれぞれの上側 $100\alpha\%$ 点 $\chi_{\alpha}^{2}(k-1)$ と $\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ の

c。に対する相対差
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表 (続) : $\chi^{2}$ 分布とランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布のそれぞれの上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点 $\chi_{\alpha}^{2}(k-1)$ と
$\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ の c。に対する相対差

$\alpha=0.10$
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表 (続) : $\chi^{2}$ 分布とランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布のそれぞれの上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点 $\chi_{\alpha}^{2}(k-1)$ と
$\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ の c。に対する相対差

$\alpha=0.05$
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表 (続) : $\chi^{2}$ 分布とランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布のそれぞれの上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点 $\chi_{\alpha}^{2}(k-1)$ と

$\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ の c。に対する相対差

$\alpha=0.01$

$n$ $k$ $\chi_{\alpha}^{\prime 2}$

$c_{\alpha}$
$\chi_{\alpha}^{2}(k-1)$ $|c_{\alpha}-\chi_{\alpha}’$ $|/c_{\alpha}$ $|c_{\alpha}-\chi_{\alpha}^{2}(k-1)|/c_{\alpha}$

5 3 8.4406 8.1301 9.2104 0.03820 0.13287
5 4 8.6846 14.3338 11.3449 0.39412 0.20852
5 5 9.3400 17.9000 13.2767 0.47821 0.25828
5 6 10.3020 20.4238 15.0863 0.49559 0.26134
5 7 11.4745 21.3984 16.8119 0.46377 0.21434
5 8 12.7907 21.7509 18.4753 0.41194 0.15059
5 9 14.2063 23.3574 20.0902 0.39179 0.13988
5 10 15.6907 24.2000 21.6660 0.35162 0.10471
10 2 7.5994 8.5231 6.6349 0.10837 0.22154
10 3 9.0267 9.8261 9.2104 0.08135 0.06266
10 4 10.2904 11.8506 11.3449 0.13165 0.04267
10 5 11.6302 13.0769 13.2767 0.11063 0.01528
10 6 13.0462 15.7640 15.0863 0.17240 0.04299
10 7 14.5163 16.8211 16.8119 0.13702 0.00055
10 8 16.0214 18.7467 18.4753 0.14537 0.01447
10 9 17.5481 20.7080 20.0902 0.15259 0.02984
10 10 19.0874 22.9474 21.6660 0.16821 0.05584
15 2 7.2917 7.8203 6.6349 0.06759 0.15158
15 3 9.1283 9.3639 9.2104 0.02515 0.01639
15 4 10.6973 11.4000 11.3449 0.06164 0.00483
15 5 12.2433 13.1359 13.2767 0.06795 0.01072
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表 (続) : $\chi^{2}$ 分布とランダム $\chi^{2}$ 統計量の分布のそれぞれの上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点 $\chi_{\alpha}^{2}(k-1)$ と
$\chi_{\alpha}^{\prime 2}$ の c。に対する相対差

$\alpha=0.01$

5 おわりに
本論の第 2節では, まず, カイ 2乗統計量の漸近分布等について簡単に述べ, そして, より

簡便な検定統計量として, 最大値統計量を用いたマックス検定を考えて, カイ 2乗適合度検

定との比較を行った. 実際には, まず, マックス検定の第 1種,第 2種の過誤の確率を [Lev81]

の結果を用いて求め, マックス検定のランダム化を行うことによって有意水準をちょうど
達成できるような検定とした. そして, マックス検定とカイ 2乗適合度検定の検出力を比較
し対立仮説の傾向によってどちらの検出力が高くなるかを調べた. その結果, 状況によっ

てはマックス検定の方がカイ 2乗適合度検定の方が検出力が大きくなることが分かった.
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さらに, 第 3 節では, カイ 2乗統計量をランダム化することによって, 連続\sigma )値をとるこ

とができるようにしたランダムカイ 2乗統計量による検定を提案して論じた. 実際ランダ

ムカイ 2乗統計量による検定を考え, その分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}%点を近似的に求めた. そして,

第 4節において, その上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点を [K73] によるカイ 2乗適合度検定の棄却限界値を用

いて カイ 2乗分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点と比較した. その結果, 有意水準 $\alpha=0.10$ の場合には,

ランダムカイ 2乗適合度検定の方がカイ 2乗適合度検定よりも, 与えられた水準に近 $\mathrm{A}$ ‘検

定となることが分かった.
今後の課題としては, ランダムカイ 2乗統計量を用いた検定の検出力を求め, カイ 2乗適

合度検定の検出力と比較してみることにより, ランダム化により検定を改良できたかどう
かの判断材料が増えることになるであろう.
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