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1 はじめに

これは宇野勝博氏 (大阪教育大) との共同研究 [5] の報告である。
原始的アソシエーションスキームの分類は代数的組合せ論の大きな問題

である。 しかし、 それは一般には難しく、最も簡単である素数位数の殴合で
さえ解決されていない。 ここでは (可換性を仮定しない) 素数位数アソシエー
ションスキームは可換であることを示し、最小分解体が円分体に含まれると
いう仮定の下で、その代数的な構造が決定されることを紹介する。 代数的
な構造が決定されるとは、その指標表が求められるということで、実際、 そ
れは Schurian スキーム (可搬置換群から得られるアソシエーションスキー
ム) と同じになることが示される。 指標表が同じということはその構造定数
(intersection numbers) が同じということと同値である。「任意の可換アソシ
エーションスキームの最小分解体が円分体に含まれるとか $?$」 いうことは [2]
で問題として書かれていることであり、現在でも未解決である。
なお発表では、その直前に証明に不備が見つかったためお見苦し $1_{J}\backslash$点が

あったことをお詫びする。その後、更に証明に不適当な点が見つかり、 現在
でも分解体に関する仮定を外すことはできていない。研究集会の報告集とし
てはやや問題があるかも知れないが、 ここでは一部を新しい証明に置き換え
て紹介する。
記号などは [7] のものを用いる。 $(X, G)$ をアソシエーションスキームと

する。 $g\in G$ の隣接行列を $\sigma_{g}$ で表す。 $g\in G$ の valency を $n_{g}$ で表す。
$G$ の既約指標全体の集合を Irr(G) で表す。 $\chi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G)$ の重複度を $m_{\chi}$ で

表す。 $1=\{(x, x)|x\in X\}\in G$ を自明な関係といい、 $1_{G}$ : $\mathbb{C}Garrow \mathbb{C}$ ,
$1_{G}(\sigma_{g})=n_{g}$ を自明な指標という。 単位元をもつ可換環 $R$ に対して Rg代数

$HG=R\otimes_{\mathbb{Z}}(\oplus_{g\in G}\mathbb{Z}\sigma_{g})$ を $G$ の $R$ 上の隣接代数という。 $\mathbb{C}$ 上\sigma 3{?}接代数
$\mathbb{C}G$ が可換であるとき $(X, G)$ は可換であるという。
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2 可換性

この節では $(X, G)$ をアソシエーションスキームとし $|X|$ が素数 $p$ であるも
のとする。 $(X, G)$ が可換であることを示すのがこの節での目標である。

$\tau$ を $\mathbb{C}$ の自己同型とする。 $\chi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G)$ に対して $\chi^{\tau}(\sigma_{g})=\chi(\sigma_{g})^{\tau}$ で $\chi^{\tau}$

を定めれば $\chi^{\tau}\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G)$ である。 これを $\chi$ の代数共役という。

Lemma 21. $G$ の自明でない既約指標はすべて代数共役である。

Proof. $\chi$ を非自明な既約指標とし、その代数共役すべての和を $\Phi$ とする。 $\Psi$

を $\chi$ と代数共役でない非自明な既約指標すべての和とする。 重 $\neq 0$ として
矛盾を導く。
まず、任意の $g\in G$ に対して $\Phi(\sigma_{g}),$ $\Psi(\sigma_{g})$ は有理整数であることに注意

する。 [4, Corollary 35] より $\sigma_{g}$ の固有値は標数 $p$ で $n_{\mathit{9}}$ しかない。 よって、
ある $u_{g},$ $v_{g}\in \mathbb{Z}$ があって

$\Phi(\sigma_{g})=\Phi(1)n_{g}-u_{g}p$ , 重 $(\sigma_{g})=$ 重 (1) $n_{g}-v_{g}p$

となる。 指標の直交関係 [7, Theorem 415] より

0 $=$
$\sum_{\mathit{9}\in G}\frac{1}{n_{g}}1_{G}(\sigma_{g}*)\Phi(\sigma_{g})=\sum_{g\in G}\Phi(\sigma_{g})$

$=$ $\sum_{g\in G}(\Phi(1)n_{g}-u_{g}p)=p(\Phi(1)-\sum_{g\in G}u_{g})$ .

であるから $\sum_{g\in G}u_{g}=\Phi(1)$ となる。 同様に $\sum_{g\in G}v_{g}=\Psi(1)$ である。 再び
直交関係から

0 $=$ $\sum_{g\in G}\frac{1}{n_{g}}\Phi(\sigma_{g^{*}})\Psi(\sigma_{g})=\sum_{g\in G}\frac{1}{n_{g}}(\Phi(1)n_{g}*-u_{g}*p)(\Psi(1)n_{g}-v_{g}p)$

$=$ $\sum_{g\in G}\Phi(1)\Psi(1)n_{g}-\sum_{g\in G}\Phi(1)v_{\mathit{9}}p-\sum_{g\in G}\Psi(1)u_{g}*p+\sum_{g\in G}\frac{1}{n_{g}}u_{g^{*}}v_{g}p^{2}$

$=p \Phi(1)\Psi(1)-p\Phi(1)\Psi(1)-p\Phi(1)\Psi(1)+\sum_{g\in G}\frac{1}{n_{g}}u_{g^{*}}v_{g}p^{2}$

$=$ $-p \Phi(1)\Psi(1)+\sum_{g\in G}\frac{1}{n_{\mathit{9}}}u_{g}*v_{g}p^{2}$ ,
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となり、 よって

$\Phi(1)\Psi(1)=\sum_{g\in G}\frac{1}{n_{g}}u_{g}*v_{g}p$

である。 $\Phi(1),$ $\Psi(1)$ , およびすべての $n_{g}$ は $p$ と素である。 よって左辺は $p$ と

素であるが、右辺は $p$ で割りきれて矛盾が生じる。 口

[2, Theorem II.4.3] は可換アソシエーションスキームに対して書かれてい
るが、非可換でもそのまま成り立つ。 したがって $G$ の非自明な関係の valency
はすべて等しい。 このとき [1, Theorem 12] によって $G$ は可換である。 ま
た $|X|=p$ とすれば Frame number

$\mathcal{F}(G)=|X|^{|G|_{\frac{\prod_{g\in G}n_{g}}{\prod_{\chi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G)}m_{\chi^{\chi(1)^{2}}}}}}$

が $p$ べきになることがすぐに分かる。

Theorem 22. $|X|=p$ が素数であるとき $(X, G)$ は可換である。また Frame
number $\mathcal{F}(G)$ は $p$ べきである。

3 分解体

この節では $|X|=p$ を素数として $(X, G)$ の最小分解体を考える。利用され
る代数体、 特に判別式に関する内容は [6] などで確認できる古典的なもので
ある。 ここで分解体とは $\mathbb{Q}G$ の分解体を意味する。可換アソシエーションス
キームの最小分解体は、 $\mathbb{Q}$ にすべての既約指標の値 $\chi(\sigma_{g})$ を添加して得られ
る。 これを $K$ と書く。 $K$ は有限次代数体であり $\mathbb{Q}$ のガロア拡大である。 $K$

の整数環を $\mathcal{O}_{K}$ と書く。 また $|G|=d+1$ とする。 $d$ は $p$ と互いに素である
ことに注意しておく。
隣接代数 $\mathbb{Q}G$ は半単純なので、 ある斜体上の全行列環の直和と同型であ

る。 しかし $\mathbb{Q}G$ は可換なので、斜体はすべて体であり、行列環はすべて 1 次
である。すなわち $\mathbb{Q}G$ はいくつかの体の直和と同型である。 その直和因子は
Irr(G) 上のガロア群の軌道に対応する。 Lemma 2.1 より、 その軌道は二つで
あり、 その一方は自明な表現のみからなる。 よって $\mathbb{Q}G=\mathbb{Q}\oplus K’$ と書くこ
とができる。 このとき $\dim_{\mathbb{Q}}K’=d$ である。適当な写像によって $K’\subset \mathbb{C}$ と
考えると、射影 $\mathbb{Q}Garrow K’$ はある非自明な既約指標で与えられる。 このこと
から $K$ は $K’$ を含む最小の Galois 拡大であることが分かる。
有理整数環 $\mathbb{Z}$ 上の隣接代数 $\mathbb{Z}G$ は上の直和分解において $\mathbb{Z}\oplus O_{K’}$ の部分

ZZ代数である。代数体の判別式を一般の有限階数 $\mathbb{Z}$
- 自由 ZZ代数に拡張して
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考えると、 $\mathbb{Z}G$ の判別式の絶対値 $|d(\mathbb{Z}G)|$ は Frame number $\mathcal{F}(G)$ に一致す
る $[3]_{\text{。}}$ また Theorem 22 より、 それは $p$ べきである。一方 ZZ代数 $\mathbb{Z}\oplus O_{K^{J}}$

の判別式は $K’$ の判別式 $d(K’)$ に一致する。 $|d(K’)|$ は $|d(\mathbb{Z}G)|$ の約数にな
るので、 やはり $p$ べきである。 $K$ が $K’$ を含む最小の Galois 拡大であるこ
とから $|d(K)|$ も $p$ べきである。
ここで $K$ が $\mathbb{Q}$ のア–$\wedge^{\backslash ^{\backslash }}$ル拡大であることを仮定する。すると明らかに

$K=K’$ である。
Kronecker-Weber の定理より $K$ はある円分体に含まれる。 $|d(K)|$ が $p$

べきなので、 $p$ 以外の素数は $K$ で分岐せず、 $K$ は $\mathbb{Q}(\zeta_{p^{a}})$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}p。は 1 の原始
pa乗根) に含まれることが分かる。 そのようなもので $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathfrak{M}K=d$ であるも
のは唯一つであるから、最小分解体が決定される。

Theorem 31. $(X, G)$ を $|X|=p,$ $|G|=d+1$ であるアソシエーションス
キームとする。更にその最小分解体 $K$ が $\mathbb{Q}$ のアーベル拡大であることを仮
定する。 このとき $K$ は $\mathbb{Q}(\zeta_{p})$ の部分体で $\dim \mathbb{Q}K=d$ であるものとして一
意的に決定される。

Remark 32. 最小分解体 $K$ がアーベル拡大であることよりも弱く、 $K’$ が

ガロア拡大であること、すなわち $K=K’$ を仮定しても同様の結果が得ら
れる。

4 指標表

この節では, 最小分解体 $K$ が $\mathbb{Q}$ のアーベル拡大であることを仮定して $(X, G)$

$(|X|=p)$ の指標表を完全に決定する。 これによって、 それが Schurian ス

キームの指標表と一致することが分かる。 素数位数の Schurian スキームは
cyclotomic スキームと呼ばれるものしかないことが知られている。 前の節と
同じように $K$ を $(X, G)$ の最小分解体とし、その整数環を $\mathcal{O}_{K}$ とする。以下
では常に $K$ が $\mathbb{Q}$ のアーベル拡大であることを仮定する。 $\alpha=\mathrm{h}\mathbb{Q}(\zeta_{p})/K(\zeta_{p})$

とおく。 また $\tau$ を $Gal(K/\mathbb{Q})$ の生成元とする。 $\{\alpha^{\tau^{i}}|\mathrm{i}=0,1, \cdots, d-1\}$ は

$O_{K}$ の整数基である。

Lemma 41. Cyclotomic スキーム Cyc(乃 $d$) の指標表は以下の通りである。
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$Cyc(p, d)$ の指標表に第二直交関係 [2, Theorem II.3.5(iii)] を用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$て以下

を得る。

Lemma 42. $\sum_{i=0}^{d-1}\alpha^{\tau^{i}}=-1$ であり、 また

$\sum_{i=0}^{d-1}\alpha^{\tau^{i}}\overline{\alpha}^{\tau^{i+j}}=\{$

$p-k$ if $j\equiv 0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d)$ ,

0 otherwise.

である。

これまでの議論から $(X, G)$ の指標表は以下のようになる。

$\beta_{j}\in O_{K}$ であり $\{\alpha^{\tau^{i}}|\mathrm{i}=0,1, \cdots , d-1\}$ は $\mathcal{O}_{K}$ の整数基であるから、ある
$b_{s}\in \mathbb{Z}$ があって $\beta_{j}=\sum_{s=0}^{d1}-b_{s}\alpha^{\tau^{s}}$ となる。 $g_{j}$ と 1 に第二直交関係を使うと

$0=k(1+ \sum_{i=0}^{d-1}\beta_{j}^{\tau^{i)}}=k(1+\sum_{i=0}^{d-1}\sum_{s=0}^{d-1}b_{s}\alpha^{\tau^{i+s)}}=k(1-\sum_{s=0}^{d-1}b_{s)}$

となり $\sum_{s=0}^{d-1}b_{s}=1$ を得る。 また $g_{j}$ とそれ自身に第二直交関係を使うと

$pk=$ $k(k+ \sum_{i=0}^{d-1}\beta_{j}^{\tau^{i}}\overline{\beta_{j)}}\dot{\mathrm{t}}=k(k+\sum_{\mathrm{i}=0}^{d-1}\sum_{s=0}^{d-1}\sum_{t=0}^{d-1}b_{s}b_{\mathrm{t}}\alpha^{\tau^{l}}\overline{\alpha}^{\tau^{i+\mathrm{t})}}+s$

$=$ $k(k+(p-k) \sum_{s=0}^{d-1}b_{s}^{2})$

である。 よって $\sum_{s=0}^{d-1}b_{s}^{2}=1$ を得る。以上より唯一つの $b_{s}$ が 1 であり、 そ
れ以外は 0 である。 すなわち、 ある $s$ があって $\beta_{j}=\alpha^{\tau^{s}}$ となる。
可換アソシ一一ションスキームの指標表の列は一次独立であるから、$(X, G)$

の指標表の列はすべて異なり、 したがって $Cyc(p, d)$ の指標表に一致する。

Theorem 43. $(X, G)$ を $|X|=p,$ $|G|=d+1$ であるアソシエーションス
キームとし、その最小分解体が $\mathbb{Q}$ のアーベル拡大であると仮定する。 このと
き $(X_{2}G)$ の指標表は cyclotomic スキーム $Cyc(p, d)$ の指標表と同じである。
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おわりに

この結果、特に一番重要な Lemma 2.1 は R. Brauer による群環の defect 1
の block に関する結果、およびその証明からヒントを得ている。 より一般の
揚合にも類似の結果が得られてはいるが、 仮定が強く、 また分からないこと
も多く、 まだまだ不十分である。
また証明の不備を指摘してくれた Hanguk Kang 氏 (Pusan National Univ)

に感謝する。
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