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Javaによる連立一次方程式の数値解の精度保証法
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概要

Java は近年の最適化技術などによって数値計算や数値シミュレーションを行う言
語としても注目されてきている. 従来の連立一次方程式の数値解の精度保証法は浮動
小数点演算の丸めモードの変更を必要とするが, Java では IEEE 754規格で定められ
ている丸めモードの変更がサポートされていない. そこで本報告では丸めモードの変
更を必要としない連立一次方程式の数値解の高速かつ高精度な精度保証法を提案する,
最後に, 数値実験によって提案手法の有効性を示す.

Numericai Verification Method for Systems of
Linear Equations in Java

Katsuhisa OZAKI*, Takeshi $\mathrm{o}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{T}\mathrm{A}^{\mathrm{t}_{7}}$ Shinya MIYAJIM $\mathrm{A}^{\uparrow}$ , and Shin’ichi OISHI\dagger

$*$ Graduate School of Science and Engineering
\dagger Faculty of Science and Engineering

Abstract

Reccntly, Java seems to become a useful programming ianguage for numerical com-

putations by development of optimization technique. Usual methods for verifying

the accuracy of numerical solutions of linear systems use the switches of rounding

modes defined in IEEE 754 standard However, such switches of rounding modes

have not been supported in Java. In this paper, we will propose a verification method

for Jinear systems without directed rounding The method can give accurate error

bounds for the numerical solutions at high speed. Finally, numerical results will be

presented to show the performance of proposed method,

1 まえがき

本報告では, 連立一次方程式

$Ax=b_{7}$ $A\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}n}$ , $b\in \mathbb{R}^{n}$ (1)

の数値解の精度保証を Java において実行する方法について考える. ここで, 数値解とは

計算機によって得られる近似解のことであり, 精度保証とは厳密解に対する近似解の定量
的誤差評価のことを指す.
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Java は $\mathrm{O}\mathrm{S}$ 等に依存しないポータブルな言語であり, 一度実装すれば異なるプラット
フォームにおいて同一の結果を得ることができる. 従来, Java は数値計算の分野におい
ては処理速度の点で問題視されていたが, 近年の Just-In-Time (JIT) コンパイラ $\varphi$ Hot
Spot $\mathrm{V}\mathrm{M}$ 等の最適化技術により, その点もかなり改善することが可能となってきた [14].
したがって, Java は数値計算や数値シミュレーションを行う言語としても注目されてきて
いる [4, 13, 15] しかしながら, 一方では Java における数値計算の様々な問題点も指摘さ
れている [6].
精度保証付き数値計算の分野では, 近年, Oishi と Rump によって連立一次方程式のた
めの高速な精度保証法が提案された [11]. Oishi-Rump の方法では, 式 (1) の近似解を $\overline{x}$,

$A$ の近似逆行列を $R,$ $I$ を $n\cross n$ 単位行 $F.|$」とすると

$||RA-I||_{\infty}<1$ (2)

を証明できた場合に
$|| \overline{x}-A^{-1}b||_{\infty}\leq\frac{||R_{(}^{/}A\tilde{x}-b)||_{\infty}}{1-||RA-I||_{\infty}}$ (3)

という誤差評価式を用いて精度保証を行っている. このとき, IEEE 754 規格 [1] に定め
られている 4つの丸めモード

$\circ$ 最近点への丸め (デフォルト). $+\infty$) 方向への丸め. $-\infty$ 方向への丸め

・原点方向への丸め

を適宜変更する必要がある. Oishi-Rump の方法では「 $+\infty$方向への丸め」及び沖 $\infty$ 方
向への丸め」を用いている. ところ力 $[searrow]$ 現在の Javaにおける浮動小数点演算の規格では,

丸めモードの変更が定められていない. そのため, Java で丸めモードの変更を実装する
には, $\mathrm{C}$ 言語などで丸めモードの変更を行うライブラリを生成し, Java Native Intcrface
(JNI) を用いなければならない. しかしながら, 他言語で生成したライブラリを用いると,

Javaの大きな利点の 1 つであるソースコードのポータビリティ (アーキテクチャ, $\mathrm{O}\mathrm{S}$ , コ

ンパイラなどに依存しない) が失われてしまう. Java のポータビリティを保持するために
はデフォルトの丸めモードである 「最近点への丸め」のみで精度保証を行う必要があるた
め, 従来の丸めモードの変更を必要とする精度保証法を用いることができない.
これに対し, 浮動小数点演算の事前誤差評価を用いて丸めモードを変更せずに最近点へ

の丸めのみで高速に連立一次方程式の数値解を精度保証する手法を Ogita らが提案してい
る [10]. 我々はその手法を拡張し, 高精度内積計算アルゴリズム [9] を用いた新しい手法
を提案する. これにより Java のポータビリティが損なわれない上に, 精度保証が失敗し
ない限り, 従来の手法よりも数値解の持つ精度をできるだけ過大評価することなく保証す
ることが可能となる. 本報告の最後では, 数値実験によって提案手法の有効性を示す.
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2 準備

本章では, 本報告で用いる Java の浮動小数点システム, 各種記号, 浮動小数点演算に

関するいくつかの公式について説明をする.
まず Javaにおける浮動小数点システム [5] について簡潔に述べる. Java では浮動小数点

数に IEEE 754 の単精度及び倍精度の表現形式を用いている. デフォルトの丸めモードは

IEEE 754 の最近点への丸めモードであり, Java単独では丸めモードの切り替えが出来な
い. また IEEE 754 は浮動小数点演算の計算過程において, 単精度もしくは倍精度を超え

た拡張精度での内部演算を認めている. 拡張精度に関しては CPU に依存するため, 浮動

小数点演算の結果が異なることがある. 現在の Java における浮動小数点演算の規格では,

この拡張精度で内部演算を行う widefp モードがデフォルトとなっている. ただし Java の

strictfp モードを使用すると, 拡張精度を用いずにすべて IEEE 754 の単精度及び倍精度
で演算が行われる. そのため strictfp モードを用いて得られる演算結果は CPU に依存し

ないためポータビリティを持つ.
次に各種記号についての説明をする. $\mathrm{F}$ を浮動小数点数の集合とし, $\mathrm{f}\mathrm{l}(\cdot)$ は括弧中の演

算をすべて浮動小数点演算によって実行したときの結果を表す. たとえば, $x,$ $y\in$ 騨に対

して $\mathrm{f}\mathrm{l}(x^{T}y)$ は浮動小数点演算によって計算した内積の値を意味する. 浮動小数点演算に
おいて, アンダーフローは起きないと仮定する 1. また, $\mathrm{u}$ を浮動小数点演算の相対精度

(unit roundoff) とする 2.
次に, 本報告で利用する式を以下に示す [10]. $a,$ $b\in \mathrm{F}$ に対して

$|a+b|$ $\leq$ $(1+\mathrm{u})\mathrm{f}\mathrm{l}(|a+b|)$ (4)

$(1+\mathrm{u})^{r\iota}|a|$ $\leq$ $\mathrm{f}1(\frac{|a|}{1-(n+1)\mathrm{u}})$ (5)

が成り立つ. また, $x,$ $y\in \mathrm{F}^{n}$ に対して

$||x||_{\infty}$ $=$ $\mathrm{f}\mathrm{l}(||x||_{\infty})$ (6)

$|x^{T}||y|$ $\leq$ fi $( \frac{|x^{T}||y|}{1-(n+1)\mathrm{u}})$ (7)

$|x^{T}y|$ $\leq$ $|\mathrm{f}\mathrm{l}(x^{T}y)|+\mathrm{f}1(\overline{\gamma}_{n,2n+2}|x^{T}||y|)$ (8)

が成り立つ. ただし, $m,$ $n\in \mathrm{N}$ に対して $\overline{\gamma}_{m,n}$ を

$\overline{\gamma}_{\acute{m},n}.--\mathrm{f}\mathfrak{i}(\frac{m\mathrm{u}}{1-n\mathrm{u}})$ (9)

と定義する. また, ベクトルと行列の最大値ノルムについては, $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})^{T}$ 及び

$A=(a_{ij})\in \mathrm{F}^{m\mathrm{x}n}$ に対して

$||x||_{\infty}:=1\leq i\leq n\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}|x_{i}|$ , $||A||_{\infty}:=1 \leq i\leq m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\sum_{j=1}^{n}|a_{ij}|$ (10)

である.
$\mathrm{A}1\neg J/\backslash$ダ–7 $\mathrm{I}\supset-$を考慮し.$\tau$も議論は大きくは変わらない.
$2\mathrm{I}\mathrm{E}\mathrm{E}\mathrm{E}754$ 倍精度では, $\mathrm{u}=2^{-53}$ となる.
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3 高精度演算アルゴリズム

本章では, 提案する精度保証法において用いる内積や行列・ベクトル積の高精度演算に
ついて述べる.
まず, 浮動小数点演算の加算及び乗算に対する誤差の計算方法について説明する. これ

らは, 内積計算や行列・ベクトル積を高精度に計算するアルゴリズムの中で用いる. Knuth
は 2 つの浮動小数点数の和 $a+b$ を近似値 $x$ と誤差 $y$ の和 $x+y(x,y\in \mathrm{F})$ に変換するア

ルゴリズムを提案している [7]. このとき, $a+b=x+y$ が厳密に成り立つ. そのアルゴ

リズムを以下に記す. 本報告中のアルゴリズ $\text{ム}$はコード記述の簡略化のために Matlab に

似たコードで記述する.

Algorithm 1(Knuth [7]) $a,$ $b\in \mathrm{F}$ に対して $a+b$ の近似値 $x$ とその誤差 $y(x, y\in \mathrm{F})$

を求めるアルゴリズム.

function $[x, y]=\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}$Sum$(a, b)$

$x=\mathrm{f}\mathrm{l}(a+b)$

$z=\mathrm{f}\mathrm{l}(x-a)$

$y=\mathrm{f}\mathrm{l}((a-(x-z))+(b-z))$

口

次に Dekker による仮数部が $p$ ビットの浮動小数点数 $a$ に対し $s=$ 「$p/2$] とし上位 $s$ ビッ

トに対応する $x$ と下位 $p-s$ ビットに対応する $y(x.y’\in \mathrm{F})$ に誤差なく分解するアルゴリ
ズ $\text{ム}$ [3] を以 -^に記す 3.

Algorithm 2(Dekker [3]) $a\in \mathrm{F}$ に対して, 仮数部が $p$ ビットである浮動小数点を上

位 $s=\lceil p/2\rceil$ ビットに対応する $x$ と下位 $p-s$ ビットに対応する $y(x, y\in \mathrm{F})$ に分解する
アルゴリズム.

function $[x, y]=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}(a)$

$c=\mathrm{f}\mathrm{l}(\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\cdot a)$
$t/_{9}$ factor $=2^{s}+1$

$x=\mathrm{f}\mathrm{l}(c-(c-a))$

$y=\mathrm{f}\mathrm{i}(a-x)$

口

上記アルゴリズムを利用して, Dekker と Veltkamp は 2 つの浮動小数点数の積 $a\cdot b$ を

その近似値 $x$ と誤差 $y(x, y\in \mathrm{F})$ の和に変換するアルゴリズ Aを提案している [3], このと

き, $a$ 適 $=x+y$ が厳密に成り立つ. そのアルゴリズムを以下に記す.

Algorithm 3 (Dekker [3]) $a,$ $b\in \mathrm{F}$ に対し $a\cdot b$ の近似値 $x$ と誤差 $y(x, y\in \mathrm{F})$ を求め
るアルゴリズ\Delta .

3回忌えば, IEEE 754 倍精度の場合, $p=53,$ $s=27$ となる.
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function $[x, y]=\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}(a, b)$

$x=\mathrm{f}\mathrm{l}$($a$ . b)
$[a_{1}, a_{2}]=$ Split(o)
$[b_{1}, b_{2}]=$ Split (b)
$y=\mathrm{f}\mathrm{l}(a_{2}\cdot b_{9}-\sim(((x-a_{1}\cdot b_{1})-a_{2}\cdot b_{1})-a_{1}\cdot b_{2}))$

口

上記アルゴリズ\Deltaを用いて Ogita らはハードウェアでサポートされている通常の浮動小
数点演算, 特に, 加減算及び乗算のみを用いて内積計算を高速かっ高精度に行う手法を提
案している [9]. これは TwoSum や TwoProduct により得られる誤差を計算値に還元してい
く手法であり, 実行レベルでの最適化に優れていることから高速に行えることが示されて
いる. その中で, 提案手法で用いるアルゴリズム $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{t}2\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}$ を以下に記す. $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{t}2\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}$ は, 使

用している精度に対してその倍の精度 (倍精度であれば 4倍精度) で内積を計算し, その計

算値と誤差の.h限を返す関数である.

Algorithm 4(Ogita-RumP-Oishi[9]) $x,$ $y\in \mathrm{F}^{n}$ に対し, 内積 $x^{T}y$ を 2倍の精度で計

算したときの計算値 $res\in \mathrm{F}$ と誤差の上限 $err\in \mathrm{F}$ を求めるアルゴリズム.

function [$res,$ err]=Dot2Err(x, $y$ )

if $2n\mathrm{u}\geq 1$ , error(’inctusion failed’), end
$\lceil p,s]=\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}(x_{1}, y_{1})$

$e=|s|$

for $\mathrm{i}=2$ : $n$

$[h, r]=\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}(x_{i},y_{i})$

$[p, q]=\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{m}(p, h)$

$t=\mathrm{f}\mathrm{l}(q+r)$

$s=\mathrm{f}\mathrm{l}(s+t)$

$e=\mathrm{f}\mathrm{l}(e+|t|)$

end
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}=\mathrm{f}\mathrm{l}$ ($p$ 十 $s$ )

$\delta=\mathrm{f}\mathrm{l}((n\mathrm{u})/(1-2n\mathrm{u}))$

$\alpha=\mathrm{f}\mathrm{l}(\mathrm{u}|res|+\delta e)$

err $=\mathrm{f}\mathrm{l}(\alpha/(1-2\mathrm{u})_{J}^{\backslash }$

口

表 1 は, 各成分が [-1,1] の一様乱数であるベクトル $x,$ $y\in \mathrm{F}^{n}$ に対して $n$ を 10 から

10000 まで変化させて $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{t}2\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}$ を用いたときの, 相対誤差 $err/|res|$ の値である. 数値実

験では Java の strictfp モードで倍精度を使用した.
この結果から, 内積計算における誤差の上限を相対的に非常に小さく計算できることがわ
かる.
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表 1: 乱数ベクトルに対する $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{t}2\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}$ の相対誤差

次に, Algorithm 4 $(\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{t}2\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r})$を行列とベクトルの積に適用できるように拡張し, $A\in$

$\mathrm{F}^{n\mathrm{x}n},$ $x\in \mathrm{F}^{n}$ に対して
$y-r\leq Ax\leq y+r$ (11)

を満たすような $y,$
$r\in \mathrm{F}^{n}$ を求めるアルゴリズ $\text{ム}$を以下に記す. このとき $y,$ $r$ は

$y=\mathrm{f}\mathrm{l}(Ax)$ , |加 $-\mathrm{f}\mathrm{l}(Ax)|\leq r$ (12)

を満たす. ただし, ベクトル $v=(v_{1}, \ldots, v_{n})^{T}$ に対して $|v|$ を $|v|:=(|v_{1}|, \ldots, |v_{n}|)^{T}$ と

定義し, ベクトルにおける不等式は各成分ごとに不等式が成立することを意味する. また,

行列に対しても同様の表記を用いる.

Algorithm 5 $A\in \mathrm{F}^{m\mathrm{x}n},$ $x\in \mathrm{F}^{n}$ に対し $y-r\leq Ax\leq y+r$ を満たす $Ax$ の近似ベク

トル $y$ と誤差ベクトル $r(y, r\in \mathrm{F}^{n})$を求めるアルゴリズム.

function $[y, r]=\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(A, x)$

$[m,n]=\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}(A)$ $\triangleleft/_{0}m$行 $n$ 列

for $\mathrm{i}=1$ : $r\gamma\iota$

$w=A(i,:)$

$\lceil y\llcorner i,ri]=\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{t}2\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(w^{T},x)$

end

目

4 提案手法による精度保証

本章では, Java において連立一次方程式の数値解の精度保証をするために, 丸めモード

の制御なしで行う高速かつ高精度な精度保証法を提案する.

41 従来手法

Ogita らは, 丸めモードの変更なしで連立一次方程式 $Ax=b$ の数値解の精度保証をす
る手法を提案している [10]. この手法は浮動小数点演算の事前誤差評価を用いた手法で,
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誤差の高速な見積もりができることが示されている. 式 (3) から

$||RA-I||_{\infty}\leq\alpha$, $||R(Ax-b)||_{\infty}\leq\beta$

のような $\alpha,$ $\beta$ が得られれぽ

$|| \overline{x}-A^{-1}b||_{\infty}\leq \mathrm{f}\mathrm{l}(\frac{\beta/(1-\alpha)}{1-3\mathrm{u}})$ (13)

によって精度保証をすることができることがわかるので, 以下では $\alpha,$
$\beta$ の計算方法につ

いて考える.
まず, $\alpha$ を求めるアルゴリズムを以下に記す.

Algorithm 6 $\langle$ Ogita-Rump-Oishi [10]) $A\in$ 架 $\rangle<n$ , $R$ を $A$ の近似逆行列としたとき,

$||RA$ -I||。の上限 $\alpha$ を求めるアルゴリズム.

function $\alpha=\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}$.Std(A, $R$ )
$\alpha_{1}=\mathrm{f}\mathrm{l}(||RA-I||_{\infty})$

if $\alpha\geq 1,$ error(’verification failed’), end
$\alpha 2=\mathrm{f}\mathrm{l}(|||R|(|A|e)||_{\infty})$ $\epsilon/_{0}e=(1,1, \ldots, 1)^{T}$

$\gamma=\mathrm{f}\mathrm{l}(((n+1)\mathrm{u})/(1-(3n+3)\mathrm{u}))$

$\alpha=\mathrm{f}\mathrm{l}((\alpha_{1}+\gamma(\alpha_{2}+2))/(1-2\mathrm{u}))$

口

Algorithm 6 による $\alpha^{J}$ の評価は, 基本的に

$\alpha$ $\approx$ $\mathrm{f}\mathrm{l}(||RA-I||_{\infty})+n\mathrm{u}\cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\infty}(A)$

$\leq$ $\mathrm{f}\mathrm{l}(||RA-I||_{\infty})+n^{1.5}\mathrm{u}\cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{2}(A)$ (14)

である. ただし, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{p}(A)$ は行列の条件数であり

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{p}(A):=||A||_{p}\cdot||A||_{p}^{-1}$ , $p=2,$ $\infty$ (15)

によって定義される. -\rightarrow 般的に, 条件数が大きいほど問題の性質は悪条件となる. よって,

このアルゴリズムは
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{2}(A)\leq(n^{1.5}\mathrm{u})^{-1}$ (16)

であるような連立–次方程式 $Ax=b$ に適用可能である. たとえば, IEEE 754 の倍精度
であれば, $n=1000$ のとき $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{2}(A)$ が $(1000^{} \cdot 2^{-53})^{-1}\approx 2.\mathrm{S}\mathrm{x}10^{11}$ 程度までの問題

が, Algorithm 6 を適用可能な限度であることが推定できる. これについては 5 章の数値

実験においても考察する.
次に, $\beta$ を求めるアルゴリズ\Deltaを以下に記す.

Algorithm 7(Ogita-Rump\sim Oishi [10]) $A\in \mathrm{F}^{n\mathrm{x}n},$ $b\in \mathrm{F}^{n}$ , x- を $Ax=b$ の近似解
$R$ を $A$ の近似逆行列としたとき, $||R(A\overline{x}-b)||_{\infty}$ の上限 $\beta_{1}$ を求めるアルゴリズ\Delta .
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function $\beta_{1}=\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}.\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{d}(A, b,\overline{x}, R)$

$\gamma=\mathrm{f}\mathrm{l}(((n+1)\mathrm{u})/(1-(2n-4)\mathrm{u}))$

$r=\mathrm{f}\mathrm{l}(|A\tilde{x}-b|+\gamma(|/A||\overline{x}| +|b|))$

$\beta_{1}=\mathrm{f}\mathrm{l}((|||R|r||_{\infty})/(1-(n+3)\mathrm{u}))$

口

Algorithrn 7 による $\beta$ の評価に関して, $\tilde{x}$ が良い近似解である場合, 残差 $A\tilde{x}-b$ は大き

な桁落ちが起こりやすい計算となり, 3行目

$r=\mathrm{f}\mathrm{i}(|A\overline{x}-b|+\gamma(|A||\overline{x}|+|b|))$

の右辺第 1 項及び第 2 項は

$\mathrm{f}\mathrm{l}(|A\overline{x}-b|)$ $\approx$ $\mathrm{u}|b|$

$\mathrm{f}\mathrm{l}(-/(|A||\overline{x}|+|b|))$ $\approx$ $n\mathrm{u}(|A||\tilde{x}|+|b|)$

となる. つまり, $n$ が大きい場合には, 本来は誤差項であるはずの第 2項が支配的となり,

十分な精度が得られない可能性がある. これは, 事前誤差評価を用いているために避けら
れないものである. また, 4 行目

$\beta_{1}=\mathrm{f}\mathrm{l}((|||R|r||_{\infty})/(1-(n+2)\mathrm{u}))$

では, $||R(A\tilde{x.}-b)||_{\infty}$ の評価を $|||R|r||_{\infty}$ として計算しているため, 結果が過大評価とな

る場合がある.

42 提案手法

本節では高精度内積計算アルゴリズムを用いて従来手法における Algorithm 7 の $\beta_{1}$ の

見積もりを改善し, 過大評価をできるだけ抑制する手法を提案する.
まず, 残差 $A\overline{x}-b$の評価について考える. $A,\hat{A},\tilde{x},\hat{x}$ をそれぞれ

$A=(\begin{array}{lll}a_{11} a_{1n}\vdots \ddots \vdots a_{n1} a_{nn}\end{array})$ , $\hat{A}=(A|b)=(\begin{array}{llll}a_{11} a_{1n} b_{1}\vdots \ddots \vdots \vdots a_{n1} a_{nn} b_{n}\end{array})$

及び
$\overline{x}=(\tilde{x}_{1}, \ldots,\overline{x}_{n})^{T}$ , $\hat{x}=(\overline{x}_{1)}\ldots,\overline{x}_{n}, -1)^{T}$

とすると
$AI-b=\hat{A}\hat{x}$ (17)

となる. 次に, $\hat{A}\hat{x}$ に対して Algorithm 5(MVErr) を適用し

$r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}-r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}.\leq A\overline{x}-b.<-r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}+r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$ (18)
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を満たす $A\overline{x}-b$ の近似ベクトル $r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}$ と誤差ベクトル $r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}.(r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}, r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}\in \mathrm{F}^{n})$ を求める. こ

れを, $A\overline{x}-b$を包み込む中心・半径型の区問ベクトル $\langle r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}, r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}\rangle$ と表現し, $A$ の近似逆

行列 $R\in \mathrm{F}^{n\mathrm{x}n}$ と区間ベクトル $\langle r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}, r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}\rangle$ の積をとると

$t_{1}-t_{2}\leq R(A\tilde{x}-b)\leq t_{1}+t_{2}$ (19)

となることがわかる (たとえば, 文献 [11] を参照). ただし

$t_{1}$ $:=Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}$ , $t_{2}$ $:=|R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$

である. これにより $R(A\overline{x}-b)$ の絶対値について

$|R(A\overline{x}-b)|\leq|Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|+|R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$ (20)

が成立する. 式 (8) の評価を行列とベクトルの積に拡張して $|Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|$ に適用すると

$|Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}1}^{\mathrm{I}}\leq s_{1}.+s_{2}$ (21)

を得る. ただし

$s_{1}:=|\mathrm{f}\mathrm{l}(Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}})|=\mathrm{f}\mathrm{l}(|Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|)$ , $s_{2}:=\mathrm{f}\mathrm{l}(\tilde{\gamma}n,2n+2(|R\mathrm{I}r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|))$

である. 次に式 (7) の評価を行列とベクトルの積に拡張して $|R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$ に適用すると

$|R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}} \leq \mathrm{f}\mathrm{l}(\frac{|R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}}{1-(n+1)\mathrm{u}})=$ . $s_{3}$ (22)

となる, よって, 式 (21), (22) を式 (20) に代入することにより

$|R(A\overline{x}-b)|\leq s_{1}+s_{2}+s_{3}$ (23)

$|R(A\tilde{x}-b)|\leq(1+\mathrm{u})^{2}\mathrm{f}\mathrm{l}(s_{1}+(s_{2}+s_{3}))$ (24)

となる. 最後に, 式 (5), (6) より

$||R(A\tilde{x}-b)||_{\infty}$ $\leq$ $||(1+\mathrm{u})^{2}\mathrm{f}\mathrm{l}(s_{1}+(s_{2}+s_{3}))||_{\infty}$

$\leq$ fl $( \frac{|||s_{1}+(s_{2}+s_{3})||_{\infty}}{1-3\mathrm{u}})=:\beta_{2}$ (25)

が成り立つ.
ここで, この $\beta 2$ の誤差評価方法について考えると

$||s_{1}+s_{2}+s_{3}||\approx||Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}||+n\mathrm{u}|||R||_{7}\cdot \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}|||+|||R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}||$ (26)

であるから
$||r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}||\approx \mathrm{u}||r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}||$ (27)
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であれば, 式 (26) の第 3 項はほとんど無視できて

$||s_{1}+S^{i}?+s_{3}||\approx||Rr_{1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{d}}||+n\mathrm{u}|||R||7_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}^{\cdot}|||$

となる. 通常
$||Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}||\gg n\mathrm{u}|||R||r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|||$

であることが期待できるから, 結局

$||s_{1}+s_{2}+s_{3}||\approx||Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}||$

となる. したがって, Algorithm 5 を用いて式 (27) を満たすように $r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}$ 及び $r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$ を計算

すれば, $\beta_{2}$ がほとんど過大評価のない誤差の上限となることが期待できる,
以上の議論により, 以下の定理を得る.

Theorem 1 $A\in \mathrm{F}^{n\mathrm{x}n},$ $b\in \mathrm{F}^{n}$ , 連立一次方程式 $Ax=b$ の近似解を $\tilde{x}\in \mathrm{F}^{n},$ $R$ を $A$ の

近似逆行列とする. また残差 $A\overline{x}-b$の近似ベクトル $r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}$ , 誤差ベクトル $r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$ は

$r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}-r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}\leq A\overline{x}-b\leq r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}+r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}$

を満たすものとする. このとき

$||R(A \tilde{x}-b)||_{\infty}\leq \mathrm{f}\mathrm{l}(\frac{||s_{1}+(s_{2}+s_{3})||_{\infty}}{1-3\mathrm{u}})$ (28)

が成立する. ただし

81 $:=\mathrm{f}\mathrm{l}(|Rr_{\mathrm{r}\mathrm{r}1\mathrm{i}\mathrm{d}}|)$ , $s_{2}:=\mathrm{f}\mathrm{l}(\overline{\gamma}_{n_{7}2n+2}(|R||r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|))$, $s_{3}:= \mathrm{f}\mathrm{l}(\frac{|R|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}}{1-(n+1)\mathrm{u}})$

である $\square$

Theorem 1 及び Algorithm 5 を用いて IR(Ax\tilde -b)l億 $\leq\beta 2$ を満たす上限 $\beta 2$ を計算す

るアルゴリズ\Deltaを以下に示す.

Algorithm 8 $A\in \mathrm{F}^{n\mathrm{x}n},$ $b\in \mathrm{F}^{n}$ , 連立一次方程式 $Ax=b$ の近似解を $\tilde{x}$ , $R$ を $A$ の近
似逆行列としたとき, $||R(A\overline{x}-b)||_{\infty}\leq\beta_{2}$ を満たす上限 $\beta_{2}$ を計算するアルゴリズム.

function $\beta_{2}=\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}.\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}(A, ;, b, R)$

$[r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}},r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}}]=\mathrm{M}\mathrm{V}\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}([A, b], [\tilde{x};-1])$ $0/_{\alpha}$ \^A=(A|b), $\hat{x}=(\tilde{x}_{1}, \ldots,\overline{x}_{n}, -1)$

$s_{1}=\mathrm{f}\mathrm{l}(|Rr_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|)$

$s_{2}=\mathrm{f}\mathrm{l}(\overline{\gamma}_{n,2n+2}(|R||r_{\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}}|))$

$s_{3}=\mathrm{f}\mathrm{l}((|R,|r_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}})/(1-(n+1)\mathrm{u}))$

$\beta_{2}=\mathrm{f}\mathrm{l}((s_{1}.+(s_{2}+s_{3}))/(1-3\mathrm{u}))$

口

$\alpha$ の評価については従来手法と同様に Algorithm 6 を用い, $\beta=\beta_{2}$ として最終的な数
値解の精度を式 (13) により評価する.
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5 数値実験

計算機上で連立 $-arrow$次方程式を解いたり行列計算をする場合, 高速性や信頼性の点から数

値計算ライブラリを用いることが多い. Java で利用可能な数値計算ライブラリとしては,
たとえば以下のようなものがある.. JLAPACK (B. Blount [2]). JAMA (MathWorks, NIST [8]). JAMPACK ($\mathrm{G}.\mathrm{W}$ . Stewart $\acute{\lfloor}12]$ )

表 2 は上記のライブラリを用いて行列乗算に要した計算時間の比較であり, 表 3 は連立
一次方程式を解いたときの計算時間を比較した結果である. 数値実験に用いた計算機の
CPU は Pentium $\mathrm{I}\mathrm{V}1.7\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ であり, Java のバージョンは $\mathrm{J}2\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{K}1.4.2_{-}06$ である.

表 2: 行列乗算に対する計算時間 (秒) の比較

$n$ JLAPACK JAMA JAMPACK
100 0.02 0.02 0.07
500 1.07 2.32 5.82

1000 8.44 17.9 47.7
2000 66.6 142 383

表 3: 連立一次方程式の求解に対する計算時間 (秒 の比較

$n$ JLAPACK JAMA JAMPACK
100 0.06 0.02 0.31
500 0.81 0.88 2.09

1000 5.71 6.47 12.7
2000 43. 1 49.0 94.1

JAMPACK は行列の要素をすべて複素数として計算するため, 実数のみを扱う場合には

他のライブラリに比べて遅くなる. JLAPACK では行列乗算や連立一次方程式の求点を高
速に行えるが, 逆行列を求める関数などが現段階ではサポートされていない. それに対し,

JAMA は JAMPACK より高速であり, 逆行列を求める関数やノル\Delta の計算なども整備さ
れている. よって, 以下では JAMA を用いる.

次に, 以下に示す 4つの手法による精度保証結果及び計算時間の比較を行う.

手法 AOishi-Rump の手法 [11, Algorithm 3.1, 3.2]

手法 $\mathrm{B}$ Ogita らの手法 [10] (Algorithm 6, 7)

手法 $\mathrm{C}$ 手法 A に Algorithm 5 を適用
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手法 $\mathrm{D}$ 提案手法 (Algorithm 6, 8)

手法 $\mathrm{A},$
$\mathrm{C}$ は有向丸めを用いた精度保証法であるため, JNI を利用して実装した. 手法 $\mathrm{B}$ ,

$\mathrm{D}$ は有向丸めを用いないため, Java のポータビリティを活かせる精度保証法である. 連

立一次方程式の近似解の計算, 近似逆行列及び行列乗算には, 前節で紹介した Java の線

形計算パッケージである JAMAを使用した. 数値実験に用いる計算機の CPU は Pentium

IV $1.7\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ であり, Java のバージョンは $\mathrm{J}2\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{K}1.4.2_{-}06$ である. また実験ではすべて倍

精度を用いた.
まず, $A$ を各要素が [-1,1] の一様乱数である $n\cross n$行列とし, $b=\mathrm{f}\mathrm{l}(A\cdot e)$ とする. た

だし, $e=(1, \ldots, 1)^{T}$ である. このとき, 各手法による精度保証の結果を表 4 に示す. ま

た, 各手法に要した計算時間を表 5 に示す. 参考のために, 表 5 には $\mathrm{L}\mathrm{U}$分解及び近似逆

行列の計算に要した計算時間 ( $\mathrm{L}\mathrm{U}$ , 逆行列) も載せる.

表 4: 各手法による精度保証結果の比較

$n$
$\neq\backslash \not\in$ A $\neq\backslash \grave{(}\not\equiv_{\backslash }$: $\mathrm{B}$ $\neq\backslash ffi\backslash$ $\mathrm{C}$

$\mp\grave{1}\exists_{\backslash }^{\mathrm{I}}$ $\mathrm{D}$

100 1.43e-ll 7.91e-ll 2.28e-l4 2.2Se-l4

500 2.55e-09 1.52e-08 8.75e-l3 8.75e-l3
1000 8.66e-09 5.16e-08 1.90e-l2 1.90e-l2
2000 6.10e-08 3.63e-07 3.95e-l2 3.95e-l2

表 5: 各手法による計算時間 (秒) の比較

表 4 から, 手法 $\mathrm{C},\mathrm{D}$ は手法 $\mathrm{A}_{7}\mathrm{B}$ と比較して誤差の過大評価を抑えることができ, 手法
$\mathrm{D}$ は手法 $\mathrm{C}$ と同等な評価結果を得られたことがわかる. また, 表 5 から, 手法 $\mathrm{D}$ は手法
$\mathrm{A},$ $\mathrm{C}$ より高速であり, 次元数 $n$ が大きい場合には手法 $\mathrm{B}$ とほぼ同等な計算時間で実行で
きることがわかる.
次に, $A$ の条件数 cond2 (A) を 10 から 10 まで変化させた場合について考える. $A$ の

各成分は [-1,1] の乱数であり, $b=\mathrm{f}\mathrm{l}(A\cdot e)$ とする. また, あらかじめ残差反復を用いて
十分に高精度な近似解 $\tilde{x}$が得られているものとする. このときの各手法による精度保証結
果が表 6 である.

表 6 から, 手法 $\mathrm{A},$
$\mathrm{B}$ では解の精度が良くても条件数 $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}_{2}(A)$ が大きいときには精度

保証結果はかなり過大評価となる. これに対し, 手法 $\mathrm{C},$
$\mathrm{D}$ では条件数が悪い場合でも倍

精度のほぼ限界まで精度保証ができている. ただし, 手法 $\mathrm{B},$
$\mathrm{D}$ では $A$ の正則性の検証に
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表 6: 条件数を変えて高精度な解を与えた場合における精度保証結果の比較 $(n=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O})$

cond2 (A) $\neq i\exists \mathrm{i}$ $\mathrm{A}$ $\not\simeq i\yen$ $\mathrm{B}$ $\mp\backslash \not\in$ $\mathrm{C}$ $\neq\grave{1}\not\equiv \mathrm{D}$

$10^{2}$ 1.44e-ll 9.49e-l0 l.lle-16 l.lle,-16

$10^{4}$ 7.19e-l0 4.6Se-08 1.lle-16 l.lle-16
$10^{6}$ 5.52e-08 3.66e-06 l.lle-16 l.lle-16
$10^{8}$ 4.22e-06 2.68e-04 l.lle-16 l.lle-16

$10^{10}$ 3.54e-04 2.45e-02 l.lle-16 1.14e-l6
$10^{12}$ 2.98e-02 – 1.14e-l6 –

-は精度保 $\overline{--}i- E*FR$ $(\alpha\geq 1)$

おいて $||RA$ -1||。を過大評価してしまうために, 手法 $\mathrm{A},$
$\mathrm{C}$ に比べて精度保証が成功す

る範囲が狭くなっている. これは, 式 (16) で示したように, Atgorithm 6 のような事前誤

差評価を用いた場合には避けられないものである.

6 むすび

本報告では, 連立一次方程式に対する Java 向けの精度保証法を提案した. 提案手法を

用いると計算量の少ない部分に高精度なアルゴリズム (Algorithm 5) を用いることにより,

わずかな手間を追加するだけで, Ogita らの手法よりも大幅に精度保証の結果が改善され,

Oishi-Rump の有向丸めを用いた手法に Algorithm 5 を適用した手法と同等な結果を得ら
れた.
提案手法により, Javaのポータビリティを損なうことなく高速かつ高精度な精度保証力 ‘

可能となった. 提案手法を用いると, 異なるプラットフォ $-\text{ム}$にお $\prime I^{\mathrm{a}}$ても同一の結果を得

ることができる.
本報告では, 使用する言語が Java である場合に適した精度保証法を提案した. 本手法

は, Java以外の言語を用いた場合でも実装可能であるが, 丸めモードの変更が可能な場合
は, それを適宜用いたほうが精度保証のアルゴリズ $\text{ム}$は簡潔になる. したがって, 計算す

る環境に適応した精度保証法を用いることが重要である.
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