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1. 動機と背景

岩澤理論において重要な役割を果たす円単数と楕円単数は, 有理数体 $\mathbb{Q}$ のアーベル拡

大において指数関数の, 或いは虚二次体のアーベル拡大において楕円関数の特殊値として
構成される. 近年, これら以外の単数として, 4次の CM 体のアーベル拡大において 2 変
数テータ関数の特殊値としてある種の単数を構成する試みがなされている (cf. $[1],[3],[4]$ ,
$[5],[6],[9])$ .
例えば円単数を構成する典型的な手順は次のようになる. 正整数 $n$ に対し $\zeta_{n}=$

$\exp(2\pi\sqrt{-1}/2^{n})$ とおくと, $\frac{\zeta_{n}-\zeta_{n}^{-1}}{\zeta_{n+1}-\zeta_{n+1}^{-1}}=2\cos\frac{2\pi}{2^{n+1}}$ . 三角関数の倍角の公式より 2 $\cos\frac\overline{2}^{n}2\pi_{1\mathrm{F}}$

は代数的整数であり, $\zeta_{2}-\zeta_{2}^{-1}=2\sqrt{-1}$ であるから, $\mathbb{Q}(\zeta_{n})$ において $\zeta_{n}-\zeta_{n}^{-1}$ の素因子

は 2 の上にある. 従って奇数 Uこ対し $\mathrm{A}\zeta^{\ell-\ell}\frac{\zeta}{\zeta}\ovalbox{\tt\small REJECT}\zeta_{nn}^{-1}-$

$\mathrm{F}\mathrm{h}^{\backslash }\not\in^{\backslash }$数になる. これがいわゆる $\mathrm{P}\exists\backslash \backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$魂で

ある.
本講演では $\mathbb{Q}$ の 4 次巡回拡大体 $k=\mathbb{Q}(\exp(2\pi\sqrt{-1}/5))$ 上のアーベル拡大を考える.

$k$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n}$ の ray class field $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})$ において, 2 変数テータ関数の特殊値として代
数的整数。$n$

を構成し, $\alpha_{n}$ の素因子の振舞を調べる. ここからある種の性質をもつ新し
い単数を構成することが我々の夢である. この夢に興味をもち我々を励まして下さった
J. Coates 先生に感謝いたします.

記号, 通常通り $\mathbb{Z},$ $\mathbb{Q},$ $\mathbb{R},$
$\mathbb{C}$ で有理整数環, 有理数体, 実数体, 複素数体を表す. $\mathbb{Z}^{n},$ $\mathbb{Q}^{n}$

等は $n$ 次元列ベクトルの全体とする. 単位元をもつ可換環 $\mathrm{Y}$ に対し, $Y$ }( は可逆元全

体を表す. 行列 $\alpha$ の転置は ${}^{t}\alpha$ とかく. $\langle g_{1}, g_{2}, \cdots, g_{r}\rangle$ は群 $G$ の元 $g_{1},$ $g_{2},$ $\cdots,$ $g_{r}$ が

生成する部分群を表す 体の拡大 $K/F$ において $(K:F)$ で拡大次数を表し, $K/F$ がか

ロア拡大であれば $G(K/F)$ でガロア群を表す. また代数体 $F$ に対し $O_{F}$ で $F$ の整数

環を表す. 最後に $\zeta=\exp(2\pi\sqrt{-1}/5)$ を固定し, $k=\mathbb{Q}(\zeta)$ とおく. $k$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n}$ の ray
class field を $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})$ で表す.
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2. 定理

2 次の複素対称行列で虚数部分が正定値であるもの全体をあ 2 で表す. $u\in \mathbb{C}^{2},$ $\tau\in \mathfrak{g}_{2}$ ,
$r\in \mathbb{R}^{2},$ $s\in \mathbb{R}^{2}$ に対し, 通常通り

$\ominus(u,\tau:r, s)=\sum e(\frac{1}{2}{}^{t}(x+r)\tau(x+r)+{}^{t}(x+r)(u+s))$

$oe\in \mathbb{Z}^{2}$

でテータ関数を定義する. $e(\xi)=e^{2\pi\sqrt{-1}\xi}$ である. 更に

$\Phi(\tau;r, s):=\frac{2\ominus(0,\tau.\cdot r,s)}{\ominus(0,\tau.0,0)}$

.

とおく.

さて $\mathbb{C}$ 上 $\text{定}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ された曲線 $C$ : $y^{2}=x^{5}-1$ の第– 微分の基底として $\mu_{1}=\frac{dx}{2y}$

$\mu_{2}=\frac{x}{2y}dx$ をとり, $H_{1}(C, \mathbb{Z})$ のシンプレクテイック基底 { $A_{1}$ , A2, $B_{1},$ $B_{2}$ } で交叉数が

$A_{1}\cdot A_{2}=B_{1}\cdot B_{2}=0,$ $A_{i}\cdot B_{j}=\delta_{ij}$ をみたすものを選ぶ. この時, 周期行列 $\omega,$
$\omega’$ およ

び $\tau_{0}$ が

$\omega=(\begin{array}{ll}\omega_{11} \omega_{12}\omega_{21} \omega_{22}\end{array})$ , $\omega’=(\begin{array}{ll}\omega_{1\mathrm{l}}’ \omega_{12}’\omega_{2\mathrm{l}}’ \omega_{22}’\end{array})$ , $\tau_{0}=\omega^{-1}\omega’$ (1)

$\omega_{ij}=\int_{A_{j}}\mu_{i}$ , $\omega_{ij}’=\int_{B_{j}}\mu_{i}(i,j=1,2)$

で定義される. 簡単な計算により $\det\omega\neq 0,$ $\tau_{0}\in fl_{2}$ となる. 次に $C$ の第二種微分 $l/_{1}=$

$\frac{3x^{3}}{2y}dx,$ $\nu_{2}=\frac{x^{2}}{2y}dx$ を用いて $\mathrm{E}\sqrt[\backslash ^{\backslash }]{}\mathrm{H}-\ovalbox{\tt\small REJECT}\eta_{ij}=\int_{A_{j}}l/_{\mathrm{i}}(i,j=1,2)$ を定め $\eta=(\begin{array}{l}\eta_{11}\eta_{12}\eta_{21}\eta_{22}\end{array})$

とおく.
この時 2 変数 $\sigma$-関数 $\sigma(u)$ が

$\sigma(u)=\mathrm{e}^{-\frac{1}{2}u_{7}\omega^{-1}u}\ominus(\omega^{-1}u, \tau_{0} :c (\begin{array}{l}1/2\mathrm{l}/2\end{array}), (\begin{array}{l}11/2\end{array}))(u\in \mathbb{C}^{2})$

$-\zeta^{\backslash }\backslash \mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$される (cf. [8]). $\sigma(u)$ は $\mathbb{C}^{2}$ 上の解析関数である.

$- \frac{\partial}{\partial u_{i}}\frac{\partial}{\partial u_{j}}$ . . . $\frac{\partial}{\partial u_{k}}\log\sigma(u)$ を $\wp_{ij\cdots k}(u)$ で表す 2 $(\begin{array}{l}r_{1}s_{1}\end{array})\in \mathbb{Z}^{4},$ $(\begin{array}{l}r_{1}s_{1}\end{array})\not\in \mathbb{Z}^{4},{}^{t}((\begin{array}{l}1/21/2\end{array})+$

$r_{1})( (\begin{array}{l}11/2\end{array})+s_{1})\in\frac{1}{2}\mathbb{Z}$ をみたす $r_{1},$
$s_{1}\in \mathbb{Q}^{2}\text{を_{}\grave{\mathrm{J}}}\ovalbox{\tt\small REJECT} b^{\grave{\backslash }},$

$r_{n},$
$s_{n}\in \mathbb{Q}^{2}$ を $(\begin{array}{l}r_{n}s_{n}\end{array})=\frac{1}{2}(\begin{array}{l}r_{n-1}s_{n-1}\end{array})(n\geq$

2) で帰納的に $\text{定}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{す}$る. $r_{n},$ $s_{n}$ は $2^{n}(\begin{array}{l}r_{n}s_{n}\end{array})\in \mathbb{Z}^{4},2^{n-1}(\begin{array}{l}r_{n}s_{n}\end{array})\not\in \mathbb{Z}^{4}(n\geq 1)$ をみたしてい

る. この $r_{n},$ $s_{n}$ を用いて

$\alpha_{n}=\Phi(\tau_{0;}(\begin{array}{l}1/21/2\end{array})+r_{n}, (\begin{array}{l}\mathrm{l}1/2\end{array})+s_{n})^{2^{n+1}}$ , $u_{n}=\omega’r_{n}+\omega s_{n}$ (2)

で $\alpha_{n}$ と $u_{n}$ を定義する. $\alpha_{n}$ は $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})$ に含まれる代数的整数である (cf. [10]).
我々が得た結果は次の定理にまとめられる.

定理 2.1. $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})=k(\wp_{11}(u_{n}), \wp_{12}(u_{n}),$ $\wp_{22}(u_{n}))$ $(n\geq 1)$ .
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定理 22. $\mathfrak{p}_{n}$ を $\wp_{11}(u_{n}),$ $\wp_{12}(u_{n}),$ $\wp_{22}(u_{n})$ のいずれかの分母を割る $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})$ の素イ
デアルとする. $\mathfrak{p}_{n}$ が 10 と素であれば $\mathrm{p}=\mathfrak{p}_{n}\cap k$ は $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})/k$ で完全分解する.

定理 23. $\mathrm{p}_{n}$ を $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})$ の素イデアルで $\alpha_{n}$ を割るが $\alpha_{n-1}$ を割らないものとする.
$\mathfrak{p}_{n}$ が 10 と素であれば $\mathfrak{p}=\mathfrak{p}_{n}\cap k$ は $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})/k$ で完全分解する.

3. 定理 2.1 の証明

証明の概略を説明しよう. $C,$ $\omega,$
$\omega’$ を \S 2 の通りとし, $J$ を $C$ のヤコビ多様体とする.

$\omega$ と $\omega’$ の列べクトルで生成される $\mathbb{C}^{2}$ の格子を $L$ とすると

$C^{(2)} \ni(F_{1}P_{2})\wedge’\mapsto\int_{\infty}^{P_{1}}+\int_{\infty}^{P_{2}}(\mu_{1}, \mu_{2})$ modulo $L$

により $J$ は $\mathbb{C}^{2}/L$ と同一視できる. $\wp(u)=\wp_{11}(u)\wp_{22}(u)-\wp_{12}(u)^{2}$ とおく. すると

$\mathbb{C}^{2}\ni u\mapsto(\sigma^{3}(u), \sigma^{3}(u)\wp_{11}(u),$ $\sigma^{3}(u)\wp 12(u),$ $\sigma^{3}(u)\wp 22(u),$ $\sigma^{3}(u)\wp 111(u)$ ,
$\sigma^{3}(u)\wp_{112}(u),$ $\sigma^{3}(u)\wp_{122}(u),$ $\sigma^{3}(u)\wp_{222}(u),$ $\sigma^{3}(u)\wp(u))$ (3)

により, $J$ は $\mathrm{P}^{8}(\mathbb{C})$ に埋め込まれる (cf. [11, p.105]). $G(k/\mathbb{Q})$ の生成元 $g$ を $\zeta^{\mathit{9}}=\zeta^{2}$ で定
める. $J$ はタイプ $(k;1,g)$ のアーベル多様体であり, $(k;1, g)$ の reflex はタイプ $(k;1,g^{3})$

である. 我々は $\sigma(u)\neq 0$ の場合を扱うので, 次の関係式が成り立つ (cf. [8, Theorems
25and 211]).

$\wp_{111}(u)^{2}=4\wp_{11}(u)^{3}-4\wp_{12}(u)^{2}+16\wp_{11}(u)\wp_{22}(u)$ , (4)
$\wp_{112}(u)^{2}=4\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)^{2}-4\wp_{22}(u)^{2}$, (5)
$\wp_{122}(u)^{2}=-4-4\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)-\mathrm{T}^{\mathrm{t}_{-}}4\wp_{12}(u)^{2}\wp_{22}(u)$, (6)
$\wp_{222}(u)^{2}=4\wp_{11}(u)+4\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)+4\wp_{22}(u)^{3}$ , (7)

$\wp_{122}(u)\wp_{222}(u)=-2\wp(u)+4\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)^{2}$, (8)
$\wp_{112}(u)=\wp_{222}(u)\wp_{12}(u)-\wp_{122}(u)\wp_{22}(u)$ , (9)
$\wp_{111}(u)=2\wp_{22}(u)\wp_{112}(u)-\wp_{12}(u)\wp_{122}(u)-\wp_{11}(u)\wp_{222}(u)$, (10)

$\wp_{111}(u)\wp_{222}(u)=\wp_{112}(u)\wp_{122}(u)+4\wp(u)\wp_{12}(u)-4\wp_{11}(u)^{2}+4\wp_{22}(u)$, (11)

$\{\wp_{22}(u)^{2}+4\wp_{12}(u)\}\wp_{11}(u)^{2}+\{4-2\wp 12(u)^{2}\wp 22(u)\}\wp_{11(u)}$

(12)
$+4\wp_{22}(u)^{3}+\wp_{12}(u)^{4}+4\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)=0$ .

また $\iota$ を偏極アーベル多様体 $J=\mathbb{C}^{2}/L$ の自己同型とすれば

$\wp_{\mu\nu}(u^{\iota})^{5}=\wp_{\mu\nu}(u)^{5}$ , $\wp_{\lambda\mu\iota\prime}(u^{b})^{10}=\wp_{\lambda\mu\nu}(u)^{10}$ $(\lambda, \mu, \nu=1,2)$ . (13)

$J_{2^{n}}=\{x\in J|2^{n}x=0\}$ とお $\text{く}$ . [14, Proposition 20 in 7.5] 及び (8),(9) $,(10)$ より

$k(J_{2^{n}})=k(\wp_{11}(u_{n}), \wp_{12}(u_{n}),$ $\wp_{22}(u_{n}),$ $\wp_{222}(u_{n}))$ (14)

であり, [14, Theorem 2in 163] と (13) に注意すれば

$k(J_{2^{n}})\supset k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})\supset k(\wp_{11}(u_{n})^{5}, \wp_{12}(u_{n})^{5},$ $\wp_{22}(u_{n})^{5},$ $\wp_{222}(u_{n})^{10})$ (15)

を得る. 次の命題が定理 21 の証明の要となる.
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命題 3.1. $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)=k(\wp_{11}(u_{2}), \wp_{12}(u_{2}),$ $\wp_{22}(u_{2}))$ であり, $k(J_{4})$ は 2 と 5 の外で不分
岐な $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ の 2 次拡大である. 更に $k$ の素イデアル $(1-\zeta)$ の $k(J_{4})$ における分岐

指数は 2 である.

Proof. $k$ の類数は 1 であることに注意する. $\wp_{\dot{\mathrm{z}}j}$
の 2 倍角の公式は次のようになる (cf.

[2] $)$ :

$\wp_{11}(2u)=\frac{H_{11}(u)}{4\delta(u)},$ $\wp_{12}(2u)=\frac{H_{12}(u)}{4\delta(u)},$ $\wp_{22}(2u)=\frac{H_{22}(u)}{4\delta(u)}$ , (16)

ここで

$\delta(u)=-16\wp_{12}(u)^{2}-8\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)^{3}-4\wp_{12}(u)\wp_{11}(u)^{2}\wp_{22}(u)$

$-24\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)^{2}-2\wp 12(u)^{4}\wp_{22}(u)+4\wp_{12}(u)^{2}\wp_{22(u)^{2}\wp_{11}(u)}$

$-12\wp_{22}(u)^{4}+4\wp_{11}(u)^{3}+24\wp_{11}(u)\wp_{22}(u)-2\wp_{11}(u)^{2}\wp_{22(u)^{3}}$ , (17)

$H_{11}(u)=48\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)^{4}\wp_{22}(u)-16\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)^{2}$

$-20\wp_{12}(u)^{2}\wp_{22}(u)^{2}\wp_{11(u)^{2}+32\wp_{12(u)\wp_{11(u)^{3}\wp_{22(u)+4\wp_{11}(u)^{4}}}}}$

$-48\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)^{2}-128\wp_{12}(u)+64\wp_{22}(u)^{2}+16\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)^{5}$

$-80\wp_{11}(u)^{2}\wp_{12}(u)^{3}+32\wp_{11}(u)\wp_{22}(u)^{4}+8\wp_{11}(u)^{3}\wp_{22}(u)^{3}$

$-112\wp_{12}(u)^{3}\wp_{22}(u)-64\wp_{12}(u)^{2}\wp_{22}(u)^{3}+4\wp 12(u)^{5}\wp_{22}(u)^{2}$

$-8\wp_{12}(u)^{3}\wp_{22}(u)^{3}\wp_{11}(u)-20\wp_{12}(u)^{6}+4\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)^{4}\wp_{11}(u)^{2}$ ,
$H_{12}(u)=192\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)+128\wp_{22}(u)+64\wp_{12}(u)^{3}+64\wp_{11}(u)^{2}$

$+28\wp 11(u)\wp_{12}(u)^{4}+32\wp_{12}(u)^{2}\wp 22(u)^{2}-4\wp_{12}(u)^{5}\wp_{22}(u)$

$+128\wp_{12}(u)\wp_{11}(u)^{3}+80\wp_{11}(u)\wp_{22}(u)^{3}+28\wp_{11}(u)^{3}\wp_{22}(u)^{2}$

$-72\wp_{12}(u)^{2}\wp_{11}(u)^{2}\wp_{22}(u)+8\wp_{12}(u)^{3}\wp_{22}(u)^{2}\wp_{11}(u)$

$-4\wp 12(u)\wp_{11}(u)^{2}\wp_{22}(u)^{3}-16\wp_{12}(u)\wp_{22}(u)^{4}$,
$H_{22}(u)=64-32\wp_{11}(u)\wp_{22}(u)^{2}+80\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)+16\wp_{12}(u)^{2}\wp_{22}(u)$

$+36\wp_{12}(u)\wp_{11}(u)^{2}\wp_{22}(u)^{2}-72\wp_{22}(u)\wp_{11}(u)\wp_{12}(u)^{3}+176\wp 12(u)\wp_{22}(u)^{3}$

$+16\wp_{22}(u)\wp_{11}(u)^{3}+160\wp_{11}(u)^{2}\wp_{12}(u)^{2}+36\wp_{12}(u)^{5}$ .

$x_{n}=\wp_{11}(u_{n}),$ $y_{n}=\wp_{12}(u_{n}),$ $z_{n}=\wp_{22}(u_{n})$ とおく. $\nu_{1}\not\equiv\nu_{2}$ (mod 5) をみたす適当な
$I\prime_{1},$

$\nu_{2}\in \mathbb{Z}$ に対し $x_{1}=\zeta^{2(\nu_{1}+\nu_{2})}(\zeta^{2\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}+\zeta^{2I/_{2}})^{2},$ $y_{1}=-\zeta^{\nu_{1}+\iota/_{2}},$ $z_{1}=\zeta^{\iota/_{1}}+\zeta^{V2}$

となることが知られているので (cf. [8, p.99], [12, 3.86]), (16) より $x_{2},$ $y_{2},$ $z_{2}$ に関する
3 つの関係式

$4x_{2}^{4}+\{32y_{2}z_{2}+8z_{2}^{3}-16\zeta^{2\langle\nu_{1}+\nu_{2})}(\zeta^{2\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}+\zeta^{2\nu_{2}})^{2}\}x_{2}^{3}$

$+\{4y_{2}z_{2}^{4}-20y_{2}^{2}z_{2}^{2}-80y_{2}^{3}+\zeta^{2(\nu_{1}+\nu_{2})}(16y_{2}z_{2}+8z_{2}^{3})(\zeta^{2\nu_{1}}+\zeta^{1^{l}1}+\nu_{2}+\zeta^{2\nu_{2}})^{2}\}x_{2}^{2}$

$+\{48y_{2}^{4}z_{2}-8y_{2}^{3}z_{2}^{3}+32z_{2}^{4}-48y_{2}^{2}-16y_{2}z_{2}^{2}$

$+\zeta^{2(\iota_{1}+\nu_{2})}’(32y_{2}^{3}-16y_{2}^{2}z_{2}^{2}-96z_{2})(\zeta^{2\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}+\zeta^{2\nu_{2}})^{2}\}x_{2}$ (18)
$+\{64z_{2}^{2}-20y_{2}^{6}-112y_{2}^{3}z_{2}+16y_{2}z_{2}^{5}+4y_{2}^{5}z_{2}^{2}-64y_{2}^{2}z_{2}^{3}-128y_{2}$

$+\zeta^{2(\nu_{1}+\nu_{2})}(8y_{2}^{4}z_{2}+48z_{2}^{4}+96y_{2}z_{2}^{2}+64y_{2}^{2})(\zeta^{2\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}+\zeta^{2\nu_{2}})^{2}\}=0$ ,
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$\{128y_{2}+28z_{2}^{2}+16\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}\}x_{2}^{3}+\{64-72y_{2}^{2}z_{2}-4y_{2}\ell_{A}z_{2}^{3}-\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}(8z_{2}^{3}+16y_{2}z_{2})\}x_{2}^{2}$

$+\{192y_{2}z_{2}+80z_{2}^{3}+28y_{2}^{4}+8y_{2}^{3}z_{2}^{2}+\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}(16y_{2}^{2}z_{2}^{2}-32y_{2}^{3}+96z_{2})\}x_{2}$

$+\{128z_{2}+64y_{2}^{3}+32y_{2}^{2}z_{2}^{2}-4y_{2}^{6}z_{2}-16y_{2}z_{2}^{4}$ (19)
$-\zeta^{\nu_{1}+\nu_{2}}(8y_{2}^{4}z_{2}+48z_{2}^{4}+96y_{2}z_{2}^{2}+64y_{2}^{2})\}=0$ ,

$16\{z_{2}-(\zeta^{\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{2}})\}x_{2}^{3}+\{160y_{2}^{2}+36y_{2}z_{2}^{2}+(\zeta^{\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{2}})(8z_{2}^{3}+16y_{2}z_{2})\}x_{2}^{2}$

$+\{(80y_{2}-32z_{2}^{2}-72y_{2}^{3}z_{2}+(\zeta^{\nu_{1}}+\zeta^{V}2))(-96z_{2}+32y_{2}^{3}-16y_{2}^{2}z_{2}^{2})\}x_{2}$ (20)

$+176y_{2}z_{2}^{3}+36y_{2}^{5}+(\zeta^{\nu_{1}}+\zeta^{\nu_{2}})(64y_{2}^{2}+96y_{2}z_{2}^{2}+48z_{2}^{4}+8y_{2}^{4}z_{2})=0$ ,

が得られ, 更に (12) より
$(z_{2}^{2}+4y_{2})x_{2}^{2}+(4-2y_{2}^{2}z_{2})x_{2}+y_{2}^{4}+4y_{2}z_{2}+4z_{2}^{3}=0$ (21)

を得る.
この 4 つの関係式から $x_{2},$ $y_{2},$ $z_{2}$ を根にもつ $k$ 係数の多項式が得られるのであるが,

それには今のところ計算機の助けが必要である. まず (18), (19), (20), (21) を $x_{2}$ の多
項式とみて終結式を計算すると $y_{2},$ $z_{2}$ に関する 6 個の多項式が得られる. これらを $y_{2}$

の多項式とみて再び終結式を計算すると $z_{2}$ を根にもつ 15 個の多項式が得られる. この

15 個の多項式の最大公約数をとることにより, 最終的に $z_{2}$ を根にもつ 4 次既約多項式
が得られる. 従って $k(z_{2})$ は $k$ 上の 4 次拡大となるが, $J$ は $O_{k}$ による虚数乗法をもつ
からアーベル拡大になる. 同様に $k(x_{2})$ と $k(y_{2})$ も $k$ の 4 次アーベル拡大であること
がわかる. 従って $(k(x_{2}, y_{2}, z_{2}) : k)$ は 2 巾であり, (15) より $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)\supset k(x_{2}, y_{2}, z_{2})$ .
$J/k$ は $(1 -\zeta)$ において bad reduction をもつから $(1-\zeta)$ は $k(J_{4})/k$ で分岐し (cf.
[13] $)$ , $(k(J_{4}) : k(x_{2}, y_{2}, z_{2}))=(k(J_{4}) : k.(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4))=2$ となる. よって (7), (14) より
$k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)=k(x_{2}, y_{2}, z_{2})$ を得る. $\square$

これを使うと定理 21 は次のようにして証明される.
$k(J_{2^{n}})/k$ は 2 と $1-\zeta$ の外で不分岐なアーベル拡大であり, 命題 3.1 と [13, Corollary

2to Theorem 2] より 2 の分岐指数は 2 である. (1– $()$ の $k(J_{2^{n}})/k$ における惰性体は
適当な $m$ に対して $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{m})$ に含まれるから, $(k(J_{2^{n}}) : k)$ は 2 巾であり, (15) より

$k(J_{2^{n}})=k\acute{(}x_{n},$ $y_{n},$ $z_{n},$
$\wp_{222}(u_{n}))\supset k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})\supset k(x_{n}, y_{n}, z_{n})$

を得る. $(k(J_{2^{n}}) : k(x_{n}, y_{n}, z_{n}))=(k(J_{2^{n}}) : k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n}))=2$ だから $k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n})=$

$k(x_{n}, y_{n}, z_{n})$ である.

4. ノルム計算

定理 21 より定理 22 が得られ, 定理 22 より定理 23 が得られるのであるが, 証明は

やや繁雑であるので投稿中の論文を見て頂きたい. ここでは定理 23 の実例を紹介する.
$k_{n}=k(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{n}),$ $a_{n}=N_{k_{n}/\mathbb{Q}}(\alpha_{n})$ とお $\text{く}$ . $\alpha_{n}$ は代数的整数だから $a_{n}$ は有理整数で

ある. 従って $\alpha_{n}$ の共役を適当な精度で近似計算し $a_{n}$ の近似値を求めれば $a_{n}$ の正確な

値がわかる. $\alpha_{n}$ の $k$ 上の共役は志村の相互律よりわかるので

$\beta_{n}$ $=$
$N_{k_{n}/\mathbb{Q}(\sqrt{5})}(\alpha_{n})=|N_{k_{n}/k}(\alpha_{n})|^{2}$

は任意の精度で計算できる. 従って $\alpha_{n}^{g}$ がわかれば

$\beta_{n}’$ $=$
$N_{k_{n}7\mathbb{Q}(\sqrt{5})}(\alpha_{n}^{g})=|N_{k_{n}/k}(\alpha_{n}^{g})|^{2}$ (22)



$\mathrm{G}$

を求め, $N_{k,\mathit{7}\mathbb{Q}}(\alpha_{n})=\beta_{n}\beta_{n}’$ とすればよいのだが, $\alpha_{n}^{g}$ を記述する理論は今のところ知ら

れていない. しかし適当な $r_{n}’,$ $s_{n}’ \in\frac{1}{2^{n}}\mathbb{Z}^{2}$ および適当な 1 の根 $\rho$ に対し

$\alpha_{n}^{g}=\Phi(\tau_{0}; r_{n}’, s_{n}’)^{2^{n+1}}p$

となることは分かっているので, (22) を $r_{n}’,$ $s_{?1}’$ の全ての組合せについて計算し, $\beta_{1}\beta_{n}’$ が

有理整数に近くなればそれが $a_{n}$ の候補である. ただ大抵の場合候補が複数個現れ $a_{n}$ を

特定することはできない. そこで $\beta_{n}\beta_{n}’,$ $\beta_{n}+\beta_{n}’$ が共に有理整数に近くなるものを捜す.
これまでこの種の計算を多数行ってきたが (cf. [5], [6]), こうすればいずれの場合も候補
は唯一つになり a。を決定することができた.

$[k_{n} : \mathbb{Q}]=2^{3n-2}(n\geq 2)$ であるから $a_{n}(n\leq 4)$ の計算に困難はない. しかし $a_{5}$ に

ついては調べるべき $\alpha_{5}^{g}$ の可能性が多くまともにやると時間がかかりすぎる. そこで異な
る $r_{1},$ $s_{1}$ に対する $\alpha_{5}$ の近似値が十分な精度で (e.g. 100 桁) 一致すれば厳密に一致する
と仮定して計算量を減らす必要があった. この仮定は $n\leq 4$ に対しては正しいことが示
されるので, $n=5$ の時も成り立っていると期待される.

$a_{n}$ に現れる素因子の分布を紹介しよう. まず $n=2$ の時は \S 2 の条件をみたす全ての
$r_{1},$ $S1$ に対し $a_{2}=2^{64}$ であった. $a_{3}$ に現れる素因子は 2, 3, 79 である. $a_{4}$ および $a_{5}$ に

現れる 2 以外の素因子を Tabll 1 と Table2 に示す. 定理 23 より, これらの素数の上
にある $k$ の素イデアルは $k_{n}$ で完全分解する.
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