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The existence of zeros of monotone operators
concerning optimization problems

(最適化問題に関連する単調作用素の零点の存在について)
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1 はじめに

$E$ を Banach 空間、 $f,$ $g_{i}$
$(\mathrm{i}=1, . . . , m)$ : $Earrow \mathbb{R}$ を連続凸関数とする。 こ

こで、 次の凸計画問題を考える。

目的関数 : $f(x)$ $arrow$ 最小 (1.1)

制約条件 : $g_{i}(x)\leq 0(\mathrm{i}=1, \ldots m)7^{\cdot}$

凸計画問題 (1.1) に対して、

$C=\{x\in E : g_{i}(x)\leq 0(\mathrm{i}=1, \ldots, m)\}$

を実行可能集合、 その元を実行可能解と呼ぶ。 実行可能集合の中で目的関数

が最小となるような元を凸計画問題 (1.1) の最適解という。

凸計画問題 (1. 1) に対して Martinez-Svaiter [7] は、 approximate gradient

projection condition という条件が、最適解を得るための十分条件になること
を示している。また、Yokoyama-Shiraishi [14] は、 Slater の制約想定を仮定
せず、新たな条件を仮定して \epsilon \epsilon 近似解を得るための Karush-Kuhn-Tucker タ
イプの条件を示している。 最適性条件に関する参考文献としては、福島 [2],

川崎 [6], 田中 [13] が挙げられる。
一方、 凸最小化問題に対する解を求める近似法として近接点法が知られて

いる。 $H$ を Hilbert 空間、 $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関数、
$r_{n}>0$ とする。 近接点法とは初期点 $x_{0}=x\in H$ をとり、

$x_{n+1}= \arg\min_{y\in H}\{f(y)+\frac{1}{2r_{n}}||y-x_{n}||^{2}\}(n=0, 1, \ldots)$
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による点夕 $1$」 $\{x_{n}\}$ で $f(u)= \arg\min_{x\in H}f(x)$ となる元 $u$ を求める方法である.

このとき、 $x\in H$ に対して、

$\partial f(x)=$ { $z\in H$ : $f(y)\geq\langle y-x,$ $z\rangle$ 十 $f(x)$ $(\forall y\in H)$ }

を対応させる $H$ から $H$ への集合値写像 $\partial f$ を $f$ の劣微分という。匁は単調
作用素になることが知られている。 これは、任意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in G(\partial f)$

に対して、
$\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$

が成り立つときをいう。 ただし、 $G(\partial f)$ とは、 写像 $\partial f$ のグラフで $G(\partial f)=$

$\{(x, x^{*}) : x^{*}\in\partial f(x)\}$ である。 さらに、 $\partial f$ は極大単調作用素である。 す

なわち、 $\partial f$ のグラフを真に含むような単調作用素は存在しない。 このとき、

$f(u)= \min_{x\in H}f(x)$ であることは、 $\mathrm{O}\in\partial f(u)$ であることと同値になる。 こ

のことから、 凸最小化問題は、極大単調作用素 $T$ に対して、

$\mathrm{O}\in Tu$ (1.2)

を満たす点 $u$ を求める問題に帰着できる。 (L2) を満たす元 $u\in H$ を、 $T$ の

零点といい、 $T$ の零点の集合を $T^{-1}0$ と表す。

近接点法はこれまで多くの研究者によって研究されてきた $[3, 4, 5, 10, 11]_{0}$

1976 年、 Rockafellar[10] は近接点法を用いて極大単調作用素に対する次の

存在定理を証明した。

定理 1.1(Rockafellar [10]) $H$ を Hilbert 空間, $T$ : $Harrow 2^{H}$ を極大単調作用

素とする。 点画 $\{x_{n}\}$ を次のように定義する。 $x_{0}=x\in H$ とし、

$x_{n+1}=J_{r_{n}}x_{n}(n=0,1, \ldots)$

とする。 ここで、み, $=(I+r_{n}T)^{-1},$ $\{r_{n}\}\subseteq(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を

満たす。 このとき、 $T$ が零点を持つための必要十分条件は、点列 $\{x_{n}\}$ が有界

となることである。

本研究では、Banach 空間における極大単調作用素の零点の存在について研
究する。 最近、 上村-高阪高橋 [5] によって Banach 空間における近接点法が

考案されており、 その近接点法を用いて零点の存在定理を証明する。 その応

用として、 凸計画問題の最適解が存在するための必要十分条件を議論する。

2 準備

$E$ を Banach空間とし、 $E^{*}$ をその共役空聞とする。$x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$

の値を $\langle x, x^{*}\rangle$ と表す。 $E$ が狭義凸であるとは, $||x||=||y||=1$ で $x\neq y$ な
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らば $|| \frac{x+y}{2}||$ く 1 が成り立つことをいう. また、 $E$. のノルムが滑らかであると

は, 任意の $x,$ $y\in U=\{x\in E : ||x||=1\}$ に対して,

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x}{t}\underline{||}$

が存在することをいう. $E$ の元 $x$ に対して, $E$ から $2^{E^{*}}$ への集合値写像 $J$ が

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*}$ : $\{x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$

で定義されるが, この $J$ を $E$ 上の双対写像という.

集合値写像 $T$ : $Earrow 2^{E^{*}}$ が単調であるとは、任意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in G(T)$

に対して、
$\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$

が成り立つときをいう。 また、 $T$ が極大単調であるとは、 $T$ のグラフを真に

含むような単調作用素は存在しない。
$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間、 $T:Earrow 2^{E^{*}}$ を極大単調作用

素、 $r>0$ とする。 任意の $x\in E$ に対して、

$Q_{r}x=\{z\in E:Jx\in Jz+rTz\}$ (2.1)

とすると、 $Q_{r}$ は $E$ から $D(T)$ への一価写像となる $([5, 11])_{\text{。}}$ この $Q_{r}$ を $T$

のりゾルベントという。 $Q_{r}$ の定義より $Q_{r}=(J+rT)^{-1}J$ であり、 任意の

$x\in E$ に対して
$\frac{Jx-JQ_{r}x}{r}\in TQ_{r}x$ (2.2)

が成り立つ。 関数 $\phi$ : $E\mathrm{x}Earrow[0, \infty)$ を

$\phi(x, y)=||x||^{2}-2\langle x, Jy\rangle+||y||^{2}(\forall x, y\in E)$

によって定義する. 関数 $\phi$ は次の性質を持っている。

補助定理 2.1 $E$ を滑らかな Banach 空間とする。任意の $a,$ $b,$ $c\in E$ に対して

$2\langle c-a$ , Jb-Ja) $=\phi(c, a)+\phi(a, b)-\phi(c, b)$

が成り立つ。

3 存在定理

この節では, 極大単調作用素の零点が存在するための必要十分条件につい
て議論する.
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定理 3.1 $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間とし、 $T:Earrow 2^{E^{*}}$ を極

大単調作用素とする。 点列 $\{x_{n}\}$ を次のように定義する。 $x_{0}=x\in E$ とし、

$x_{n+1}=Q_{r_{n}}x_{n}(n=0,1, \ldots)$

とする。 ここで、 $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は Jim $\inf_{narrow\varpi}r_{n}>0$ を満たす。 このとき、

$T$ が零点を持っための必要十分条件は、点列 $\{x_{n}\}$ が有界となることである。

証明 必要条件であることは、上村-高阪高橋 [5] によって証明されてい

る。 十分条件であることを示す。 $(u, v)\in G(T)$ とする。 補助定理 2.1 におい

て $a=x_{k+1\text{、}}b=x_{k\backslash }c=u$ とおくと

$2r_{k}\langle u-x_{k+1}, (Jx_{k}-Jx_{k+1}\mathrm{I}/rk\rangle=2\{u-x_{k+1,k}Jx-Jx_{k+1}\rangle$

$=\phi(u, x_{k+1})+\phi(x_{k+1}, x_{k})-\phi(u, x_{k})$ .
(3.1)

(2.2) と $T$ の単調性より

$\langle x_{k+1}-u, (Jx_{k}-Jx_{k+1})/r_{k}-v\rangle\geq 0$ .

これと (3.1) から

$2r_{k}\langle u-x_{k+1}, v\rangle\geq\phi(u, x_{k+1})+\phi(x_{k+1}, x_{k})-\phi(u, x_{k})$ .

よって

$2r_{k}\langle x_{k+1}-u, v\rangle\leq\phi(u, x_{k})-\phi(u, x_{k+\mathrm{I}})-\phi(x_{k+1}, x_{k})$

$\leq\phi(u, x_{k})-\phi(u, x_{k+1})$

となる。 これより

2 $\sum_{k=0}^{n}r_{k}\langle x_{k+1}-u, v\rangle\leq\phi(u, x_{0})-\phi(u_{\mathrm{J}}x_{1})$

$+\phi(u, x_{1})-\phi(u, x_{2})$

.$\cdot$.
$+\phi$ ($u$ , xユー $\iota$ ) $-\phi(u, x_{n})$

$+\phi(u, x_{n})-\phi(u, x_{n+1})$

$=\phi(u, x_{0})-\phi(u, x_{n+1})$

を得る。 両辺を 2 $\sum_{k=0}^{n}$ $r_{k}$ で割ると、

$\langle z_{n}-u, v\rangle\leq\frac{\phi(u,x_{0})-\phi(u,x_{n+1})}{2\sum_{k=0}^{n}r_{k}}$

$\leq\frac{\phi(u,x_{0})}{2\sum_{k=0}^{n}r_{k}}$ . (3.2)
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回忌し、 $z_{n}= \frac{\Sigma_{k-}^{n}-r_{k}x_{k+1}}{\Sigma_{k=0}^{\mathrm{n}}r_{k}}$ である。 ,$\mathrm{f}_{1}5\backslash P^{1}\mathrm{J}\{x_{n}\}$ lxfi界であるので $\{z_{n}\}$ $\not\in)$ g界

となり、 $z_{n_{i}}arrow\hat{z}(\mathrm{i}arrow\infty)$ となる $\{z_{n_{i}}\}\subset$ $\{z_{n}\}$ と $\mathit{2}\in E$ が存在する。 一方.

$\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ より $\sum_{k=0}^{n}r_{k}arrow\infty(narrow\infty)$ となるので (3.2) より、

$\langle z_{n_{i}}-u, v\rangle\leq\frac{\phi(u,x_{0})}{2\sum_{k=0}^{n_{i}}r_{k}}$

において $\mathrm{i}arrow\infty$ とすると

$\langle\hat{z}-u, v\rangle\leq 0$ .

ここで、 $(u, v)$ は任意の $G(T)$ の元であったので $T$ の極大性より $(\hat{z}, \mathrm{O})\in G(T)$ .
よって

$0\in Tz^{\mathrm{A}}$

を得る。 $\bullet$

4 応用

この節では、定理 3.1 を用いて凸計画問題における最適解の存在について
議論する。 その前に定義を与えておく。 $f$ : $Earrow \mathbb{R}$ が凸関数であるとは、任

意の $x,$ $y\in E$ と $\lambda\in(0,1)$ に対して、

$f(\lambda x+(1-\lambda)y)\leq\lambda f(x)+(1-\lambda)f(y)$

が成り立つことをいう。 さらに、 $f$ が $x\in E$ において Gateaux微分可能であ
るとは、 ある $x^{*}\in E^{*}$ が存在して、任意の $y\in E$ に対して、

$\lim_{tarrow 0}\frac{f(x+ty)-f(x)}{t}=\langle y,$ $x^{*}\rangle$ (4. 1)

が成り立つときをいう。ここで、 $f$ が Gateaux微分可能であるような元 $x\in E$

に対して、 (4.1) を満たすような元 $x^{*}$ を対応させるような写像を $\nabla f$ と表し、
$\nabla f$ を $f$ の勾配と呼ぶことにする。 $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とする。
$z\in C$ における $C$ の normal cane $N_{C}(z)$ を

$Nc(z)=\{z^{*}\in E^{*} : \langle z-u, z^{*}\rangle\geq 0(\forall u\in C)\}$

で定義する。

定理 4.1 $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間、 $f,$ $g_{i}$ : $Earrow \mathbb{R}(\mathrm{i}=$

$1,2,$
$\ldots,$

$m)$ は連続凸関数、 $C=\{x\in E : g_{i}(x)\leq 0(\mathrm{i}=1,2, \ldots, m)\}$ と

し、 $f$ は $C$ で Gateaux 微分可能とする。 $r_{n}>0,$ $\lim\inf_{narrow\varpi}r_{n}>0$ とし、

$\{x_{n}\}\subset E$ を以下の条件を満たす点列とする。 $x_{0}=x\in E$ とし、

$x_{n+1}=y_{n}$ $(n=0$,1, . . . $)$

フ
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ただし、 $\{y_{n}\}$ は任意の $n\in \mathrm{N}\cup\{0\}$ に対して $y_{n}\in C$ かっ

$\langle$ $u-y_{n}$ , Jyユー $Jx_{n}+r_{n}\nabla f(y_{n})\}\geq 0(\forall u\in C)$

を満たす点列とする。 このとき、 凸計画問題 (1.1) の最適解が存在するため

の必要十分条件は、点列 $\{x_{n}\}$ が有界となることである。

証明 $g_{i}$ : $Earrow \mathbb{R}(i=1,2, \ldots, m)$ は連続凸関数より、 $C$ は $E$ の閉凸部

分集合となる。 $f$ : $Earrow \mathbb{R}$ は $C$ で Gateaux 微分可能な凸関数より $\nabla f$ は $C$

でヘミ連続で単調となる $[\mathrm{S}]_{\text{。}}$ これより $\nabla f+Nc$ : $Earrow 2^{E^{*}}$ は極大単調作

用素となる $[9]_{\text{。}}$ このとき yn=Qrnx。であることを示す。ただし、 $Q_{r_{n}}$ #ま

$\nabla f+Nc$ のりゾルベントである。 N。の定義より

$y_{n}\in C$ かつ $\langle u-y_{n}, Jy_{n}-Jx_{n}+r_{n}\nabla f(y_{n})\rangle\geq 0(\forall u\in C)$

であることと

$y_{n}\in C$ かつ $N_{C}(y_{n})\ni-Jy_{n}+Jx_{n}-r_{n}\nabla f(y_{n})$

は同値である。 $r_{n}>0$ より $Nc(y_{n})=r_{n}Nc(y_{n})$ となり、

$y_{n}\in C$ かつ $Jx_{n}\in Jy_{n}+r_{n}(\nabla f+N_{C})(y_{n})$

が成り立つから $y_{n}=Q_{r_{n}}x_{n}$ である。

次に

{$z\in E:z$ は凸計画問題 (1.1) の最適解} $=(\nabla f+Nc)^{-1}0$

を示す。 $f$ : $Earrow \mathbb{R}$ は $C$ 上で連続より

$z\in C$ かつ $f(x)\geq f(z)(\forall x\in C)$

であるための必要十分条件は、

$z\in C$ かつ $\nabla f(z)\cap(-N_{C}(z))\neq\emptyset$

となることである $[1, 11]_{0}$ ここで

$x^{*}=\nabla f(z),$ $x^{*}\in-N_{C}(z)$

となる $x^{*}\in E^{*}$ が存在することと

$0\in(\nabla f+N_{C})(z)$

は同値であり、 その結果

{$z\in E$ : $z$ は凸計画問題 (1.1) の最適解} $=(\nabla f+Nc)^{-1}0$

が成り立つ。

以上より、 定理 3.1 を用いて結論を得ることができる。 $\blacksquare$
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