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概要

本稿では強毒変異をした伝染病ウィルスの人口群への侵入可能性を考察する。強毒
性伝染病による死亡率に焦点をあててみると、死亡率がある値より大きくなると強毒

変異した伝染病ウィルスは人口群へ侵入できないことがわかった。 これは、 強毒性伝

染病による死亡率が高すぎると感染者が死にすぎてしまい、 強毒変異した伝染病ウィ

ルスの増殖の機会が失われてしまうことが原因であろう。すなわち、変異ウィルスが

島辺群に侵入できるためには、変異後の伝染病による死亡率が低くなる必要があるこ
とがわかる。 この結果から、伝染病ウイルスが強毒変異しても変異後の伝染病による
死亡率が非常に高いとき、その伝染病はエンデミックにならない事が示唆された。

1 はじめに

鳥インフルエンザのような伝染病ウィルスもかつては弱毒性で鳥を殺すほどの能力はな
かったが、紙糸で伝播を繰り返すうちに強毒性の伝染病ウィルスに変異した事例があり、
強毒性を獲得した伝染病ウィルスは鳥に対して殆ど 100 %に近い致死率を示すことがわ

かっている。 当然、強毒変異した伝染病ウィルスは家禽に対しても大きなダメージを与え
る。それどころか強毒変異した伝染病がエンデミクになることは、 新型インフルエンザの

発生の温床になり得る $([6]_{\text{、}}[7])_{0}$ 強毒性を獲得した伝染病ウィルスがエンデミックにな

るか絶滅するかを考えることは非常に重要である。
そこで、 未感染人口群に致死的でない伝染病が侵入してから十分時刻が経過する前に、

何らかの環境変化 (環境破壊・都市化・医療の発達など) によって感染個体の伝染病ウィル

スの毒性が従来よりも強く変異した (すなわち、 ある感染個体の伝染病が致死的に変化し

た状態) 変異ウイルスの人口群への侵入可能性を数理モデルで考察した。数理モデルは、

全ての出生個体は未感染個体であり、 自然死亡率、快復率はそれぞれ定数とし、快復後は

永久免疫を獲得する SIR伝染病モデルをもとにした未感染個体、 従来の感染個体、 快復

個体、 強毒変異した伝染病ウイルスによる感染個体の個体群動態モデルである。 ただし、

感染力は (感染人口群サイズ)/(総人口群サイズ) に比例していると仮定した。

解析の結果、 強毒性伝染病による死亡率に焦点をあててみると、 死亡率がある値より

大きくなると強毒変異した伝染病ウイルスは人口群へ侵入できないことがわかった。 これ
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は、 強毒性伝染病による死亡率が高すぎると感染者が死にすぎてしまい、強毒変異した伝

染病ウィルスの増殖の機会が失われてしまうことが原因であろう。すなわち、変異ウィル

スが人口群に侵入できるためには、変異後の伝染病による死亡率が低くなる必要があるこ

とがわかる。 この結果から、伝染病ウイルスが強毒変異しても変異後の伝染病による死亡

率が非常に高いとき、その伝染病はエンデミックを起こさないことが示唆された。

2 モアル

感受性個体群内に伝染病が侵入してから十分時刻が経過する前に、 何らかの環境変化

(環境破壊・都市化・医療の発達など) に伴いある感染個体の伝染病ウィルスの毒性が従

来よりも強く変異した状況を考察する (すなわち、 ある感染個体の伝染病が致学的に変化
した状態)

。 今後、 従来のウイルス (弱毒性ウイルス) による感染個体を弱毒性伝染病に

よる感染個体、毒性が強く変異したウィルス (強毒性ウィルス) による感染個体を強毒性

伝染病による感染個体とする。 ただし、本研究では “ 弱毒性 ” とは伝染病による致死率が
$0_{\backslash }$

“ 強毒性 ” とは伝染病による致死率 $\alpha>0$ と定義する。宿主個体は免疫機能により同時

に弱毒性伝染病と強毒性伝染病に感染することはないものとする (つまり、宿主個体は 2
重感染しない) 。 さらに、 ウィルスの毒性の変異はこの 1 回限りで今後は起こらないもの
とする (つまり、弱毒性伝染病による感染個体と強毒性伝染病による感染個体の直接的な
相互関係はない) 。

本研究では感受性個体群、弱毒性伝染病による感染個体群、強毒性伝染病による感染個

体群、 弱毒性伝染病から回復して (永久的な) 免疫をもつ個体群のそれぞれの時刻 $t$ にお

ける個体数をそれぞれ $S(t)_{\text{、}}I(t)_{\text{、}}J(t)_{\backslash }R(t)$ で表す。すべての個体は空間的に一様に分

布しているとし、すべての感受性個体は等確率で感染個体から感染すると仮定する。流入

してくる個体はすべて感受性燗体である。弱毒性伝染病による死亡は無視でき、弱毒性伝

染病による感染個体は免疫を得ると永久にその免疫を保持し続けると想定する。さらに、

強毒性伝染病による死亡は考慮し、強毒性伝染病による感染個体は回復し免疫を得ること
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ができないと想定する。従って宿主個体群動態のモデル方程式は次のようになる ;

$\{$

$S^{l}(t)=b- \mu S(t)-\beta_{1}\mathit{3}(t)\frac{I(t)}{N(t)}-\beta_{2}\mathit{3}(t)\frac{J(t)}{N(t)}$,

$J’(t)= \beta_{2}S(t)\frac{\frac NI(t)J\{\begin{array}{l}tt\end{array}\}}{N(t)}-\alpha J(t)-\mu J(t)I’(t)=\beta_{1}S(t)-\lambda I(t)-\mu I(t),$

,

$R’(t)=\lambda I(t)-\mu R(t)$ .

(1)

$\{$

$N(t)=S(t)+I(t)+J(t)+R(t)$ ,
$N’(t)=b-\mu N(t)-\alpha J(t)$ .

(2)

$b$ は単位時間当たりの一定流入人口である。 $\mu$ は自然死亡率を表す。すなわち $1/\mu$ は平

均余命を表す。 $\lambda$ は弱毒性伝染病からの回復率を表し、 $1,/\lambda$ は平均弱毒性伝染病感染期間

を表す。 さらに、 $\alpha$ は強毒性伝染病による死亡率を表し、 $1/\alpha$ は平均強毒性伝染病感染期

間を表す。感染力は標準発生 (standard incidence)
$\text{、}$ すなわち $\beta_{1}(\beta_{2})$ を弱毒性 (強毒

性) 感染個体の有効接触率とした $\beta_{1}I/N(\beta_{2}J/N)$ を仮定している。 ゆえに $\beta_{1}(\beta_{2})$ は、

それぞれ単位時間当たりの平均個体の接触数と単位弱毒性 (強毒性) 感染個体によって 1

回の接触で弱毒性 (強毒性) 伝染病を感染させる確率の積である。パラメータ $b_{\text{、}}\mu_{\text{、}}\beta_{1^{\text{、}}}$

$\beta_{2\backslash }\lambda_{\backslash }\alpha$はすべて正の定数とする。 2種の伝染病が競争するようなモデルは $[5]_{\text{、}}[2]_{\text{、}}$ [10]

などでも紹介されている。

方程式 (1) を満たす解を $x(t)=(S(t), I(t),$ $J(t),$ $R(t))$ と表す。また、初期条件は、$x(0)=$

$(S(0), I(0),$ $J(0),$ $R(0))$ と表すことにする。 さらに、 $\mathbb{R}_{+}^{4}=\{(S, I, J, R);S\geq 0,$ $I\geq 0,$ $J\geq$
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3 解析

方程式 (1) の平衡点は、

$E_{0}:=( \frac{b}{\mu}, 0,0,0)=(\overline{S}_{?}0,0,0)$ ,

$E_{J}:=( \frac{\mu+\alpha}{\beta_{2}}N^{\cdot}, 0, (1-\frac{\mu+\alpha}{\beta_{2}})N^{\cdot}, (1-\frac{\mu+\alpha}{\beta_{2}})N^{\cdot})=(S^{\cdot}, 0_{7}J^{\cdot}, R^{\cdot})$

$E_{I}:=( \frac{\mu+\lambda}{\beta_{1}}N^{\mathrm{o}}, (1+\frac{\lambda}{\mu})^{-1}(1-\frac{\mu+\lambda}{\beta_{1}})N^{\text{。}},$ $0,$ $\frac{\lambda}{\mu}I^{\mathrm{o}})=(S^{\mathrm{o}}, I^{\mathrm{o}}, 0, R^{\mathrm{o}})$

の 3 つである。 ただし、 $N^{\cdot}=(( \mu+\alpha)(1-\frac{\alpha}{\beta_{2}}))^{-1}b_{\backslash }N^{\mathrm{O}}=\frac{b}{\mu}$ とした。 また、 基本再生産

数は、 $\mathrm{R}_{J}:=\frac{\beta_{2}}{\mu+\alpha}$ . $\mathrm{R}_{I}:=\frac{\beta_{1}}{\mu+\lambda}$ と定義できる。 ここで、 $\mathrm{R}_{J}$ は全個体 $\text{群}\mathrm{B}^{\grave{\mathrm{y}}\Gamma_{\backslash }^{-}}\text{、_{}\mathrm{d}}..\mathrm{X}$受性個体

であるときに侵入してきた強毒性伝染病による単位感染個体が強毒性伝染病による感染

個体群クラスに滞在中に強毒伝染病に感染させることのできる感受性個体の総数である。

すなわち、 強毒性伝染病による単位感染個体が生産する 2 次感染個体の総個体数である。
$\mathrm{R}_{I}$ についても同様である。

本研究の主結果である平衡点の大域的安定性が以下のように得られる。

今回は、 (iv) の場合のみ証明する。 (v) の場合も証明は同様である。 (iv) の証明の前にい

くつか補題を与える。 はじめの 3月目補題は以下の通りである。

Lemma 3.1. 平衡点 $E_{0}$ は $\Gamma_{1}$ 上で大域的漸近安定である。ただし、 $\Gamma_{1}$ $=$

$\{(S, I, J, R);S\geq 0, I=0, J=0, R\geq 0\}$ である。
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Lemma 32. 平衡点 $E_{J}$ は F2 上で大域的漸近安定である。ただし、 $\Gamma_{2}$ $=$

$\{(S, I, J, R);S\geq 0, I=0, J>0, R\geq 0\}$ である。

Lemma 33. 平衡点 $E_{t}$ は $\Gamma_{3}$ 上で大域的漸近安定である。ただし、 $\Gamma_{3}$ $=$

$\{(S, I, J, R);S\geq 0, I>0, J=0, R\geq 0\}$ である。

Lemma $3.1_{\backslash }$ Lemma $3.2_{\text{、}}$ Lemma 33 は、 Poincare-Bendixon の定理、 Dulac の判定法、

Butler-McGefiee の補題などによって証明される $([3])_{0}$

次は強毒変異した伝染病ウィルスが永続的に存在していること、すなわち、強毒性伝染

病に関してパーマネンスを保証する。平均リアプノブ関数の定理 $([1]_{\text{、}} [4])$ より以下の補

題が証明される。

Lemma 3.4. $1<\mathrm{R}_{I}<\mathrm{R}_{J}$ のとき $\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}\inf_{t\cdot\infty}$ $J(t)>\delta$ が成立する。 ここで、 $\delta$ はあ

る正の定数である。

Proof. Lemma 2.1 より以下の様に集合を定義する。

$X= \mathrm{N}\mathrm{I}=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{4} : \frac{1}{2}\frac{b}{\mu+\alpha}\leq N(t)\leq\frac{2b}{\mu}\}$ ,

$S= \{(S, I, J, R);S\geq 0, I\geq 0, J=0, R\geq 0, \frac{1}{2}\frac{b}{\mu+\alpha}\leq N(t)\leq\frac{2b}{\mu}\}$ ,

$X \backslash S=\{(S, I, J, R);S\geq 0, I\geq 0, J>0, R\geq 0, \frac{1}{2}\frac{b}{\mu+\alpha}\leq N(t)\leq\frac{2b}{\mu}\}$ .

$X$ はコンパクトであり、 $S$ は $X$ のコンパクト部分集合であり、 $S$ の内部は空である。 $S$

も $X\backslash S$ も前方不変である。 $P:X\backslash Sarrow \mathbb{R}^{+}$ なる連続微分可能な関数を $P=J$ とする。

$P^{-1}(\mathrm{O})=S$ を満たし、 $P$ は $X$ 上で連続である。

$\forall y\in X\backslash S$ に対して、 $\psi(y)=\frac{\dot{P}(y)}{P(y)}$ を考える。

$\dot{P}=J’=J(\beta_{2}\frac{S}{N}-\alpha-\mu)$

より

$\psi=\frac{\dot{P}}{P}=\beta_{2}(\frac{S}{N}-\frac{\alpha+\mu}{\beta_{2}})=\beta_{2}(\frac{S}{N}-\frac{1}{\mathrm{R}_{J}})$

となり、 $\psi$ は $X\backslash S$ 上で下に有界である。従って、

$\psi(x)=\lim_{yarrow x,y}\inf_{\in X\backslash S}\psi(y)$
$(x\in S)$
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と定義することにより、 $\psi$ を $X$ へ拡張できる。 こうして、 下半連続関数 $P:Xarrow \mathbb{R}^{+}$ を

生成する。

$\forall x\in\alpha J(S)$ に対して、

$\sup_{t\geq 0}\int_{0}^{t}\psi(xs)ds>0$

となることを示す。 ただし、 $\omega(*)$ は集合 $*$ の $\omega$ 極限集合を表しているものとする。

Lemma $3.1_{\text{、}}$ Lemma33 より $\iota v(S)=\{E_{0}, E_{I}\}$ である。 $x=E_{0}$ のときは

$\psi(x)=\beta_{2}(1-\frac{1}{\mathrm{R}_{J}})>0$

より、

$\oint_{0}^{t}\psi(xs)d\mathrm{s}>0$

である。つまり、

$\sup_{t\geq 0}\int_{0}^{t}\psi(xs)ds>0$

を満たしている。 一方 $\backslash$ $x=E_{I}$ のときは

$\psi(x)=\beta_{2}(\frac{\mu+\lambda}{\beta_{1}}-\frac{\mathrm{i}}{\mathrm{R}_{J}})=\beta_{2}(\frac{1}{\mathrm{R}_{I}}-\frac{1}{\mathrm{R}_{J}})$

であ 6. また, $1<\mathrm{R}_{I}<\mathrm{R}_{J}$ より $\frac{1}{\mathrm{R}_{I}}>\frac{1}{\mathrm{R}_{J}}$ ”あ 6. よっ7.

$\psi(x)=\beta_{2}(\frac{1}{\mathrm{R}_{I}}- \frac{1}{\mathrm{R}_{J}})>0$

より、

$\int_{0}^{t}\psi(xs)ds>0$

である。 つまり、

$\sup_{t\geq 0}l^{t}\psi(xs)ds>0$

を満たしている。

以上より、 $S$ との距離が正となるようなコンパクト前方不変集合 $\mathrm{N}$が存在し、 $X\backslash S$上に

初期値 $x_{0}$ を持つ半解軌道は終局的に $\mathrm{N}$ に入り留まる。すなわち、補題は証明された。 口

次の補題は弱毒性伝染病ウィルスが絶滅することを保証している。

Lemma 35 も平均リアプノブ関数の定理 $([\mathrm{S}]_{\text{、}} [9])$ によって証明される。
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これらの補題により、 Theorem 31 ((iv) の場合) は以下のように証明される。

Theorem 31. $1<\mathrm{R}_{I}<\mathrm{R}_{J}$ のとき平衡点 $E_{J}$ は $\Omega$ 上で大域的漸近安定である。 た

だし、 $\Omega=\{(S, I, J, R);S\geq 0, I\geq 0, J>0, R\geq 0\}$ である。

Proof.

$\overline{\Omega}=\{(S, I, J, R);S\geq 0, I=0, J>0, R\geq 0, \frac{b}{2(\mu+-\alpha)},\geq N(t)\geq\frac{2b}{\mu}\}$

を定義する。 Lemma $3.4_{\text{、}}$ Lemma 35 より $\Omega$ 上に初期値 $x_{0}$ を持つ $x_{0}$ の $\omega$ 極限集合が平

衡点 $E_{0\backslash }E_{I}$ を含まないことは明らかである。従って、 $\Omega$ 上に初期値 $x_{0}$ を持つ $x_{0}$ の $\omega$ 極

限集合が平衡点 $E_{J}$ を含むことを示す。 背理法より、 $\omega$ 極限集合が平衡点 $E_{J}$ を含まない

と仮定する。 Lemma $2.1_{\text{、}}$ Lem ma $3.4_{\text{、}}$ Lemma 35 より $\omega$ 極限集合は必ず $\overline{\Omega}$ 上に存在し

て Theorem 22 より $\omega$ 極限集合は空でない。従って、 少なくとも 1 つ \Omega - 上の任意の点 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を含む。 また、 Lemma 32 より \Omega - 上で平{’H\beta t‘‘ $E_{J}$ は大域的漸近 p–$:\text{定}$であることより $\omega$ 極

限集合上の点 $x_{0}^{*}$ を初期値とした半解軌道は平衡点 $E_{J}$ へ収束する。 これは、 Theorem 22
より $\omega$ 極限集合が不変であることに矛盾する。従って、 $\Omega$ 上に初期値 $x_{0}$ を持つ $x_{\zeta f}$ の $\omega$ 極

限集合が平衡点 $E_{J}$ を含むことが示せた。 さらに、 平衡点 $E_{J}$ は $\Omega$ 上で局所的漸近安定で

あることより定理が証明された。 口

(i), (ii), (iii), (v) の場合も、Poincare-Bendixonの定理. Dulacの判定法. Butler-McGehee

の補題、 平均リアプノブ関数などによって証明される。

4 まとめ

平衡点の解析結果をまとめると図 1 のようになる。図 1 より、強毒変異ウイルスが人口

図 1: 平衡点の安定性
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群に永続的に侵入可能である条件は、 $\mathrm{R}_{I}<1$ かつ $\mathrm{R}_{J}>1_{\text{、}}$ または、 $\mathrm{R}_{J}>\mathrm{R}_{I}>1$ であ

る。 すなわち、基本再生産数が最大のウィルスが人口群に永続的に侵入可能である。ここ

で、 $\mathrm{R}_{J}=\frac{\beta_{2}}{\mu+\alpha}$ であることに l‘fdBEすると、

$\mathrm{R}_{I}<1$ か日 $\mathrm{R}_{J}>1\subset \mathrm{R}_{I}<1$ かつ\mbox{\boldmath $\alpha$} $<\beta_{2}-\mu$

$\mathrm{R}_{J}>\mathrm{R}_{I}>1\Leftrightarrow \mathrm{R}_{I}>1$ かつ $\frac{\beta_{2}}{\mathrm{R}_{I}}-\mu>\alpha$

と変形できる。強毒性伝染病による死亡率に焦点をあててみると以下のような侵入可能な

パラメーター領域 (濃い色の領域) と侵入不可能なパラメーター領域 (薄い色の領域) を得

ることが出来る。 これらの結果より、死亡率がある値より大きくなると強毒変異した伝染

図 2: 強毒変異ウィルスの侵入可能領域

ると感染者が死にすぎてしまい、強毒変異した伝染病ウィルスの増殖の機会が失われてし

まうことが原因であろう。すなわち、変異ウィルスが人口群に侵入できるためには、変異

後の伝染病による死亡率が低くなる必要があることがわかる。また、 弱毒性ウィルスが宿
主個体群に蔓延する場合、変異した強毒性ウィルスが蔓延するためにはさらに変異した強

毒性ウィルスの死亡率が小さくならなければならない。 これは、 弱毒性ウィルスが宿主個

体群に蔓延することにより蔓延しない場合に比べ強毒性伝染病に感染しない弱毒性伝染
病による感染個体や伝染病に対する永久的な免疫をもつ個体が増えるため、変異した強毒
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性ウイルスの死亡率がさらに小さくなければ強毒性伝染病による感染個体が伝染病を感染

させる機会が少なくなってしまい強毒性ウィルスが絶滅してしまうことがわかる。

以上より、極端に死亡率が高く変異した強毒性伝染病は永続的に人口群に侵入する (エ

ンデミックになる) ことは出来ないのである。従って、 方程式 (1戸こよれば鳥インフルエ
ンザのように家禽に対して致死率が 100 %近い強毒性伝染病は永続的には家禽群に侵入す

ることが出来ないであろうことがわかった。また、 カモなどの渡り鳥に対しては鳥インフ

ルエンザもお互いに長年、共存関係にあるために重い病気を起していないのである。つま

り、 カモなどの渡り鳥に対して鳥インフルエンザは死亡率が高くないので永続的な侵入が

可能になったのである。
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