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Abstract:Inthisstudy,wewillinvestlgatethepositivltyOffundamentalsolutionsfor

parabolicpseudoditTTerentialoperators･ Asforparabolicsystemsofdifrerentialoperators,

wehaveobtainedthenecessaryandsufhcientconditionforthepositivltyOffundamental

solutions･ Incaseofpseudodifferentialoperators,wewillshowthatthesameconditionis

necessaryfらrpositivlty･ Thatis,theorderoroperatorsmustbeequaltoorlessthan2･

Wecanprovethisbytheessentiallysamemethodusedinthecaseofdifrerentialoperators.

However,thisisnotasufhcientconditionforthepositivlty･

Keywords:Positivlty,Fundamentalsolution,Parabolic,Pseudodifferentialoperator

は じ め に

良く知られているように,熱方程式の初期値問題

iu(t･x,I,gl苗 u(i,x)-o (i,o･x∈Rn,I
∂

u(0,x)-u.(x)

において,初期値 u.(x)が非負ならば,解 u(i,x)も非負になる｡ これは,解 u(i,x)が基本解 E(i,x,

J)-(47d)~n/2exp(-lx-Jl2/4t)を使って

u(i,x)-/E(i,x,J)u.(i),U
と表される事を考慮すると,基本解が非負である事と同値な条件である｡同様に,もっと一般の2階

の放物型微分作用素についても,基本解が正値性を持つ事は古くから知られている｡

筆者は以前の論文で,放物型微分作用素系 (連立方程式)の基本解が正値性を持つための必要十分

条件を示した1)｡すなわち,

1.2階,

2.対角成分以外は0階,

3.その0階の係数は非負,

である｡ 特に (1)のような単独方程式の場合には,条件 1(2階であること)が必要十分条件とな
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る｡

この論文では,微分作用素の拡張である擬微分作用素について,放物型で単独の場合に基本解が正

値性を持つためには,｢2階以下｣が必要条件であることを示す｡方法は微分作用素の場合と本質的

には同じであるが,残念ながら十分性については微分作用素の時のようにすっきりとした結果は望め

ないように思える｡

記 号 と 定 義

1.擬微分作用素

p(x,β を2n変数 (x,♂-(xl,x2,-,Xn,fl,52,-,in)の無限回微分可能な関数とするとき,A(x,♂

を表象とする擬微分作用素♪(〟,刀)を

p(x,D)u(x)-(2W)-n/exp(ixaP(x,aû(Bdf
と走義する｡ ここで,

u,(a-/exp(-ixf)u(x)dx
はu(x)のフーリエ変換である｡

表象のクラスとしては種々のものが設定されているが,ここではSpm,8で考えるo無限回微分可能
な関数p(x,E)が Spm,8(m,P,8は実数,o≦8<p≦l)に属する表象であるとは,任意の指数 α,βに対

し定数 cが存在して,

I(i)β(i )qp(x,al≦C(∂ ml州 β

が成立する事をいう｡ ここで,α-(α1,a2,-,an),各 U,は非負の整数,lαI-α1+a2+-+an,

(i)a-(言)α1(孟)a2-(意)an,(a-(1+rd2)./2, Id2-,!lfu2
である (βもαと同様)｡

フーリエ変換の性質により,係数が滑らかなm階の微分作用素

∑aα(x)
αE≦m

は,表象 ∑ αα(〟)(よかαの擬微分作用素とみなす事ができる｡
IαI≦m

2.基本解

p(i,x,D)を tを媒介変数とする擬微分作用素とするとき,E(i,S,x,J)がp(i,x,D)の基本解である

とは,十分に滑らかな関数 u.(x)に対し

u(i,x)-/E(t,∫,x,J)u.(i)lu
で定義される〟(∫,〟)が初期値問題

意 u(t,x)･p(i,x,D)u(i,x)-0 (i,∫,x∈Rn),

u(I,x)-u.(x)

の解になる事である｡
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基本解が任意の点 (i,S,x,J)で負にならないとき,基本解が正値性を持つという｡

3.その他

以下の文中で,C,C′等はそのつど適当な定数を表すものとする｡

主 定 理

A(i,x,E)は よを止めるごとにSpm,8に属する表象で,媒介変数 tについて連続とする.次の仮定を
おく｡

(A-I) A(i,x,-a-A(i,x,i)｡

(A-2) 正の定数 E,Rが存在して,FEl≧Rを満たすすべての Eに対しp(i,x,β の実部

Rep(i,x,β が

Rep(i,x,E)≧E(∂m

を満たす｡

(A-3) 甲の m次正斉次関数 po(ヴ)が存在して,

lilllJ一一+0/otp(6,0,t~1/mq)dq-A.(7)
となる｡

これらの仮定の下で,次の主定理が成立する｡

定 理｡

仮定 (A-1)～(A-3)の下で,m>2のときは,A(i,x,D)の基本解 E(i,5,X,J)は正値性を持たない｡

注 意｡

1) 仮定 (A-1)は,初期値 u.(x)が実数値の時に解 u(i,x)も実数値になるための条件であって,解

の符号を考えるためには必要な条件である｡

2) 仮定 (A-2)は,｢一様強放物型｣の条件である｡ もっと弱める事が望まれるが,ここでの証明は

適用できなくなるように思われる｡

3) 仮定 (A-3)は,主要部がはっきりしていれば,満たされる｡ 例えば,

p(i,x,E)-pl(i,X,♂+p2(i,X,宙

と書けて,pl(i,X,B は Id≧1で Eについて m次正斉次,かつ

p2(i,X,吉日d~m-o(ld--)

のような場合である｡

証 明

1.基本解の構成と極限

Tsuts｡mi2)により,もう少し弱い条件の下で,基本解が擬微分作用素の形で求められている｡

すなわち,

命題4.10

以下の条件を満たす擬微分作用素 e(i,I,X,D)が存在する｡

1) 十分に滑らかな関数 u.(x)に対 し
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u(i,x)-e(i,S,x,D)u.(x)

とおくと,"(∫,〟)は初期値問題 (2)の解である｡

2) 十分大きなⅣに対して,

.＼■

:j'(tt',S5',Xx',88--jE?;J,'St,'xS,';'eBxp'('i-/ypfl5'霊 '

と書く事ができて,次の評価を持つ｡

a.(i,S,x,宙≡l,Ja](i,∫,x,BF≦C(∂I(p~8)ja,,,VN(i,I,X,aI≦C(i-∫)(∂ 2mー(p~8)(N'1)
ここで

wj--aXlu2,拙 W-/JIRep(6,x,Bdao

方程式の解 u(i,x)が

u(i,x)-e(i,∫,x,D)u｡(x)-(2W)-n/exp(ixae(t･S,x,Bû.(Bdf

-(2W)-nN exp(i(x-J)ae(i,∫,X,i)u｡b)lJdf

と表されるので,我々の基本解 E(i,5,X,J)は,このe(t,∫,x,β を用いて

E(l･∫,x,J)-(2汀)-n/exp(i(x-J)ae(i,∫,X,Bdf

と表される｡

命題4.2｡

tBT.tn'mE(t･0,0,tl/m,)-(2W)-n/exp(-1jq)exp(-Po(7))dq
が成り立つ｡ここで,po(ヮ)は仮定 (A-3)のものである｡

証 明｡

命題4.1に従い,

〃

∑
剖

]'

tn/mE(t,0,0,tl/mJ)-

E](i,J)-tn/m(27T)I
FN(i,J)-tl+n/m(2

EJ(i,J)+FN(i,J)

exp(-ill/mJE)C,(i,0,0,adE

W;~n/exp(-itl'm,afN(i,0,0,adf

と書き,それぞれの項を評価する｡

まず,FN(i,J)については,命題4.1の評価により

IFN(i,J)Isct2+n'm/(82m~(p~8°M l'df

となり,Ⅳが十分大なら積分は収束するので,

IFN(i,J)F≦C′t2+n/m-o(t一十o)

である｡

次に,Eu(t,J)については,tl/mf-甲とおくと,

Ej(i,J)-(2W)-n/exp(-ljq)ej(i,0,0,i-1'mq)dヮ,
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C,(i,0,0,ill/mヮ)-aj(i,0,0,i-1′-?)exp(｣.lp(6,0,i-1′mq)d6)

となる｡命題 4.1から,γ-min12,b-8)j/mtに対し

Re/.tp(6･0,t~1/-7)d虐 EFqFm,la,(t,0,0,i-1'-?)F≦ctγ(82--炉 8°
となることが分かるので,j≧1のとき

IEu(i,J)F≦C′tγ-o(t一 十o)

となる｡

最後に,E.(i,J)については,

lexp(｣.tp(6,0,t~1/mq)d6)l≦cexp(-Elql-)
と

/.lp(6･0,t~】/m7)d6-A.(?)(t一 十0)
とから,Lebesgueの定理により,

Eo(i,J)=

-(27r)竿 xlpnllxl,Ple:7('ixpp.'(I,loipq'6･(?lT.I,'mq'd6'dq
となり,命題が証明された｡(証明終)

2.主定理の証明

命題4.2の極限関数をE(iy)とおくと,E(iy)は恒等的にはOでない｡一方,po(ヮ)が m次正斉次

関数だから,∽>2のとき

,!1% exp(-Po("

の り-0での値は0になる事が分かる｡ ところがフーリエ変換の性質から,この値は/M E(i),Uに
等しい｡すなわち,

/M E(i)dj-Oo

E(iy)は恒等的には0でないから,正の所も負の所も存在する｡E(J,)の定義から,E(i,0,0,Jl/mJ)も,
従ってE(i,S,x,J)も負の値をとる点が存在する｡(証明終)

注 意｡

仮定 (A-3)を,｢ある∫,xが存在して,

日日inlJ一十0/55'tp(6,x,i-1/-7)d6-A.(ヮ)となる｣
と一般化する事もできる｡ このとき,定理の証明には

limtn/mE(∫+i,5,tl/mx,tl/mJ)
J･一十0

を考えれば良い｡
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十分条件について

もっとも簡単な,表象p(i,x,β が 古だけに依存する場合 を考えてみる｡ この表象をp(B と書 く
事にすると,簡単な計算により

e(i,∫,x,♂-exp(-(i-∫)A(♂),

E(i,∫,x,a- (2W)iexp(i(x-J)Bexp(-(tlJ)A(a)df,
E(i)-(2W)~n/exp(一両 )exp(-P(7))dヮ

となる事が分かる｡ この E(iy)が正値性を持つための必要条件について,次のような結果がある (小

松彦三郎3)専3.4)｡

命題 5.1｡

E(iy)が正値性を持つならば,すべての ヮ∈Rnについて Rep(ヮ)≧Rep(0)が成立する｡n
例えば,A(♂-Fd2-∑壱2とすると,これは最初に述べた熱方程式を表すもので,基本解は正値性
を持つ (m≦2)｡とこbJb=sJ,このp(B の IEl≦1の部分だけを変形 して Rep(0)を大きくすると,令
題 5.1の条件を満たさなくなり,正値性が失われてしまう｡ 微分作用素の場合その表象が 古の多項

式でなければならないので,このような変形は不可能であるが,擬微分作用素の範囲では可能であ

る｡ このように,擬微分作用素の場合には,∽≦2であっても,正値性を持つかどうかは一般には判

定できない｡

文 献

1)otsukaK:OnthePositivityortheFundamentalSolutionsf♭rParabolicSystems.∫MathKyotoUniv1988;

28:119-132

2)TsutsumiC:TheFundamentalSolutionforaDegenerateParabolicPseudoIDifrerentialOperator. ProcJapan

Acad1974;50:ll-15

3)小松彦三郎 :Fourier解析.小平邦彦監修,岩波講座基礎数学.東京 :岩波書店,1978:164-171

- 14-


