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概要 ファジィ max-T 型配置問題を考える。 ファジィ max-T 型配置問題は、 目的関数に
minimum 演算で定義される三角型ノルムの代わりに任意の三角型ノルムを用いることによっ
て、 ファジィ maximin 型配置問題を–般化した問題である。そして、三角型ノルムのいくっ
かの性質を与え、ファジィ max-T 型配置問題の最適解の存在性および安定性について調べる。

1. 準備 連続型配置モデルは、一般に需要点とよばれる $\mathrm{R}^{n}$ の点の有限集合が与えられ
ていると仮定される。需要点は既存の施設または顧客の位置をモデル化したものである。
域 $\in \mathrm{R}^{n},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $\ell(\geq 2)$ を需要点とし、 $I\equiv\{1,2, \cdots, \ell\}$ とする。 このとき、新た
に単–の施設を $\mathrm{R}^{n}$ に配置する問題は、単–施設配置問題とよばれる。各需要点から施設
までの距離が小さいほど望ましいならば、それは各需要点から施設までの距離を含む関数
の最小化問題として次のように定式化される。

(1) $\min_{x\in \mathrm{R}^{\mathfrak{n}}}f(\gamma_{1}(x-d_{1}),\gamma_{2}(x-d_{2}),$ $\cdots,\gamma_{\ell}(oe-d_{\ell}))$

ここで、 $x\in \mathrm{R}^{n}$ は施設の位置を表す変数である。 $f$ は通常 $\mathrm{R}^{\ell}$ から $\mathrm{R}$ への非減少凸関数
と仮定される。各 $\mathrm{i}\in I$ に対して、 $\gamma_{1:}\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}$ は通常ノルムやゲージと仮定され、 $\gamma_{i}(x$

- べ) は域から $\varpi$ までの距離を表す。 以下、 $\gamma_{1},$ $i\in I$ l’Jゲージとする。
$B$ は原点をその内部に含む $\mathrm{R}^{n}$ のコンパクト凸集合とする。 $B$ に対するゲージ (gauge)

$\gamma$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}$ は各の $\in \mathrm{R}^{n}$ に対して $\gamma(x)\equiv\inf\{\lambda>0:x\in\lambda B\}$ と定義される。 ゲージに
関する詳細は $[4,12]$ 参照。
各署要点から施設までの距離が小さいほど望ましいならば、 (1) の定式化は自然である。

施設のある位置に対して、 ある 2つの需要点から施設までの距離が等しいとしても、そ
れぞれの需要点に関する満足度は異なるかもしれない。 また、配置する施設が飛行場な
らば、 飛行場が需要点に近すぎると騒音のため望ましくないだろう。このような状況も
考慮するために、需要点に関する施設の位置に対する満足度を表すメンバーシップ関数
を与え、 目的関数にメンバーシップ関数を含む最大化問題を考える。メンバーシップ関
数 $\mu_{1:}\mathrm{R}arrow[0,1]\equiv\{x\in \mathrm{R}:0\leq x\leq 1\},$ $i\in I$ が与えられていると仮定する。 各 $x\in$

$\mathrm{R}^{n}$ と $i\in I$ に対して、角 $($ \mbox{\boldmath $\gamma$}:(2 – $d_{i}$ ) $)$ は需要点域に関する施設の位置 $x$ に対する満足
度を表す。便宜上、 $x<0$ に対して $\mu:(x)=0,$ $i\in I$ と仮定する。 各 $x\in \mathrm{R}^{\mathfrak{n}}$ に対して
$\overline{\mu}_{1}(x)\equiv\mu_{1}(\gamma_{i}(x-d_{i})),i\in I$ とする。 各 $i\in I$ に対して、A をメンバーシップ関数 $\mu_{i}$

をもつ $\mathbb{R}$ 上のファジィ集合とし、瓦をメンバーシップ関数 $\overline{\mu}_{1}$ をもっ $\mathrm{R}^{n}$ 上のファジィ
集合とする。 このとき、各 $i\in I$ に対して、 $A_{:}$ は需要点域に関する施設までの望まし
い距離を表すと解釈されるファジィ集合であり、瓦は需要点凶に関する施設の望まし
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い位置を表すと解釈されるファジィ集合である。 ファジィ maximin 型配置問題 (fuzzy
maximin location problem, FMMP) は次のように定式化される。

(2) $\mathfrak{B}\mathrm{R}^{n}\max_{\in}\mu_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}(x)\equiv\min\{\mu_{1}(\gamma_{1}(x-d_{1})), \mu_{2}(\gamma_{2}(x-d_{2})), \cdots, \mu\ell(\gamma_{\ell}(x-d_{\ell}))\}$

例えば、 ブロックノルムおよび非対称直角距離を用いた FMMP が、 それぞれ [7] および
[9] において扱われている。各 $x\in \mathrm{R}^{n}$ に対して $\mu_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}(x)$ の値は施設の位置 $x$ に対する総
合満足度 (すべての需要点に関する満足度) を表すと解釈される。 $\mu_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}$ をメンバーシッ

プ関数としてもつ $\mathrm{R}^{n}$ 上のファジィ集合は $\bigcap_{1\in I}\overline{A}_{i}$ と表され、それはファジィ集合 $\overline{A}_{*}.,i\in I$

の通常の共通部分を表し、すべての需要点に関する施設の望ましい位置を表すと解釈され
るファジィ集合である。 よって、FMMP は総合満足度を最大にするような施設の位置を求
める問題と解釈される。ファジィ max-T 型配置問題 (fuzzy max-T location problem,
FMTP) は FMMP の–般化であり、次のように定式化される。

(3) $x \mathrm{R}^{n}\max_{\in}\mu_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}}(x)\equiv T(\mu_{1}(\gamma_{1}(x-d_{1})),\mu_{2}(\gamma_{2}(x-d_{2})),$ $\cdots,$
$\mu_{\mathit{1}}(\gamma_{\ell}(x-d_{\ell})))$

ここで、 $T:[0,1]^{\mathit{1}}arrow[0,1]$ は $[0,1]$ 上の二項演算である三角型ノルムの $\ell$ 項演算への拡
張 (正確な定義は 2節において与える) であり、 FMMP で用いられている minimum 演
算を–般化したものである。各 $x\in \mathrm{R}^{f*}$ に対して $\mu_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}}(x)$ の値は施設の位置 $x$ に対する
$T$ を演算として用いたときの総合満足度を表すと解釈される。 $\mu_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}}$ をメンバーシップ関
数としてもつ $\mathrm{R}^{n}$ 上のファジィ集合は (\cap T),\in Iんと表され、 それはファジィ集合 $\overline{A}_{i},i\in I$

の $T$ を用いたときの共通部分を表し、すべての需要点に関する $T$ を用いたときの施設の
望ましい位置を表すと解釈されるファジィ集合である。よって、 FMTP は $T$ を用いたと

きの総合満足度を最大にするような施設の位置を求める問題と解釈される。 FMMP およ
び FMTP のすべての最適解の集合をそれぞれ $S_{\mathrm{P}\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}^{*}$ およひ $S_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}}^{*}$ とする。

$[10, 11]$ において、 $\mu:,$ $i\in I$ を $\mathrm{R}^{n}$ から $[0,1]$ への関数とし、 (2) および (3) において
$\mu|$ ( $\gamma|$ ($x-$ 域)), $i\in I$ を $\mu_{i}(x),$ $i\in I$ で置き換えたファジィ maximin 型および $\max.- T$ 型

問題が扱われている。
本稿では、 ファジィ max-T 型配置問題を主に扱う。そして、三角型ノルムのいくつか
の性質を与え、 ファジィ max-T 型配置問題の最適解の存在性および安定性について調べ
る。

2. 三角型ノルム 本節では、 FMTP に用いられる三角型ノルムのいくつかの性質を与え
る。 三角型ノルムに関する詳細は [5] 参照。
三角型ノルム (triangular norm) (または単に $\mathrm{t}-$ノルム ($\mathrm{t}$-norm)) は $[0,1]$ 上の二項

演算 $T_{\text{、}}$ すなわち、 関数 $T:[0,1]^{2}arrow[0,1]$ で任意の $x,$ $y,$ $z\in[0,1]$ に対して次の 4つの
条件 (T1) $T(x, y)=T(y, x)$ (可換性), (T2) $T(x,T(y, z))=T(T(x, y),$ $z)$ (結合性), (T3)
$T(x, y)\leq T(x, z)$ whenever $y\leq z$ , (単調性) および (T4) $T(x, 1)=x$ (境界条件) をみたす
ものをいう。

次の 4つの t-ノルム $T_{\mathrm{M}}$ , $T_{\mathrm{P}},$ $T_{\mathrm{L}},$ $T_{\mathrm{D}}$ は基本的 t-ノルムとして知られていて、各 $x,$ $y\in[0,1]$
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に対して次のように定義される。

$T_{\mathrm{M}}(x, y) \equiv\min\{x,y\}$ (minimum)
$T_{\mathrm{P}}(x, y)\equiv x\cdot y$ (product)
$T_{\mathrm{L}}(x,y) \equiv\max\{x+y-1,0\}$ (Lukasiewicz t-norm)

$T_{\mathrm{D}}(x,y)\equiv\{$

$\min\{x,y\}$ if $\max\{x, y\}=1$

$0$ otherwise
(drastic product)

任意の t-ノルム $T$ は、 すべての $x,$ $y\in[0,1]$ に対して乃 (X, $y$) $\leq T(x, y)\leq T_{\mathrm{M}}(x, y)$ と

なることが容易にわかる。
定義における可換性 (T1) と結合性 (T2) より、 t-ノルム $T$ は $\ell$ 項演算に拡張できる。

すなわち、 $x_{*}\in[0,1],$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $k+2$ に対して

$T^{k+1}(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{k+2})\equiv T(T^{k}(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{k+1}), x_{k+2})$

とする。 ここで、 $T^{1}(x_{1}, x_{2})\equiv T(x_{1}, x_{2})$ である。 混乱する恐れがないと思われるときは
特に断らず、 $T^{\ell-1}$ の添字 $\ell-1$ は省略して $T$ と書くことにする。

$T_{\mathrm{M}}$ を用いた FMTP は FMMP となることに注意。 $T$ を t- ノ Jムとし、 $x\in \mathrm{R}^{n}$ に対し
て $X:=\mu(\gamma_{i}(oe-d_{i})),$ $i\in I$ と置くと、 $T(x_{1}, x_{2}, \cdots, x\ell)$ の値は施設の位置 $x$ に対する総
合満足度を表す。

定理 1 $\mathrm{A}\subset[-\infty, \infty]$ を空でない区間とし、 $\tau_{x}$ : $[0,1]^{\ell}arrow[0,1],$ $\lambda\in\Lambda$ および $T:[0,1]^{\ell/}arrow$

$[0,1]$ を t-ノルムとする。 $T$ が連続であり、 $\lambdaarrow\lambda_{0}$ のとき鳳が $T$ に (各点) 収束する
ならば $\lambdaarrow\lambda_{0}$ のとき瓜は $T$ に–様収束する。 ここで、 $\lambda,$ $\lambda_{0}\in\Lambda$ である。

定理 2 A $\subset[-\infty, \infty]$ を空でない区間とし、 $T_{\lambda}^{1}$ : $[0,1]^{2}arrow[0,1],$ $\lambda\in$ A および $T^{1}$ :
$[0,1]^{2}arrow[0,1]$ を t-ノノムとする。 $T^{1}$ が連続であり、 $\lambdaarrow\lambda_{0}$ のとき $T_{\lambda}^{1}$ が $T^{1}$ に収束す
るならば $\lambdaarrow\lambda_{0}$ のとき $T_{\lambda}^{\ell-1}$ は $T^{\ell-1}$ に収束する。 ここで、 $\lambda,$ $\lambda_{0}\in\Lambda$ である。

定理 3 $T^{1}$ : $[0,1]^{2}arrow[0,1]$ を t-ノルムとする。 このとき、次が成り立つ。

(i) $T^{1}$ が上半連続ならば $T^{\ell-1}$ も上半連続になる。

(ii) $T^{1}$ が下半連続ならば $T^{\ell-1}$ も下半連続になる。

(m) $T^{1}$ が連続ならば $T^{\ell-1}$ も連続になる。

8. FMTP の最適解の存在性と安定性本節では、 $S_{\mathrm{P}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}}^{l}$ が空にならないための条件を与
え、 t-ノルムに対する FMTP の最適解の安定性を調べる。

$\mu$ を $\mathrm{R}^{n}$ から $[0,1]$ への関数とする。各 $\alpha\in(0,1]\equiv\{x\in \mathrm{R}:0<x\leq 1\}$ に対して、 $\mu$

の上方レベル集合 $[\mu]_{\alpha}\equiv\{x\in \mathrm{R}^{n} : \mu(x)\geq\alpha\}$ を $\mu$ の $\alpha$-カット ($\alpha$-cut). とよぶ。任意の
$\alpha\in(0,1]$ に対して $\mu$ の $\alpha$-カットが有界であるとき $\mu$ をメンバーシップ関数としてもつ
ファジィ集合は有界 (bounded) であるという。
次の定理は、 FMTP の最適解が存在するための十分条件を与える。
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定理 4 すべての $\mu_{i},$ $i\in I$ が上半連続であり、 ある $i\in$ 月こ対して $A_{j}$ が有界であり、 $T$

が上半連続 t-ノルムならば $S_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}}^{*}\neq\emptyset$ となる。

次の系は、 FMMP の最適解が存在するための十分条件を与える。

系 1 すべての $\mu_{i},$ $i\in I$ が上半連続であり、 ある $j\in I$ に対して $A_{j}$ が有界であるなら
ば $S_{\mathrm{F}\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}^{*}\neq\emptyset$ となる。

$\mathrm{A}\subset[-\infty, \infty]$ を空でない区間とし、 $\{T_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ を t-ノルムの族とする。 $g:\mathrm{R}^{n}\mathrm{x}\Lambdaarrow[0,1]$

を各 $x\in \mathrm{R}^{n}$ と $\lambda\in\Lambda$ に対して

$g(x, \lambda)\equiv T_{\lambda}(\mu_{1}(\gamma_{1}(x-d_{1})), \cdots, \mu\ell(\gamma_{\ell}(x-d_{\ell})))$

と定義する。各 $\lambda\in\Lambda$ に対して、 $g(\cdot, \lambda)$ : $\mathrm{R}^{n}arrow[0,1]$ は t-ノルム $T_{\lambda}$ を用いた FMTP の

目的関数である。最適値関数 $\phi:\Lambdaarrow[0,1]$ および最適解写像 $\Phi$ : $\Lambda\sim>\mathrm{R}^{n}$ (集合値写像)

を各 $\lambda\in\Lambda$ に対してそれぞれ

$\phi(\lambda)\equiv\sup\{g(x, \lambda) : x\in \mathrm{R}^{n}\}$

および

$\Phi(\lambda)\equiv\{x\in \mathrm{R}^{n} : \phi(\lambda)=g(x, \lambda)\}$

と定義する。各 $\lambda\in\Lambda$ に対して、 $\phi(\lambda)=g(oe, \lambda)$ となる $x\in \mathrm{R}^{n}$ が存在するならば、 $\phi(\lambda)$

は t-ノルム鳳を用いた FMTP の最適値になり、 $\Phi(\lambda)$ は t-ノルム $T_{\lambda}$ を用いた FMTP
のすべての最適解の集合になる。

定理 5 $\lambdaarrow\lambda_{0}$ のとき $T_{\lambda}$ が T\mbox{\boldmath $\lambda$}。に収束し、窺が連続ならば $\phi$ は $\lambda_{0}$ において連続にな
る。 ここで、 $\lambda,$ $\lambda 0\in\Lambda$ である。

$\mu$ を $\mathrm{R}$ から $[0,1]$ への関数とする。集合 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu)\equiv\{x\in \mathrm{R} : \mu(x)>0\}$ を $\mu$ のサ
ポート (support) という。 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}(\mu)$ が有界であるとき、 $\mu$ をメンバーシップ関数として
もつ R 上のファジィ集合はサポート有界 (support bounded) であるという。 \mbox{\boldmath $\lambda$}0\in \Lambda の
適当な近傍 $V\subset \mathrm{A}$ に対して和集合 $\bigcup_{\lambda\in V}\Phi(\lambda)\subset \mathrm{R}^{n}$ が有界となるとき、 $\Phi$ は $\lambda 0$ のまわ

りで–様有界 (uniformly bounded) であるという。 $\Phi$ が $\lambda 0\in$ A のまわりで–様有界
であり、 さらに $\lambda_{k}arrow\lambda_{0},$ $x_{k}arrow\varpi_{0}$ かつ $x_{k}\in\Phi(\lambda_{k})(k=1,2, \cdots)$ であるような任意の列
$\{\lambda_{k}\}\subset$ A および $\{oe_{k}\}\subset \mathrm{R}^{n}$ に対して鋤 $\in\Phi(\lambda_{0})$ が成立するとき、 $\Phi$ は $\lambda_{0}$ において

上半連続 (upper semicontinuous) であるという。 また、 $\lambda_{k}arrow\lambda_{0}\in\Lambda$ となる任意の列
$\{\lambda_{k}\}\subset \mathrm{A}$ と任意の細 $x_{0}\in\Phi(\lambda_{0})$ に対して、 $x_{k}arrow$ 鞠かつ $x_{k}\in\Phi(\lambda_{k})(k\geq k_{0})$ となるよ

うな整数 $k_{0}>0$ と点列 $\{x_{k}\}\subset \mathrm{R}^{n}$ が存在するとき、 $\Phi$ は $\lambda 0$ において下半迎続 (lower
semicontinuous) であるという。 $\Phi$ は $\lambda 0\in$ A において上半かつ下半連続であるとき、
$\lambda_{0}$ において野牛 (continuous) であるという。

定理 6 すべての鈎, $i\in I$ tま $[0, \infty)$ 上で連続で、ある $j\in I$ に対して $A_{j}$ はサポート有界
であり、 $\lambdaarrow\lambda_{0}$ のとき乃は T\mbox{\boldmath $\lambda$}。に収束し、 T\mbox{\boldmath $\lambda$}。は連続とする。 ここで、 $\lambda,$ $\lambda_{0}\in\Lambda$ であ

る。 このとき、 $\Phi(\lambda_{0})\neq\emptyset,$ $\phi(\lambda_{0})>0$ ならば $\Phi$ は $\lambda_{0}$ において上半連続になる。 さらに、
$\lambda_{0}$ のある近傍 $V\subset \mathrm{A}$ が存在して任意の $\lambda\in V$ に対して $\Phi(\lambda)\neq\emptyset$ となり、 $\Phi(\lambda_{0})$ が単
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集合ならば $\Phi$ は $\lambda_{0}$ において連続になる。

4. 結論 本稿では、 ファジィ maximin およびmax-T 型配置問題を考え、主に、 ファジィ
$\max$-T 型配置問題を扱った。まず、三角型ノルムのいくつかの性質を与えた。次に、 ファ
ジィ maximin およひ max-T 型配置問題の最適解が存在するための十分条件を与えた。
最後に、三角型ノルムに対するファジィ max-T 型配置問題の最適解の安定性について調
べた。
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