
固有値/特異値計算ライブラリの性能評価のための
数式処理のアルゴリズム

$\mathrm{J}\mathrm{S}\mathrm{T}$ . 立教大学木村欣司 (Kinji Kimura)
Japan Science and Technology Agency, Faculty of Science, Rikkyo University

1 はじめに

新しい固有値あるいは特異値計算, 固有ベクトルや特異ベクトルのための計算アルゴリズムを開
発することはそれ自体が容易なことではないが, 既存のライブラリとの比較評価をおこなうことも
また容易なことではない. 著者は, 京都大学中村研究室の新しい特異値分解アルゴリズム設計実装
ならびにその評価の研究に関わっているためその必要があった. その研究は現在も進行中である
が, これまで利用してきた比較評価のためのさまざま手法について報告する.
既存のライブラリとの比較評価をおこなうことは, あらかじめ固有値/特異値, 固有ベクトルや特
異ベクトルのわかっている行列を構成することと同値である. それにより, 個々のライブラリが真
値とどのくらい違った値を計算するかを測定することができる. あらかじめ固有値/特異値, 固有
ベクトルや特異ベクトルのわかっている行列を構成する手法は, 以下の 6つに分類される.

1. 精度保証付き数値計算を利用する

2. 与えられた固有値や特異値をもつ行列を構成する

3. 三角関数などで真値を書くことのできる行列を利用する

4. あらかじめ固有多項式のわかっている行列を利用する

5. Kronecker積を利用する

6. 数式処理を利用して十分に高精度な値を計算する

これらを順に紹介する.

2 精度保証付き数値計算を利用する方法

21 概略

1. 計算精度が doubleのプログラム $\mathrm{P}$ を用意する.

2. $\mathrm{P}$ の doubleの演算をすべて多倍長数の演算に置きなおす そのプログラムを $\mathrm{Q}$ とする.

3. 整数の行列 $\mathrm{R}$ を用意する.

4. $\mathrm{Q}$ に $\mathrm{R}$ を入力し, 多倍長数で固有値と固有ベクトルの近似値を求める.
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5. 近似固有値/特異値に対して, 多倍長数で精度保証付き数値計算をおこない近似固有値/特異値
の精度を調べる.

6. 近似値の精度が 10進で 16桁をはるかに超えていれば血腫とみなす.

7. $\mathrm{P}$ に $\mathrm{R}$ を入力し近似計算をおこなう.

8. 7. でえられた double の近似値を多倍長数に変換し, 4. で構成された真値との差を多倍長数で
計算する.

2.2 精度保証付き数値計算のための公式

現在, 固有値や特異値のための精度保証付き数値計算のための公式は多数存在する. 固有ベクト
ル/特異値ベクトルについても公式が存在する. 詳しくは, [10][14][15] を参照されたい.

2.3 実装についての注意

P の double の演算をすべて多倍長数の演算に置きなおすことは容易に可能である. そのような
目的で

1. $\mathrm{M}\mathrm{P}\mathrm{F}\mathrm{U}\mathrm{N}/\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{C}$

2. Omni OpenMP Compiler Project(GMP)

は, 大変優れた道具である.

3 与えられた固有値や特異値をもつ行列を構成する方法

31 密行列の場合

1. 適当な対角行列 $D$ を用意する.

2. $n\cross n$ の乱数行列を用意し, それを $X$ とする.

3. あらかじめ固有値のわかっている対称行列を構成する場合, $X$ に対して多倍長数でグラムシュ
ミットの直交化法をおこない直交行列 $\mathrm{Y}$ を用意する. 非対称行列の場合, $X$ に対して多倍長

数で逆行列 $Z$ をつくる.

4. 対称行列の場合は, $B=\mathrm{Y}D\mathrm{Y}^{T}$ を多倍長数で計算することにより得られる. 非対称行列の場
合は, $C=XDZ$ を多倍長数で計算することにより得られる.

5. 多倍長数の行列 $B,$ $C$ から double の行列 $B’,$ $C’$ に変換する.

特異値の場合も, これらの方法を変形することで対応できる. たとえ 4. の後に精度保証をしたとし

ても, 5. で変換誤差が発生するためこの方法は数学的に厳密ではない. しかし, これこれの条件を

みたす行列で実験をおこないたいという場合には便利な方法といえよう.
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32 対称行列の場合の改良

内積は誤算を含みやすいため, 対称行列の場合には次のような方法も知られている.

1. 適当な対角行列 $D$ を用意する

2. 多倍長数を利用して適当な Jacobi 回転行列を生成し, それを $D$ の左右からかける

3. 非対角成分が大きくなるまで, 2. を繰り返す.

33 与えられた固有値や特異値をもつ 3重対角行列/2重対角行列を構成する方法

多倍長数を利用した Lanczos法を用いて対角行列を 3重対角行列に変換することにより実現でき
る.[16] 非対称三重対角行列の問題を構成する場合には, 双 Lanczos法を用いればよい.[8] 与えられ
た特異値をもつ 2重対角行列をつくるには, Golub-Kahan-Lanczos法を用いることができる.[4] 適
当な Jacobi 回転行列を生成しそれを $D$ の左右からかけるという操作を繰り返すと次第に非 $0$ 成

分が外側に広がっていくため, 直交行列を左右からかける操作では与えられた固有値や特異値をも
つ 3重対角行列を構成できないことを注意する.

4 三角関数などで真値を書くことのできる行列を利用する方法

そのような行列で有名なものとして,

1. Helmholtz方程式の 5点差分からつくられる行列

2. Poisson方程式の 5点差分からつくられる行列

を挙げる. これらの行列は, 固有値と固有ベクトルの厳密解を三角関数で書き下せる.

41 3重対角行列 (I)

411 定理

$n$次の 3重対角行列 [17]

$A=$

の固有値 $\lambda_{j}$ , 固有ベクトル $x^{[j)}$ は次式で与えられる.

$\lambda_{j}=b+2\sqrt{ac}\cos\frac{j\pi}{n+1}$ $(1 \leq j\leq n)$ ,

$x^{(j)}=[ \sin\frac{j\pi}{n+1},$ $\sqrt{\frac{a}{c}}\sin\frac{2j\pi}{n+1},$
$\cdots,$

$( \rho_{\frac{a}{c}}^{n-1}\sin\frac{nj\pi}{n+1}]^{\mathrm{T}}$ .
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Helmholtz 方程式や Poisson方程式の 5点差分行列の固有値問題は, 適当な行列を左右からかける
ことによりこの形式の 3重対角行列に変換できるため厳密解が三角関数で書き下せる.[5] 3重対角
行列の $\check{\tau}$スト行列という意味でもこの定理は重要である.

412 密行列への変換

$A$ $=$

この関係を利用する.

42 3重対角行列 (II)

4.2.1 定理

$n$次の 3重対角行列 [16]

$\overline{A}_{n}$

$=$

$\tilde{A}_{n}$ の固有多項式を $\Gamma_{n}.(\lambda)$ としたとき $\Gamma_{n}(\lambda)=(2-\lambda)\Gamma_{n-1}(\lambda)-\Gamma_{n-2}(\lambda)$ であり,

$\lambda_{j}=4\sin^{2}(\frac{2j-1}{2(2n+1)}\pi)$ , $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$

となり, 固有ベクトルは

$x^{(j)}$
$=$ $[ \sin(\frac{n(2j-1)}{2n+1}\pi),$ $\sin(\frac{(n-1)(2j-1)}{2n+1}\pi),$ $\cdots,$

$\sin(\frac{2j-1}{2n+1}\pi)]^{\mathrm{T}}$

となる.
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43 2重対角行列 (I)

$A$ のコレスキー分解は,

$A=$ $LL^{\mathrm{T}}=$

となり, 行列 $L^{\mathrm{T}}$ の特異値と右特異ベクトルは,

$\sigma_{j}$ $=$ $2 \sin(\frac{j\pi}{2(n+1)})$ , $x^{(j)}=[ \sin\frac{j\pi}{n+1},$ $\sin\frac{2j\pi}{n+1},$
$\cdots,$

$\sin\frac{nj\pi}{n+1}]^{\mathrm{T}},j=1,2,$
$\ldots,$

$n$

となる.

431 密行列への変換

$L^{\mathrm{T}}$ の逆行列は

$L^{-\mathrm{T}}$
$=$

$k^{\gamma}x\text{る}$ . $L^{-\mathrm{T}}$ の特 g と Eg異ベクトルは

$\sigma_{j}$ $=$
$\frac{1}{2\sin(\frac{j\pi}{2(n+1)})}$

, $x^{(j)}=[ \sin\frac{j\pi}{n+1},$ $\sin\frac{2j\pi}{n+1},$
$\cdots,$

$\sin\frac{nj\pi}{n+1}]^{\mathrm{T}},j=1,2,$
$\ldots,$

$n$

となる.

4.4 2重対角行列 (II)

$\tilde{A}_{n}$ のコレスキー分解は,

$\tilde{A}_{n}$ $=$ $\tilde{L}\tilde{L}^{\mathrm{T}}=$

1
$-11$

$-11$

$::$ : $-11)$ ,
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より $\tilde{L}^{T}$ の特異値は,

$\sigma_{j}=2\sin(\frac{2j-1}{2(2n+1)}\pi)$ , $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$

となり, 右特異ベクトルは

$x^{(j)}$
$=$ $[ \sin(\frac{n(2j-1)}{2n+1}\pi),$ $\sin(\frac{(n-1)(2j-1)}{2n+1}\pi)$ , $\cdot$ .. , $\sin(\frac{2j-1}{2n+1}\pi)]^{\mathrm{T}}$

となる.

441 密行列への変換

$\tilde{L}^{\mathrm{T}}$ の逆行列は

$\tilde{L}^{-\mathrm{T}}$

$=$

となる. $\tilde{L}^{-\mathrm{T}}$ の特異値は,

$\sigma_{j}=\frac{1}{2\sin(\frac{2j-1}{\mathit{2}(2n+1)}\pi)}$
, $j=1,2,$ $\ldots,$

$n$

となり, 左特異ベクトルは

$x^{(j)}=[ \sin(\frac{n(2j-1)}{2n+1}\pi),$ $\sin(\frac{(n-1)(2j-1)}{2n+1}\pi),$ $\cdots,$
$\sin(\frac{2j-1}{2n+1}\pi)]^{\mathrm{T}}$

となる.

45 有名な参考文献の紹介

Robert $\mathrm{T}$ Gregory, David $\mathrm{L}$ Karney, Collection of Matrices for Testing Computational Algorithms
Interscience, (1969) は, このように三角関数などで厳密解を書くことのできる行列が多数記載され
ている優れた本である. なお, ここでは代表的な例のみを紹介したがこのような議論はさらに–般
化できかなり大きなクラスの行列の厳密解が三角関数などで記述できる. それらの詳細は, 今後論
文などで紹介するつもりである.

5 あらかじめ固有多項式のわかっている行列を利用する方法

1変数代数方程式

$f(x)=x^{n}+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_{0}$
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の根を固有値とするコンパニオン行列 $C_{n}$ は

$o_{n}$ $=$ $(0^{:}001.$

$::$ : $:.:.:$

.
$0001:$

.
$=_{a_{n}}^{a_{n}}\cdot=_{1}^{2}=_{a_{1}}^{a_{0}}|)$

である.

よって, $\tilde{A}_{n}C_{n}(\tilde{A}_{n})^{-1}$ などにより与えられた固有多項式の根を固有値とする整数の非対称行列を
構成することができる. あらかじめ根のよくわかっている多項式を利用するとよいであろう. もち
ろん, 整数を要素とする対角行列 $D$ に対して $\tilde{A}_{n}D(\tilde{A}_{n})^{-\mathit{1}}$ などにより整数の非対称行列を構成する
こともできる.

6 Kronecker積を利用する方法

6.1 基本性質

$m$次正方行列 $A$ と $n$次正方行列 $B$ の Kronecker積 $A\otimes B$ は $mn$次正方行列であるが, $A$ の固有値
を $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{m},$ $B$ の固有値を $\mu_{1},$

$\ldots,$
$\mu_{n}$ とすると $A\otimes B$ の固有値は $\lambda_{i}\mu_{j}(i=1, \ldots, m:j=1, \ldots, n)$ で

ある. さらに, $m$次正方行列 $A$ の固有ベクトルを $v_{1},$
$\ldots,$

$v_{m}$ として $n$次正方行列 $A$ の任意の固有ベク
トルを $w_{1},$

$\ldots,$
$w_{n}$ とすれば Kronecker積 $A\otimes B$ の固有ベクトルは $v_{i}\otimes w_{j}(i=1, \ldots, m:j=1, \ldots, n)$

である. すなわち

$(A\otimes B)\cross(v:\otimes w_{j})=(A\cross v_{\mathrm{t}})\otimes(B\cross w_{j})=(\lambda_{i}v_{i})\otimes(\mu_{j}w_{j})=(\lambda_{1}\mu_{j})(v_{1}\otimes w_{j})$

ここで, $\cross$ は通常使う行列とベクトルの積である. $(A\mathrm{x}v_{i})\otimes(B\cross w_{j})=(\lambda_{i}v_{i})\otimes(\mu_{j}w_{j})$ を示すこ
とは容易でないので, [9] を参照されたい. また, $A\otimes B$ の逆行列は, $A^{-1}\otimes B^{-1}$ である.

62 終結式の応用

Kronecker積 $\otimes$ により構成される行列の固有多項式を計算する,

$U=,$ $V=,$ $W=U\otimes V=(_{gj}^{aj}$
$djaldlgl$

$amdmgmdkgkakhjejbjhlelbl$ $hmembmhkekbkfjcjflijclil$ $fmcmimfkckik$ ).
$W$ の固有多項式を計算する手順は以下のように与えられる.

1. $U$ と $V$ の固有多項式を個別に計算する,

$f(x)=\det(U-xI)$ $=$ $-x^{3}+(a+e+i)x^{2}+(-ea-ia+db+gc-ie+hf)x$

$+(ie-hf)a+(gf-id)b+(hd-ge)c$,

$g(x)=\det(V-xI)$ $=$ $x^{2}+(-j-m)x+mj-lk$ .
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2. 次の多項式を計算する,

$h(x, y)= \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}(g(\frac{x}{y}))$ .

3. $W$ の多項式は, 次の終結式を計算すればよい,

$\det(W-xI)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{y}(f(y), h(x, y))$ or $-\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{y}(f(y), h(x, y))$ .
この例の場合には, $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{y}(f(y), h(x, y))$ を選ぶ. $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{y}$ とは $y$ について終結式を計算することを意
味する.

数式処理を利用することにより固有多項式を高速に計算できるが, 個々の行列の固有値や固有ベク
トルを高精度に計算することにより大きな行列の固有値や固有ベクトルを構成するほうが効率が
よい. ここでは, 数学的興味として紹介する.

7 数式処理を利用して十分に高精度な値を計算する方法

数値計算ライブラリの性能を評価することを目的としているため, 整数を要素とする行列につい
てのみ議論をする. その理由は, 入力した時点で数値誤差を含まないようにするためである.

7.1 整数を要素とする非特異な密行列の連立–次方程式Ax=v を解く方法

Hensel構成により計算する方法を紹介する.[2] この方法は, 数値計算の連立–次方程式の反復改
良法 (残差修正法) に対応する.

$x=x_{0}+px_{1}+p^{\mathit{2}}x_{2}+\cdots$

$P$進数で展開すると,

$A(x_{0}+px_{1}+p^{2}x_{2}+\cdots)=v$ mod $p^{\alpha}$ .
$A$ を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ で–度 $\mathrm{L}\mathrm{U}$分解すれば

$Ax_{0}$ $=v$ mod $p$

$Ax_{1}$ $=$ $\frac{v-Ax_{0}}{p}$ mod $p$

$Ax_{2}$ $=$

$(v-Ax_{0})/p-Ax_{1}$
mod $p$

$p$

は高速に解くことができる. さらに, $P$進整数から有理数への変換法が存在する.

7.2 整数を要素とする密行列の行列式の評価公式

$n\cross n$ の行列 $A$ に対して $\det(A)$ の評価は以下のようにおこなう.[11]

$A=$ ( $a_{n,1}a_{1,1}:$
.

$::$ : $a_{\mathrm{n},n}a_{1,n}:.$ ),
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より

$u_{1}=(a_{1,1}, \ldots, a_{1,n}),$
$\ldots,$

$u_{n}=(a_{n,1}, \ldots, a_{n,n})$ , $v_{1}=(a_{1,1}, \ldots, a_{n,1}),$
$\ldots,$

$v_{n}=(a_{1,n}, \ldots, a_{n,n})$ ,

を定義すると, Hadamard の公式より

$\det(A)$ の絶対値 $\leq$ $\min(||u_{1}||_{\mathit{2}}||u_{2}||_{2}\ldots||u_{n-1}||_{2}||u_{n}||_{2}, ||v_{1}||_{2}||v_{2}||_{2}\ldots||v_{n-1}||_{\mathit{2}}||v_{n}||_{2})\equiv H$ .

7.3 多変数多項式を要素とする行列の行列式の評価公式

多変数多項式の 1 ノルムは, 係数の絶対値の総和と定義する.

として Hadamard の公式を適用する. そのときの値を $H_{1}$ とすると

多変数多項式を要素とする行列の行列式の係数の絶対値最大 $\leq H_{1}$

が成立する. 詳しくは, [3] を参照されたい.

731 系:固有多項式の係数の絶対値最大の見積もり公式

として Hadamard の公式を適用する. そのときの値を $H_{2}$ とする $H_{2}$ は固有多項式の係数の絶対値
の上界を与える.

74 整数を要素とする行列の固有多項式の計算

741 方法 I

最小多項式の次数が行列サイズに満たない場合にも利用できる算法を紹介する. まず, 固有多項
式の係数の上界 $H_{2}$ がわかっていることを注意する. 有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$上で”ガウスの消去法の拡張” を
おこなうと, いかなる整数を要素とする行列も上 Hessenberg行列に変形できる. ここで, ”ガウス
の消去法の拡張”による上 Hessenberg 行列への変形は数値計算ではもはや過去の算法であるため
老婆心ながらここで述べる.

$n$ を行列サイズとし pivot の成分を $a(k, k)$ とすると

$\alpha=\frac{a(i,k)}{a(k,k)}$

$a(i,j)arrow a(i,j)-\alpha a(k,j)$ $j=k+1,$ $\ldots,$
$n$
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として消去法をおこなうのがガウスの消去法であるが, この行消去を行ったあと

$a(m, k)arrow a(m, k)+\alpha a(m, i)$ $m=1,$ $\ldots,$
$n$

として列に対して行を消去したときに用いた量を足しこみ固有値を不変にする算法である. さら

に, 上 Hessenberg行列から有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ 上の固有多項式が計算できる. 乃を変化させて何度もガウ
スの消去法の拡張を繰り返す. 中国剰余定理をもちいて固有多項式の係数を合成する. 中国剰余定
理の解の正規化条件\theta ]’ $[-$午, $\mathrm{L}_{\frac{p_{i}-1}{2}}]$ であるから $\text{�^{}p_{i}}\preceq \mathit{2}$ が $H_{2}$ 以上になると固有多項式を計算で
きたことになる.[7]

’ガウスの消去法の拡張”を利用して固有多項式を計算する代わりに Danilevsky法を用いて有限
体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ 上の固有多項式を計算することもできる.[8]

7.4.2 方法 II

最小多項式の次数が行列サイズに–致する場合のみに利用できる算法を紹介する. 正確には, $-$

致しない場合にもこの算法を利用することができるがそのときに方法 I と比較するとこの方法のほ
うが非効率であるためこの方法を利用すべきでない. 数値計算の GMRES法に対応する. $v$ を乱数
ベクトルとして $A^{k}v$ を有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ ではなく整数で計算し

$(v|Av|\cdots|A^{n-1}v)=-A^{n}v$

を連立–次方程式の解法で解く. $c_{n-1},$ $\cdots,$ $\mathrm{c}_{0}$ は固有多項式の係数となる. 解があらかじめ整数であ
るとわかっているとき Hensel構成の実装は工夫できる. 整数から有理数に変換する必要がないの
はあきらかであるが, 数値計算の残差反復法のアナロジーであることからも明らかなように右辺の
残差ベクトルが $0$ になった時点で計算を終了してよい. 賜を $[-^{\mathrm{L}^{-\underline{1}}E}2’ \frac{-1}{2}]$ に規格化することにより
残差が $0$ になる $j$ が存在することが保証されるのである.

8 1変数代数方程式の実根を求める方法

非対称行列の固有値までも扱うには複素根までもとめる方法を考えなければならないが, 複素根
までもとめるアルゴリズムは数多く存在しどのような算法が高速であるかすべてを実装し確認す
ることは困難である. 対称行列の固有値や特異値の固有多項式は全根が実根であるが, 非対称行列
では実根と複素根が混在するためその扱いも本質的に異なると思われる. よって, ここでは議論を
明確にするという目的と京都大学中村研究室の新しい特異値分解のアルゴリズムの性能評価を主
な目的としているという立場から実根のみを求める方法についてのみ紹介することとする.
現在知られている代表的な計算法を 3つあげる.

1. Strum の方法

2. 平野の方法

3. Uspensky の方法
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整数を係数とする 1変数の多項式の実根を求める場合, 2. または 3. のほうが 1. よりも優れている
ことが計算量解析の結果によりすでにわかっている.[1] パラメータを係数とする 1変数の多項式の
場合, 1. を使わないかぎり実根を持つ条件を得ることはできない. また, 1. を利用することで指定
した数の実根を持つための条件なども導出できる. Pdearson らの方法 [13] も知られているが, 明ら
かに計算量が多いためここでは比較しない.

8. 1 Strum の方法

Strum の方法は有名であるため, ここでは解説しない. [11] を参照されたい. しかし, 係数にたく
さんのパラメータの持った場合にはその効率化は容易でないことを注意する. その話題は, あまり
に深い内容であるためここでは省略する.

82 平野の方法

821 数学的事実

「与えられた関数 $f(x)$ の導関数 $f’(x)$ の隣り合う実数解の間では $f(x)$ は単調な関数であり, そ
の間には高々 1つの解しか持たない」 この事実をもちいて real root finding をおこなうのが平野の
方法である.[12]

822 定理

係数が実数の多項式 $f(x)$ に対して, 次のような多項式列

$f_{1}(x),$ $f_{2}(x)_{)}\ldots,$ $f_{k}(x)$

をつくる.

1. $f1(x)=f(x)/\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(f(x), f’(x))$ とおく.

2. $f_{j}(x)$ まで定義されていて $f_{j}(x)$ の次数が 1より大きいときは
$f_{\mathrm{j}+1}(x)=f_{j}’(x)/\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(f_{j}’(x), f_{j}’’(x))$ とおく.

3. $f_{j+1}(x)$ の次数が 1より大きいときは前の操作をくり返す.

この多項式列は次の条件を満たす.

$\bullet$ すべての $f_{j}(x)$ は重複因子を持たない. $f1(x)$ と $f(x)$ は同じ解を持つ.

$\bullet$ $f_{j}(x)$ と $f_{j+1}(x)$ は共通解を持たない.

$\bullet$ $j=1,2,$ $\ldots,$ $k-1$ に対して, $\alpha,$
$\beta$ を隣り合う $f_{j+1}(x)$ の解とする. $f_{j}(x)$ は区間 $(\alpha,\beta)$ に高々 1

つの解しか持たない. もしこの区間に $f_{j}(x)$ が解を持てば $f_{j}(\alpha)$ と $f_{j}(\beta)$ は符号が異なる.

この定理により, 実根を探索できるわけである. 詳しくは, [12] を参照されたい.
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8.3 Uspensky の方法

(Descarte の符号律) 実係数をもつ多項式

$f(x)=a_{0}x^{n}+a_{1}x^{n-1}+\cdots+a_{n}$

の係数列 $a_{0},$ $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}$ の符号の変りの数 ( $0$ になるものは飛ばして数える) を $W$ とすれば, $f(x)$ の

正根 ( $0$ を入れない) の数は $W$ またはそれよりも偶数だけすくない. よって, $W$ が $0$ ならば根がな
いことは確定する. $W$ が 1ならば, 1根あることが確定する. $W$ が 2以上の場合, 領域を分割して
それぞれの領域を調べればよい. 具体的には, 以下の操作をおこなう.

$xarrow 1/(x+1)$ と変数変換すると, 新しい $x$ の $(0, \infty)$ の実根の数を調べるということは, 元の世界
では $(0,1)$ を調べることに相当する. また, $xarrow x+1$ と変数変換すると, 新しい $x$ の $(0, \infty)$ の実根
の数を調べるということは, 元の世界では $(1, \infty)$ を調べることに相当する. しかし, この二つの操
作だけでは $x=1$ の根を逃してしまうため $xarrow x+1$ の後定数項が消えていないかを check するこ
とも必要である. 以上の操作を調べている領域の実根の数が $0$ または 1になるまで繰り返す.
しかし, このような操作だけでは $x=10^{10000000}$ のような根には対応できない. そのために, 次の

定理を用意する.

8.3.1 定理

実係数の方程式

$x^{n}+a_{1}x^{n-1}+\cdots+a_{n}=0$

において, 負の係数を $a_{\alpha},$ $a_{\beta},$ $a_{\gamma},$
$\cdots$ とすれば

$G_{4}=2 \max[(|a_{\alpha}|)^{1/\alpha}, (|a_{\beta}|)^{1/\beta}, (|a_{\gamma}|)^{1/\gamma}, \cdots]$

が正根の限界である.[6] よって, $xarrow 1/x$ により最小の正根を下から抑えられる. この定理によっ
て原点移動がおこなえるため $x=10^{100\mathfrak{X}000}$ のような根にも対応できる.

9 タイミングデータ

以下の計算は, Intel Xeon 2. $8\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , Memory $2\mathrm{G}\mathrm{B}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{e}$によっておこなった. $1000\cross 1000$ の整数を
要素とする対称行列を用意した. 各行列の要素には 1から 10の整数の乱数を格納した. はじめに、
この行列の固有多項式を計算することを試みる. 方法 II を用いた場合, 固有多項式を計算するのに
24分 45秒を必要とした. 方法 I を用いた場合, 1時間以上計算したが終わらなかった. さらに, す
べての実根を求めるために平野の方法では 15分 36秒を必要とした. Uspensky の方法では 18分 45
秒を必要とした. 十分現実的な時間で数式処理により数値計算ライブラリの評価のためのテスト行
列を作成できる.

10 まとめ

数値計算ライブラリの性能を評価するためにあらかじめ真値のわかっている行列を如何に構成す
るかという問題に対して十分に多くの手法を紹介できたと考える. 新しいライブラリを設計実装し
た際に, その評価のためここでの議論が役立つことを期待する.
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