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1 はじめに

複素数体 $\cap$. 上の $\mathrm{D}_{n}$ 型リー環 $0_{n}.$’ を

$\mathfrak{o}_{\sim},,,$ $=$ { $X\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\sim n},(^{\prime t^{\neg}}.)$; 髪 J‘b $+J_{2n}X=O$}

と定義する. ここで」\tilde ’n は反対角線上に 1が並び, 残りの成分はすべて $0$ であるような
$2:t$ 次の非退化対称行列とする. このとき, $X$ がへの元であることと, それが反対角線に

ついて交代的であることとは同値である (本稿ではこれを略して反交代的と呼ぶことにす

る). 上のように $0_{\sim n}$’ を実現すれば, 対角行列, および上三角行列からなる部分空間は, そ

れぞれ $0_{\sim n}$’ の Cartt 部分代数, および正ルートベクトルで張られるベキ零部分代数とな

ることに注意する. これらを $\mathfrak{y},$ $\mathfrak{n}$ とかこう.

リー環 $\mathfrak{o}_{2n}$ の普遍包絡環 $U(0_{\lrcorner t}’)$ の中心 ZU$(0_{-n}’)$ は, その生成系として, $U(0_{?Jl})$ の元を成

分とする 2n 次の反交代行列で, かつ, その対角線上および上三角部分に, それぞれ U(y)

および $\mathfrak{n}$ の元が並ぶ行列 $\Phi$ の列 (小) 行列式およびパフィアンで与えられる元をもつこと

が知られている (cf. [91).

一般に, 成分が非可換な行列 $\Phi=(\Phi_{i.j})_{i.j=1\ldots..- n},\text{の列行列式}\det(\Phi)\text{は}$

$\det(\Phi)=\sum_{\mathrm{s}_{2n}\sigma\in 1^{\vee}}$
sgn ($\sigma\rangle\Phi_{\sigma\langle 1),1}\Phi_{\sigma(2)_{\wedge}}.’\cdots\Phi_{\sigma(2n)_{-}n}.$’ (1.1)

で定義される. さらに行列 \Phi =(\Phi i,j $\rangle$ij=l,...,諏が反交代的ならば \Phi J2lZ のパフィアン (本稿

では単に Pf $(\Phi)$ とかく) は,

Pf $( \Phi)=\frac{1}{2^{n},\iota!}\sum_{\vee\sigma\in\tilde{4}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$

,
sgn $(\sigma)\tilde{\Phi}_{\sigma(1\rangle.\sigma\langle_{\sim})},\tilde{\Phi}_{\sigma\langle 3)\rho \mathrm{r}4)}\cdots\tilde{\Phi}_{\sigma(_{\wedge}n-1),\sigma(2n)}$, (1.2)
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で定義される. ただし, $\tilde{\Phi}_{i.j}$ は $\Phi J_{2n}$ の ($i,$ $j\rangle$ 成分を表す.

列行列式型の中心元の最高ウェイト加的野の固有値は容易に計算できる. 例えばそれが
行列 $\Phi=(\Phi_{i,j})$ の列行列式 $\det(\Phi)$ で与えられるとすると, これを最高ウェイトベクトル

にほどこせば, 構成の仕方から, $i<j$ ならば $\Phi_{i,j}\in \mathfrak{n}$ なので, 和 (1.1) で生き残るのは,
$\sigma=1$ に対応する項のみとなるからである.

しかし, パフィアン型の中心元の固有値を同じように計算することはできない.

そこでまず可換な場合を考える. 反交代行列 $X\in 0_{2n}$ を

$X=$ (1.3)

とかく. ここで, $a,b,$ $c$ はすべて $n$ 次の正方行列で $b.c$ は反交代的である. このとき,
$XJ_{\wedge},n$ のパフィアン (上のようにこれを単に Pf (めとかく) は次のように展開される (系

2.3):

Pf (X)
$= \sum_{\backslash }^{\lfloor n/\mathrm{J}}\underline’\sum_{Jk=0}$ ,sgn $(\overline{I},I)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\overline{J},J)\det(a_{\overline{J}}^{\overline{J}}\rangle$ $\mathrm{P}\mathrm{f}(b_{l})$ Pf ($c_{J}\rangle$ . (1.4)

ここで, 2番目の和は* El $:=\{1,2, \ldots,n\}$ に含まれ, かつ, 濃度が $k$ であるすべての添字

集合 l,」にわたる. また $\overline{I}$ および $\overline{J}$ は $[n]$ における $I$ および $J$ の補集合を表し, $a_{\overline{J}}^{\overline{l}}$ は行,

列の添字がそれぞれ $\overline{I},$ $\text{」^{}-}$ に入る $a$ の部分行列: $b_{l},$ $c_{I}$ は行, 列の添宇がともに $I$ に入る $b,c$

の部分行列を表す (詳細については, 記号と約束, および 2節を参照のこと).

実はさらに, パフィアンの和公式 (1.4) は $a$ が矩形の場合も成り立つ (cf. [41). より正

確には, $p,q$ を $p+q=2r\iota$ を満たす正整数, $a$ を $\mathrm{p}\cross \mathrm{q}$-行 FIJ, また $b,$ $c$ をそれぞれ $P$ 次お

よび $q$ 次の反交代行列とし, $X\in$ へを (1.3) のように書く. ただし, $(2, 2)$-ブロックは
$-\text{」_{}q}{}^{t}aJ_{p}$ とする. このとき, (1.句と同様の公式が成り立つ (定理 2.1). また, 石川-若山の

パフィアンの和公式 ([4, Theorem 35]) は, $p,$ $q$ ともに偶数の場合の我々の公式に–致す

ることが容易に示せる.

非可換な場合に戻ろう. $X$ をその $(i, j)$ 成分が $X_{i,j}$ $:=E_{i,j2n-j.\iota}-\text{」}E-i\text{」_{}2n}\in \mathfrak{v}_{2n}\subset U(0_{\vee},,)$

で与えられるような反交代行列とする. ただし, $E_{i,j}$ は仏 $j$) 成分のみが 1で, その他の

成分は $0$ である行列単位を, また $-i$ は $2n+1-i$ を表す. このとき, 非可換パフィアン

Pf (X) は次のように展開される (定理 3.6):

定理. $U(0_{2n})$ に成分を持つ反交代行列 $X$ を (1.3) のように色付けするとき, 次の式が成
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立つ :

Pf $(\mathrm{X})$ $= \sum_{k=0}^{\lfloor n/2\rfloor}\sum_{T.J\mathrm{c}[n]}$ sgn $(\overline{I},$ $I)$ sgn $(\text{」^{}-},J)\det(a_{J}^{\overline{l}}+\mathrm{I}_{\overline{J}}^{\overline{T}}\rho(|J\overline{|}\rangle)$ Pf $(c_{J})$ Pf $(b_{I})$ .
$|\eta=|J|=2k$

ここで 1は $n$ 次の単位行列, $\rho(J)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(j-1,j-2, \cdots,0)$ とする.

この公式と, すべての $i,j$ について $b_{i,j}\in \mathfrak{n}$ である事実を使えば, 中心元 Pf $(X)\in ZU(0_{2n})$

の最高 $\text{ウ}$ エイト加群上の固有値を容易に計算できる $*1$ (系 37).

例. $n=2$ のとき, $X\in 0_{2n}$ を (1.3) のように色付けしよう:

$X=[_{C_{\vee}}^{a_{11}}a_{\frac{}{0\iota’}:_{1}}’$
$-c_{1^{-}2}a_{\mathit{2}_{\backslash }2}a_{0’}1$

.
$=_{a_{-:_{1}}}^{a_{-\mathit{2}}}b_{1,0^{\wedge}},,$

”

$=_{a_{1}’}^{b_{1}};_{2}^{\sim}]-a_{1.1}0$ . (15)

このとき, パフィアン Pf (X) は

Pf $(X)=a_{1,1}a.’.2-a.’.\iota a_{1.2}+c_{1,2}b_{1.2}$ (1.6)

となる. 右辺の第 1項と第 2項は和公式 (1.4) の $\mathit{1}=\text{」}=\emptyset$ に, 第 3項は $I=\text{」}=\{1,2\}$ に

それぞれ対応する.

非可換な場合に移って, 行列 X を (15) のようにかく. 非可換成分を持つ反交代行列の

パフィアンの定義 (1.2) より, ( $1.6\rangle$ の右辺を対称化したものが Pf (X) であるから

Pf $(X)= \frac{1}{2}(a_{1,1}a_{2_{\vee}}.’-a_{2.1}a_{1.2}+c_{1_{\sim}},’ b_{1,2}+a_{l2}a_{1.1}-a_{1_{\sim}},’ a_{2,1}+b_{1,2}c_{1_{\sim}},’)$

$=(a_{1.1}+1)a_{2.2}-a_{2.1}a_{1.2}+c_{1_{\sim}}.’ b_{1,2}$

となる. ここで交換関係 (3.6) を用いた.

記号と約束

正整数 $n$ に対し, $[n],$ $[-n]$ でそれぞれ集合 $\{1, 2, \ldots,n\},$ $\{-n, \ldots , -2, -1\}$ を表し, $[\pm n]$ $:=$

$[n]\cup[-\hslash]$ とする. また, 添字集合の組 ICJ が与えられたとき, 特に断りのない限り, 補

$\mathrm{s}1$ ここで述べる方法より簡単にパフィアン型中心元の固有値を計算できることを, 拓殖大の織田氏から指摘
していただいた.
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集合 $I$ は J においてとるものとし, 記号 u で disjoint union を表す. 反対角線について交

代的である正方行列を, 本稿では略して反交代行列と呼ぶことにする. 2n 次の反交代行
列を扱う場合, 符号付き添字を用いるのが便利である. すなわち, $i\in[2n]$ に対し, $-i$ は

2n+l–i を表すものと了解する. おしまいに, 実数 x を越えない最大整数を Lx」で表す.

2 パフィアンの和公式 – 可換な成分の場合 -

正整数 $N$ に対し, 反対角線上に 1が並び, 残りの成分は $0$ である $N$ 次の非退化対称行

列を $J_{N}$ とする:

$\text{」_{}N}:=[_{1}$
$.\cdot$

. $1]$ .

偶数次の複素直交群 $\mathrm{O}_{-,l}$, およびそのリー環 $\mathfrak{o}_{n}\underline’$ を

$\mathrm{O}_{\sim},n:=1g\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{\wedge},n(_{\vee}^{\prime\neg}..);{}^{t}gJ_{\vee},n\mathit{8}=\text{」_{}\wedge},n\}$,

$0_{\sim}’ n:=\{X\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{-n},(_{\vee}^{\mathrm{r}}‘); r_{XJ_{2n}}+J_{2\pi}X=0\}$

と実現しておく. $X$ が $0_{dl}$, の元であることと, $X$ は反対角線に関して交代的であることと

は同値で, 上で述べたように, これを略して反交代的であるということにする. X が反交
代的, すなわち $X\text{」_{}\sim},n$ が交代的であることから $XJ_{\sim},n$ のパフィアンが定義されるが, これも

単に Pf (X) とかくことにする.

さて $p+q=\mathit{2}n$ を満たす 2つの正整数 $p,q$ をとる. 約束により, $2n+1-p,$ $2n+1-(p-$
$1),$

$\ldots,$
$2n$ および $\mathit{2}n+1-q,$

$\ldots,$
$\mathit{2}n$ を, それぞれ $-p,$ $-(p-1),$ $\ldots,$

$-1$ および $-q,$ $\ldots,$
$-1$

とかくことにしたので, $X\in 0_{\sim},n$ は

$X=[xx.x_{p}\mathfrak{r}\iota_{l}.\iota_{1}=|0^{-\backslash }::;,\iota_{1}$
$xxx_{p}x_{1,\mathit{2}}=_{0_{1}’}^{:}\backslash _{\vee}^{\sim}::_{q},$

,

$:.:.\cdot::\cdot:\cdot:$

:
$xxx_{p}x_{1q}=_{1}^{-}’\backslash _{q}^{q}0::_{q}:$

:

$xx^{-2}x=^{qp}x\iota_{1_{\backslash }p}0^{-p}|::.:\underline{=}_{p}$

$:.\cdot:.\cdot::::$: $xxx_{1^{-1}}x_{p}\underline{=}_{\wedge}^{q}::,\cdot,\underline{=}_{1}^{1}0:$

:
(2.1)

とかける. ただし, $.\mathfrak{r}_{-j.-i}=-x_{i.j},$ $i,$ $-i=1,\mathit{2},$ $\ldots,p,$ $-q,$ $-q+1,$ $\ldots,$
$-\mathit{2},$ $-1$ である. サイ

ズがそれぞれ $p\mathrm{x}q,$ $p\mathrm{x}p,$ $q\cross q$ の行列 $a.b,$ $c$ を

$X=:$ (2.2)

109



で定め, さらに (22) の a,b, c の成分に次のように番号付ける:

$a=[_{a_{p,1}}^{a_{1_{\backslash }1}}|.$ $a_{p}a_{1q}|.;_{q}]$ , $b=$
$b_{1_{\sim}}.0.’.$

’

$=_{b_{1,p}}^{b_{1,2}}0|$

. ’ $c=$ $c_{1.q}c_{1}0:.\underline,$

$-\cdot c_{1_{\sim}}0^{\cdot}.,$

’

$c_{q-1,q}.\cdot.0.$: $-c_{q-1.q]}-c_{1.q}0:..\cdot$

(2.3)

また $\mathit{1}\subset[p],$ $J\subset[q]$ に対し, $a,b,c$ の部分行列を

$a_{J}^{l}:=(a_{i,j})_{i\epsilon l.j\epsilon J}$, $b_{l}:=(b_{i,j})_{i.j\epsilon J}$ , $c_{J}:=(c_{i.j}\rangle_{i,j\epsilon J}$

で定める. このとき, $b_{l}$ および $c_{J}$ もまた反交代行列となることに注意.

定理 2.1 (パフィアンの和公式). $r= \min(p, q),$ $\epsilon$ を $P$ のパリティ (すなわち $P$ の偶奇に応

じて $0$ または 1) とする. $X=\in 0_{2\pi}$ において, $a,b,c$ を ($\mathit{2}.3\rangle$ のよう [ひくラ

メトライズする. このとき, Pf (X) は次のように展開される :

Pf $(X)= \sum_{k=0}^{\lfloor r/2\rfloor}\sum_{l\subset[p].J\subset[q]}$ sgn $(\overline{I},l)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(J,J)\det(a_{\overline{J}}^{\overline{I}})\mathrm{P}\mathrm{f}(b_{\mathit{1}})$Pf $(c_{J})$ . (2.4)

$|\overline{\eta}=1^{\overline{j}}\mathrm{I}\overline{-}\sim^{k+\epsilon}$’

ただし, sgn $(I,I)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(^{\iota_{I}}\cdot;_{I}^{p})$ , sgn $(J,$ $\text{」})=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(_{J}^{1};^{q}\text{」})$ とする.

証明の概略は以下の通り $*_{\sim}’$ . まず 2-forms $\Omega$ を

$\Omega:=\sum_{\epsilon i,j[p]\mathrm{U}[-q]}e_{i}e_{j}x_{i,-j}\in\wedge^{\mathit{2}}t.\neg-,\hslash$

で定義する $*3$ . ただし p $\{e_{i}\}_{i}$ は $r.\backslash 2\prime l\vee$ の標準基底を表す. このとき, よく知られているよ

うに

$ffl=e_{1}\cdots e_{p}e_{-q}\cdots e_{-1}2^{n}n!$ Pf (X)

$-$
’ ここでは外積代数を用いた証明を与えるが, 余因子展開 (2.8) を繰り返し適用することにより証明するこ
ともできる $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[2])$ .

$\mathrm{s}3u\wedge 1’$ $\wedge\cdots\wedge w$ を, 単に $uv\cdots \mathrm{t}\mathrm{t}$’とかく.
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が成り立つ. 次に

$–$.
$:= \sum_{i\epsilon[p].j\epsilon[q]}.e_{i}e_{-j}a_{i.j}$

,
$\Theta:=\sum_{i.j\epsilon[p]}e_{i}e_{j}b_{i,j}$

,
$\Theta’:=\sum_{i,j\epsilon[q]}e_{-j}e_{-i}c_{i.j}$

とおけば, 明らかに

$\Omega=\Theta’+L^{-}$. $+\Theta$.

従って, 三項展開定理により

$\ell Y=\sum_{\mathrm{h},s.t>0}\frac{m!}{h!s!t!}2\text{轡げ}0^{\prime t}$ $(m=0,1, \ldots)$ .
$h+s+\iota=m$

また $h.s,$ $t=0,1,$ $\ldots$ に対し,

$-^{h}-.=h! \sum_{l\subset[p].J\subset \mathrm{f}q]}e;e_{-J}\det(a_{J}^{l})$
,

$|fl=|J|=l$,

$\Theta^{s}=2^{s}s!\sum_{I\subset[p],|I|=_{\wedge}s},e_{T}$
Pf $(b_{l})$ , (2.5)

$\Theta’’=2^{t}t!\sum_{J\subset[q].|A=_{-}\iota},e_{-J}$
Pf $(c_{J})$ (2.6)

となる. ただし, 簡単のため $I=\{i_{1}<i_{\mathit{2}}<\cdots<i,.\}..\text{」}=\{j_{1}<j_{2}<\cdots j_{s}\}$ のとき,

$e_{l}:=e_{i_{1}}e_{i_{2}}\cdots e_{l_{r}}$ および $e_{-J}:=e_{-j}.e_{-j_{s- 1}}\cdots e_{-j_{1}}$

とおいた.

これらを $\alpha$ に代入すると

$\zeta y=2^{n}n$ !
$\sum_{h,s,l>0}\sum_{l_{1}J\subset[p],J_{1}J\subset[q]},e_{I_{1}}e_{l}e_{-J_{1}}e_{-J}\det(a_{J_{1}}^{I_{1}})$

Pf $(b_{l})$ Pf $(c_{J})$ . (2.7)

$h+s+t=n$ $|l_{1}|=|J_{1}|=h$

$|l|=_{\sim}’ s.|fl=2t$

ffl は最高次なので, 和 (2.7) で生き残るのは, Il $\mathrm{u}I=[p]$ かつ $J_{1}\mathrm{u}J=[q]$ を満たす
$I_{1}$ , I, 」h」に対応する項のみ. 特に $h+\mathit{2}\mathrm{s}=p$ および $h+2t=q$. そこで $h=2k+\epsilon$ とお

けば定理の式を得る.

注意 22. 交代行列 $A=(a_{i.j})_{i.j\epsilon[_{\sim}n]}$, と添字集合 $I\subset[2n]$ に対して, 行および列の添え字が

ともに $I$ に属する部分行列 $(a_{i.j})_{i.j\epsilon T}$ を $A_{l}$ で表す. $i,$ $j\in[2n]$ に対し, パフィアンの $(i_{j},)$
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余因子 $\gamma_{i,j}(A)$ は

$\gamma_{i.j}(A\rangle=\{$

$(-1)^{i+j-1}$ Pf $(A_{[1..\iota..j..2n]},\rangle$ if $i<j$ ,
$0$ if $i=j$,

$(-1)^{i+j}$ Pf $(A_{[\iota..j..\iota..2n]},)$ if $i>j$,

で定義される. ただし, $l$

’
は i を除くことを意味する. このとき, 行列式の場合と同様, 次

の展開公式が成り立つ :

$\delta_{i,j}$ Pf $(A)= \sum_{k=1}^{2n}$ $a_{i.k}$ $\gamma_{j,k}(A)$ . (2.8)

(cf. [8])

$A$ のパフィアン余因子行列は, 定義により, その仏力成分が \mbox{\boldmath $\gamma$}t7(A) である 2n 次の交代

行列であるが, それを $\hat{A}$ と記そう. このとき $A$ が可逆ならば

$\frac{\mathrm{P}\mathrm{f}(A_{l})}{\mathrm{P}\mathrm{f}(A)}=\mathrm{s}_{\Leftrightarrow}^{\mathrm{Q}}\mathrm{n}(I,\overline{I})$ Pf $((\hat{A}/\mathrm{P}\mathrm{f}(A\rangle)_{\overline{\mathit{1}}})$ (2.9)

が成り立つ. この式を使えば, [4, Theorem 3.51に述べられたパフィアンの和公式は, $p,q$

ともに偶数の場合の我々のパフィアンの和公式 (24) に–致することが直ちにわかる. こ

こで ($2.9\rangle$ が意味を持っためには $|I|$ が偶数でなければならないことに注意.

定理 2.1で $p=q=n$ の場合をあらためて述べておこう. 次節ではこれの非可換版, す

なわち行列の成分が $U(0_{\wedge}’ n)$ の元である場合を考える.

系 2.3. $X=\in 0_{-\pi}$’ は定理と同様とする. ただし, $a,$ $b,$ $c$ はすべて $n$ 次の正方

行列とする. このとき, Pf (X) は次のように展開される :

Pf $(X)= \sum_{k=0}^{ln/2\rfloor}\sum_{I.J\subset[n]}$ sgn (I. $I)$ sgn $(I,\text{」})\det(a_{\overline{J}}^{\overline{I}})$ Pf $(b_{l})$ Pf $(c_{J})$ .
$|l|=|J|=2k$

3 パフィアンの和公式 – 非可換な成分の場合 -

次に非可換な場合を考える.

$A=(A_{i.j}\rangle$ をその成分瓜 j が非可換結合代数がの元であるような $2n$ 次の交代行列とす

る. パフィアン $\mathrm{P}\mathrm{f}(A)$ は
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Pf $(A)= \frac{1}{\mathit{2}^{n}n!}$

$\sum_{\sim,\sigma\epsilon\epsilon_{2n}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)A_{\sigma(1).\sigma(2\rangle}A_{\sigma(3),\sigma(4)}\cdots A_{\sigma(2n-1),\sigma(\mathit{0}\iota\rangle}$

,

$= \frac{1}{n!,\sigma}\sum_{\sigma\epsilon_{92n}’}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(2i-1)\prec\sigma(2:)$

$(\sigma)A_{\sigma(1),\sigma 1_{\vee})},A_{\sigma\{3;.\sigma\langle 4)}\cdots A_{\sigma(_{\sim}n-1).\sigma \mathrm{t}2n)}$,

で定義される. 結合代数d が可換ならば, 上の定義は

Pf $(A)= \sum_{\sigma}$ sgn $(\sigma)A_{\sigma(1).\sigma(2)}A_{\sigma\langle 3),\sigma \mathrm{t}4)}\cdots A_{\sigma(\mathit{2}n-1).\sigma\langle 2n)}$

に帰着する. ただし, 和 \Sigma |こおける \mbox{\boldmath $\sigma$} は, 次の条件を満たす [2川上の置換全体をわた

るものとする:

$\sigma(\mathit{2}i-1\rangle$ $<\sigma(2\iota)$ $(i=1,2\ldots., n)$ かつ $\sigma(1)<\sigma(3)<\cdots<\sigma(2n-1\rangle$.

このとき, g\epsilon GL2n(C) に対し, 可換な場合と同様, 非可換な場合でも

Pf $(gA^{l}g)=\det g$ Pf $(A)$

が成り立つ ([51を参照).

交代行列 $A=(A_{i.j})$ に対し, $d$ 係数の 2-form砿を

$\Theta_{A}=\sum_{i.j\epsilon \mathfrak{l}\sim^{n]}},e_{i}e_{j}A_{i.j}$

により定義すれば, Pf ($A\rangle$ と砿の関係は次のようになる ([5, Roposition 1.11):

$\Theta_{A’’}=e_{1}e\underline’\cdots e_{\mathit{2}n}2^{tl}n!$ Pf $(A)$ . (3.1)

さて, 普遍包絡環 $U(\mathfrak{d}_{\mathit{2}})$ の元を成分にもつ $\mathit{2}n$ 次の反交代行列 $X$ を

$X=(X_{i,j})_{i.j\epsilon[\pm n]}$ ただし $Xi.j:=E_{i},j-E-j,-i\in\Re_{\sim}n\subset U(0_{\sim}’ n)$ (3.2)

で定める. $i,j,k,$ $l\in[\pm:l]$ に対し, $X_{i,j}$ の間の交換関係は

$[X_{i.j},X_{k,l}]=\delta_{j,k}X_{i.l}+\delta_{iJ}X_{-j.-k}-\delta_{j.-l}X_{i.-k}-\delta_{i.-k}X_{-j_{\backslash }l}$ (3.3)

で与えられる.

定義により $X$ は反交代的なので, $XJ_{-n}$, のパフィアンが定義できるが, これを単に Pf (X)

と書く. これは $\mathrm{s}\alpha_{-n}$ の Adjoint 作用で不変で, $U(0_{2n})$ の中心 ZU$(0_{\mathit{2},\iota})$ に属する. 実はバ
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フィアン型の中心元は, 直交リー環 02$n$ の実現によらず, すなわち, 上の」2n の代わりに

任意の非退化対称行列 $S$ をとっても構成できる (証明は, 例えば [21を参照). (3.2) の行

列 $X$ に対し, 普遍包絡環 $U(0_{2n})$ に係数を持つ $\mathit{2}$-fonn を

$\Omega=\sum_{i.j\epsilon[\pm n]}e_{i}e_{-j}X_{i,j}\in\wedge\underline’\Uparrow\{\vee^{-}’\neg’ n_{\Phi U(0_{-n}’)}$,

と定義すると, 可換な場合と同様

$\Omega^{1}=e_{1}\cdots e_{n}e_{-n}\cdots e_{-1}\mathit{2}^{n}n!$ Pf (X)

が成り立つ.

可換な場合 (2.2) の $p=q=r$? のときのように, 上の行列 $X$ を

$X=$
とかく. ここで $a,b,$ $c$ はすべて $n$ 次の正方行列で

$a= \sum_{i.j\epsilon[n]}E_{i.j}\otimes a_{i,j}$
,

$b= \sum_{i,j\epsilon[n]}E_{i.-j}\Phi b_{i,j}$
,

$c= \sum_{i.j\epsilon[n]}E_{-j.i}\Phi c_{i.j}$
, (3.4)

ただし,

$a_{i.j}=X_{i.j}$ . $b_{i,j}=X_{i,-j}$ , $c_{i,j}=X_{-j,i}$ (3.5)

とおいた. $i,$ $j,$ $k,$ $l\in[\prime l]$ に対し, (3.3) と ($3.5\rangle$ より, $a_{i,j},$ $b_{i,j},c_{i,j}$ の間の交換関係は

$[a_{i.j}.a_{k,l}]=\delta_{j.k^{\theta}i\mathit{1}}-\delta_{l.j}a_{k,j}$ ,

$[a_{i.j},b_{k.l}]=\delta_{j,k}b_{i.l}-\delta_{jJ}b_{i.k}$ ,
$[a_{i.j},c_{k,l}]=\delta_{i,k}c_{l,j}-\delta_{i,l}c_{k.j}$. (3.6)
$[b_{i,j},c_{kJ}]=\delta_{j\sqrt}a_{i.k}+\delta_{i.k}a_{jJ}-\delta_{i\mathit{1}}a_{j.k}-\delta_{j.k}a_{i\mathit{1}}$.
$[b_{i,j},b_{k.l}]=[c_{i,j},cu1=0$

で与えられる.

注意 3.1. $\mathfrak{h}=\oplus_{i\epsilon[n]^{\backslash ^{m}}}-a_{i.i}$ とおくと, これは $0_{\sim}’ n$ の Cartan 部分代数で, 各 $b_{i.j}$ は正ルート

$\epsilon_{i}+\epsilon_{j}$ の/レートベクトルとなることに注意. ただし, $\epsilon_{i}\in \mathfrak{y}$

. は diag$(h_{1}, \ldots,h_{n}, -h_{n}, \ldots, -h_{1})$

を h, に写す h 上の線形形式である. この他の正ルートとして, $\epsilon_{i}-\epsilon_{j},$ $i<j$, がとれ, そ

のルートベクトルは殉となる. 実際, $l:=\oplus_{i.j\epsilon.n\mathrm{J}^{\Gamma}}\cdot a_{i.j}.’ \mathrm{u}:=\oplus_{i_{\backslash }j\epsilon[n],i<j}.\mathbb{C}b_{i,j},$ $\mathfrak{q}:=1\oplus \mathrm{u}$

とおけば, q は極大放物型部分代数で, \iota および u はその Levi 因子およびベキ零根基であ
る. また, $l$ は gいこ同型であり, 11および $\mathrm{u}^{-}:=\oplus_{i.j\epsilon[n].i<j}\bigcap_{\vee}c_{i,j}$ は可換な部分代数とな

る. (例えば [1, 61を参照).
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行列 $X$ の色付け (3.4) に対応して,

$–$.
$:= \sum_{i.j\epsilon[n]}e_{i}e_{-j}a_{i.j},$ $\Theta:=\sum_{i,j\epsilon[n]}e_{i}e_{j}b_{i,j},$ $\Theta’:=\sum_{i,j\epsilon[n]}e_{-j}e_{-i}c_{i,j}$

とおくと, 明らかに

$\Omega=\Theta’+$万 $+\Theta$

となる.

補題 3.2. $–,$ $\Theta,$ $\Theta’$ の間の交換関係は

$[\Theta, \Theta’]=4\tau_{-}^{-}.$ , $[\Theta,--.]=\mathit{2}\tau\Theta$ , $[\Theta^{\prime-},-\cdot]=-\mathit{2}\tau\Theta’$

で与えられる. ただし, $\tau=\sum_{i\epsilon[n]}e_{i}e_{-i}$ .

補題 32により, $\mathit{2}- \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{s}^{-}-\cdot,$ $\Theta,$ $\Theta’$ は [5, Lemma 411とまったく同じ交換関係 (本質的に

sJ2のそれ) を満たす. 従ってそこでの議論より, 次の命題 (三項展開定理) を得る (詳細は

[5, Lemma 4.51を参照).

命題 3.3. $m=0,1,2\ldots$ . に対し,

$\mathrm{f}F=\sum_{\dotplus’p+qr=mp.q\cdot\geq 0}\frac{m}{p\cdot!qr!}!.\mathit{2}^{r}\mathit{5}^{\langle r)}(q-p+r-1)\Theta^{\prime p}\Theta^{q}$

が成り立つ. ただし, $u\in^{\wp}\vee$ および非負整数 $r=0,1.2,$ $\ldots$ に対し,

$–(u):=–+u\tau$ および $\overline{\underline{\star}}\langle r)(\iota\iota):=--.(u)_{-}^{-}.(u-1)\cdots--.(u-r+1\rangle$

とおいた.

さらに $j\in[n]$ と $u\in\iota_{\vee}’-$ に対し, 1-form $\eta_{j}(u\rangle$ を

$\eta_{j}(u\rangle=\sum_{i\epsilon[n]}e_{i}a_{i.j}(u)$

で定める. ただし $a_{i.j}(u):=a_{i.j}+u\delta_{i.j}$ . これらはパラメータ $u$ のシフトまで込めれば反可

換, すなわち

$\eta_{i}(u+1)\eta_{j}(u)+\eta_{j}(u+1)\eta_{i}(u)=0$ $(i,j\in[n]\rangle$
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であり (cf. [5, Lemma 2.11), また,

$–.( \iota\ell)=\sum_{j\epsilon[n]}\eta_{j}(u)e_{-j}$ (3.7)

を満たす.

可換な成分をもつ場合と同様, I, J\subset [n] こ対し, $a,$ $b$, c の部分行列を

$a_{J}^{I}:=(a_{i,j}\rangle_{i\epsilon I.j\epsilon J},$ $b_{l}:=(b_{i.j},\rangle_{i.j\epsilon T},$ $c_{J}:=(c_{i.j})_{i.j\epsilon J}$

とおく.

以上の記号の下に, まず, 命題 33の三項展開定理の右辺に現れる –. のべき乗につい
て, 次が成り立つ (cf. [5, Proposition 2.6]).

命題 3.4. $r=0.1,\mathit{2},$
$\ldots$ とパラメータ $u\in 1_{\backslash \vee}^{\cap}$ に対し,

$- \cdot r\rangle(\prec u+r-1)=r!\sum_{l.J\subset[\hslash]}e_{l}e_{-J}\det(a_{J}^{\mathit{1}}+\mathrm{I}_{J}^{T}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(u+r-1, u+r-2, \ldots, u))$.
$|\eta=|J|=r$

ただし, 1は $n$ 次の単位行列を表す.

また $\Theta_{*}\Theta’$ のべき乗については, $(2.5\rangle, (\mathit{2}.6)$ より次が成り立つ:

補題 3.5. $p,q=0,1,\mathit{2},$ $\ldots$ に対し

$\Theta^{p}=2^{p}p!\sum_{l\subset[n].|\eta_{=}2p}e_{l}$
Pf $(b_{l})$ ,

$\Theta^{\prime q}=2^{q}q!\sum_{\sim},e_{-.t}J\subset[il],|J|=q$
Pf $(c_{J})$ .

これらを命題 33の右辺に代入すれば次の定理を得る :

定理 3.6. 行列 $X=\mathrm{r}_{a}c$

$-\text{」_{}n^{l}}aJ_{n}$」

$b$

を, (3.2) で定義される, U(亀,,) の元を成分にもつ反交

代行列とする. ただし, $a,b,$ $c$ は (3.4) および (3.5) で与えられるものとする. このとき

Pf $(X)= \sum_{k=0}^{\lfloor n/- \mathrm{J}}’\sum_{l.J\subset[n]}$ sgn $(\overline{I},$ $I)$ sgn $(\overline{J},J)\det(a_{\overline{J}}^{\overline{T}}+\mathrm{I}_{\overline{J}}^{\overline{l}}\rho(|J\overline{|}))\mathrm{P}\mathrm{f}(c_{J})$ Pf $(b_{l})$ $(3.8\rangle$

$|\eta--\sim|J|=_{\vee}’ k$

が成り立つ. ただし p(j) は対角行列 diag(j–l. $j-\mathit{2},$
$\ldots,$

$1$ , 0) を表す.
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定理 36より, 中心元 Pf (X) の, 最高 $\text{ウ}$ エイト $\lambda=\sum_{i}\lambda_{i}\epsilon_{i}$ をもつ最高 $\text{ウ}$ エイト加群上の

固有値を簡単に計算できる. 実際, 最高ウェイ トベク トル, それを $v_{\mathrm{t}}$, とするとき, Pf(X)

を $v_{\lambda}$ にほどこせば, 注意 3.1より各 $b_{i.j}$ は正ルートベクトルだから, 和 (3.8) で生き残る

のは $I=I=\emptyset$ の項のみ. 従って,

Pf (X) $\iota_{\lambda}’=\det(a+\rho(n))\iota_{\lambda}$’

$= \sum_{\sigma\epsilon^{\sim_{n}}}.\mathrm{s}_{\Leftrightarrow}^{\sigma}\mathrm{n}(\sigma)_{\mathit{0}_{\sigma(1}}).1(n-1)_{\mathit{0}_{\sigma l\mathit{2}^{\cdot}).\mathit{2}(n-2\rangle\cdots a_{\sigma ln).n}}}(0)v_{\lambda}$

$=(\lambda_{1}+n-1\rangle$ $(\lambda\underline, +n-2)\cdots\lambda_{n}v_{\lambda}$

:

となる.

系 3.7. 中心元 Pf $(X)\in ZU(0_{\sim^{i}}$” $)$ の最高ウェイト $\lambda=\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}\epsilon_{i}$ の最高ウェイト加群上の固

有値は垣 ni$=l(\lambda_{i}+n\Delta)$ で与えられる.
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