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1 Introduction
$L$ を有限次代数体, $O_{L}$ を $L$ の整数環とする. 任意の整数 $n(\geq 0)$ に対し, $K_{n}(O_{L})$ を Quillen
によって定義された $K$ 群とする. 特に, $K_{0}(O_{L})\simeq \mathbb{Z}\oplus \mathrm{C}1_{L}$ ( $\mathrm{C}1_{L}$ は $L$ のイデァル類群),

$K_{1}(O_{L})\simeq O_{L}^{\mathrm{x}}$ となることが知られており, 代数体の整数環の高次 $K$群は代数的整数論にお
いて重要なイデアル類群や単数群の–般化と思うことが出来る. 本稿では, この高次 $K$群の
構造に関して岩澤理論からアプローチした結果について紹介する. 大まかな結果は次の二つ
になる.

$P$ を奇素数, $m(\geq 0)$ を整数とする.

主結果

I. 円分体 $L=\mathbb{Q}(\mu_{p^{m+1}})$ に対し, $K_{n}(O_{L})\otimes \mathrm{z}$ 轟のガロア群の作用込みの構造に関する予想
を定式化した.

II. $L=\mathbb{Q}$ 又は $\mathbb{Q}(\mu_{p^{m+1}})$ に対し, エタール コホモロジー群 $H_{\ell t}^{2}(Spec(O_{L}[1/p]), h(i))$

$(i\geq 2)$ の位数の明示 xを円単数又はガウス和を用いて与えた.

Remarks.
(1) $L=\mathbb{Q}$ (すなわち, $O_{L}=\mathbb{Z}$) の場合の $K_{n}(O_{L})$ の構造に関する予想 (Conjecture 4) は,
Kurihara, Mitchell 両氏により独立に与えられている ([10, Conjecture 3.2] [14, 6.15]).
(2) $K$群とエタールコホモロジー群の間の自然な写像 (Chern map) の同型 (Conjecture 3)
と Kubota-Leopoldt の $P$進 $L$ 関数の整数点の値に関する予想 (Conjecture 2) を仮定すると,
I の予想は, Vandiver 予想 (Conjecture 1) と同値になる.
(3) 偶数次 $K$群の有限性 (アーベル群として有限生成であることを Quillen[16] が示し, $\mathbb{Z}-$ラ
ンクを $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}[2]$ が決定している) と Chern map の全射性より, 偶数次のエタールコホモロ
ジー群 $H_{\epsilon t}^{2},(Spec(O_{L}[1/p]),\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}(i))(i\geq 2)$ は有限群である. また, Quillen-Lichtenbaum 予想
を認めれば, II の結果は偶数次 $K$群の位数の明示式を与えたことになる.
(4) 表記を簡単にすため, 主結果は $p$幕分体で与えているが, 少なくとも以下のようなアーベ
ル体 $L$ に対しても同様に証明できる : $L=K$ 又は $L=K(\mu_{\mathrm{p}^{m+1}})$ , ただし, $K$ は $P\{[K:\mathbb{Q}]$

かつ $K/\mathbb{Q}$ で $P$ は不分解となる $\mathbb{Q}$ 上のアーベル拡大.
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このセクションの終わりに上で出てきたいくつかの予想について紹介する. $P$ を奇素数と
し, $F=\mathbb{Q}(\mu_{p})$ とおく. また任意の整数 $m\geq 0$ に対し, $F_{m}=\mathbb{Q}(\mu_{p^{m+1}})$ とおく. また, それら
の合成体を $F_{\infty}$ とおく, つまり $F_{\infty}= \bigcup_{m>0}F_{m}$ . 任意のアーベル群 $G$ に対し, $\hat{G}$ を $G$ の指標群
とする. $F_{\infty}/\mathbb{Q},$ $F_{m}/\mathbb{Q}$のガロア群はそれぞれ, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathbb{Q})\simeq\Delta\cross\Gamma,$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{m}/\mathbb{Q})\simeq\Delta \mathrm{x}\Gamma_{m}$ ,

$\Delta=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F/\mathbb{Q}),$ $\Gamma=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F)$ , $\mathrm{F}_{m}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{m}/F)$ と分解される.

$\mathrm{C}_{0\dot{\mathfrak{U}}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}1$ (Vandiver) 体 $\mathbb{Q}(\zeta_{\mathrm{p}}+\zeta_{\mathrm{p}}^{-1})$ の虚数は $P$ で割れない.

Conjecture 2 $(\mathrm{C}_{m},):$ $m\geq 0,$ $i$ を整数とする. 任意の偶指標 $\chi\in\hat{\Delta}$ と任意の指標 $\psi\in\hat{\Gamma}_{m}$

に対し, $L_{p}(1-i,\chi\psi)\neq 0$ .
任意の整数 $m\geq 0,$ $i$ と任意の指標 $\psi\in\hat{\Gamma}_{m}$ に対し, $L_{\mathrm{p}}(1-i,\psi)\neq 0$及び, 任意の整数

$m\geq 0,$ $i\geq 0$ に対する $(\mathrm{C}_{m,i})$ は常に成立する ($\mathrm{C}_{m,i}(i\geq 1)$ に関しては, [20, Theorem 5.11]
を参照, $\mathrm{C}_{m,0}$ は Leopoldt 予想の帰結である [3] $)$ .

Coniecture $ (Quillen–Lichtenbaum) 任意の代数体 $L$ と整数 $i\geq 2$ に対し, 以下の
p-adic Chem $map_{\mathit{8}}$ は自然な同型を与える.

(1) $K_{2i-1}(O_{L})\otimes_{l}\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}$ $arrow$ $H_{\text{\’{e}} t}^{1}(Spec(O_{L}[1/p]),\text{ち}(i))$

(2) $K_{2i-2}(O_{L})\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Z}_{p}$ $arrow$ $H_{\ell t}^{2}(Spec(O_{L}[1/p]),h(i))$

この写像の全射性は, $2\leq i\leq P$ の場合は Soul\’e [19] が, 一般の場合は Dwyer-Friedlander
[4] が示している. また写像 (2) が split することが $L(\mu_{p}\rangle$ $/\mathbb{Q}$ において $P$ は不分解という仮
定の下, Kurihwa[10] により, 一般の場合は Kahn [8] によって示されている. また, 最近の
Voevodsky, Roet らの結果により, Conjecture 3は正しいと認識されているが, 文献は今の
ところ無い.

整数環 $\mathbb{Z}$の $K$群で構造が求められているもの (現時点で論文が出ているもの) は, $K_{0}(\mathbb{Z})\simeq$

$\mathbb{Z},$ $K_{1}(\mathbb{Z})\simeq \mathbb{Z}/2\mathbb{Z},$ $K_{2}(\mathbb{Z})\simeq \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ (Milnor [13]), $K_{3}(\mathbb{Z})\simeq \mathbb{Z}/48\mathbb{Z}$ (Lee-Szczarba [11]),
$K_{4}(\mathbb{Z})=0$ (Rognae [17]), $K_{5}(\mathbb{Z})\simeq \mathbb{Z}$ (Elbaz Vincent-Gangl-Sot\’e [5]) である. $\mathbb{Z}$ の $K$群
に関しては以下の予想がある.

$\mathrm{C}\mathrm{o}\iota\dot{\eta}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}4$ (Kurihara [10, Conjecture 3.2], Mitchell [14, 6.15]) 任意の整数 $n\geq 0$ に
対し, $\mathbb{Z}$ の $K$群の構造は以下で与えられる.

$K_{4n}(\mathbb{Z})\simeq’0$ $(n\geq 1)$

$K_{4n+1}(\mathbb{Z})\simeq’\mathbb{Z}$ $(n\geq 1)$

$K_{4n+2}(\mathbb{Z})\simeq’\mathbb{Z}/N_{2n+2}\mathbb{Z}$

$K_{4n+S}(\mathbb{Z})\simeq’\mathbb{Z}/D_{2n+2}\mathbb{Z}$

ここで偶数 $k$ に対し, 正の整数 $N_{k}$ , D\sim t等式 $\zeta(1, -k)=-\frac{B_{k}}{k}=(-1)^{k/2}\frac{N_{k}}{D_{k}}$ で与えられる

(ただし $N_{k}$ と $D_{k}$ は互いに素になるようにとる). Bemoulli数 $B_{k}$ は [10] 及び [20] と同じ
表記法を用いている, また皆/’ は $2$ -torsion groups を無視した同型を表している.

Conjecture 4は, Conjecture 3の仮定の下, Conjecture 1と同値になることが示される ( $[10,14]$

及び [1] $)$ .
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2 主結果 Iについて

この節では, Conjecture 4の類似の $\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}]$ の $K$ 群の構造に関する予想を述べ, それが
Conjecture 2と Conjecture 3の仮定の下, Conjecture 1と同値になることを示す. 始めに記
号の準備をする.

$\overline{\kappa}:\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathbb{Q})arrow \mathbb{Z}_{p}^{\mathrm{x}}$ を応分指標とする, すなわち任意の $\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathbb{Q})$ と $\zeta\in\bigcup_{m\geq}0\mu_{p^{m+1}}$

に対し, $\zeta^{\tau}=\zeta^{\tilde{\kappa}(\tau)}$ を満たすものとする. 同型 : $\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathbb{Q})\simeq\Delta\cross\Gamma$ により, 円分指標馬は
次のように分解される.

$\overline{\mathrm{G}\mathrm{a}1}(F_{\infty}/\mathbb{Q})$
$\simeq$

$\hat{\Delta}\mathrm{x}\hat{\Gamma}$

$\tilde{\kappa}$ $=$ $\omega \mathrm{x}\kappa$

指標 $\kappa$ は同型 $\kappa$ : $\Gamma\simeq 1+p\mathbb{Z}_{p}$ を与える. $\Gamma$ の位相的証成元 $\gamma$ を $\kappa(\gamma)=1+p$ となる
ようにとる. 対応 : $\gammarightarrow 1+T$ により, 同型 $\mathbb{Z}_{P}[[\Gamma]]\simeq$ ち [[\eta ] を得る. この環を A と
おく : $\Lambda=\mathbb{Z}_{P}[[\Gamma]]\simeq \mathbb{Z}_{p}[[T]]$ . 任意の指標 $\chi\in\hat{\Delta}$ に対し, $e_{\chi}$ を idempotent とする, つまり
$e_{\chi}= \frac{1}{p-1}\sum\chi^{-1}(\sigma)\sigma$ . 任意の偶指標 $\chi(\neq 1)\in\hat{\Delta}$ と任意の指標 $\psi\in\hat{\Gamma}_{m}$ に対し, $f_{\chi}(T)\in\Lambda$

$\sigma\in\Delta$

を以下の等式を満たす幕級数とする : $L_{\mathrm{p}}(s, \chi\psi)=f_{\chi}(\zeta_{\psi}\kappa(\gamma)^{\epsilon}-1)=f_{\chi}(\zeta_{\psi}(1+p)^{\delta}-1)$, た
だし $\zeta\psi=\psi(1+p)^{-1}\in$ 島m. $\text{任意の}’ \mathrm{p}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{F}\mathrm{F}\mathrm{O}_{0}/\mathbb{Q})]]$ -加群 $V$ と任意の整数 $n$ に対し, $V(n)$
を Tate twist とする. 以下が $Fm=\mathbb{Q}(\mu_{p^{m+1}})\text{の整数環}\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}]\text{の}K\text{群の構造に関する予}$

想である.

$\mathrm{C}\mathrm{o}_{\dot{\mathfrak{U}}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}5$ $m\geq 0$ を整数とする. 任意の整数 $i(\geq 2),$ $j$ に対し, $\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}]$ の $K$群の構
造は以下で与えられる.

$(K_{2:-2}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}])\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Z}_{p})^{\omega^{\mathrm{j}}}\simeq\{$

$0$ if $i\not\equiv j$ (mod 2) or $i\equiv j$ (mod $p-1$),

$(\Lambda/(f.:-j,g_{1-i}^{(m)})e_{\omega^{\mathrm{j}-}}*\cdot+1)(i-1)$

if $i\equiv j$ (mod 2) and $i\not\equiv j$ (mod $\mathrm{p}-1$),

$(K_{2:-1}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}])\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Z}_{p})^{ai}\simeq\{$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(\Lambda/(g_{*}^{(m)}.)e_{\omega}:-j,,\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}(i))$ if $i\not\equiv j$ (mod 2),

$\mu_{D_{\mathrm{p},1,j}}^{\otimes 1}$ if $i\equiv j$ (mod 2),

現れている記号の説明をする. まず $g_{1}^{(m)}$. は次のような $\Lambda(\simeq \mathbb{Z}_{p}[[T]])$ の元である : $g^{(m)}.\cdot=$

$\gamma^{p^{m}}-\kappa^{i}(\gamma^{p^{\prime n}})(=(1+T)^{p^{m}}-(1+p)^{ip^{m}})$. $(\Lambda/(f_{\omega}:-j,g_{1-\dot{\iota}}^{(m)})e_{\omega}\mathrm{j}-:+1)(i-1)$は有限群であり
その位数は以下で定義される $N_{p,i,j}$ で与えられる. $i\equiv j$ (mod 2) を満たす整数の組 $i,j$ に
対し f $\dot{\mathrm{P}}$ の幕 $N_{p},:\dot{\mathit{0}},$ $D_{p^{j}\dot{o}}$, を次のように定義する. まず, $\text{人_{}p_{t}i_{J}}$ と Dp而を以下で定義する.

$\psi\in\Gamma_{m}\prod_{\wedge}L_{\mathrm{p}}(1-i,\omega^{1-i}\psi)\sim_{p}$ $\prod_{\wedge,\psi\in\Gamma_{m}}(B_{i,\nu^{-\dot{\mathrm{J}}\psi/i)=\frac{N_{\mathrm{P}^{1i}}}{\mathcal{D}_{p,i_{\dot{\theta}}}}}}‘’$

$\in \mathbb{Q}_{\mathrm{p}}$

ただし, $N_{p,ii},$ $\mathcal{D}_{p,:,j}$ はちの元で $v_{p}(N_{p,i,j})=0$ 又は $v_{p}(D_{p,i,j})=0$ が成り立つようにと
る. これらのとり方は $\mathbb{Z}_{p}^{\mathrm{x}}$ の元の差があり –意的ではないが, それらの $P$進付置は–意的に
決まる. そこで, $P$ の幕 $N_{p,ii}$ と $D_{p,i_{\dot{O}}}$ をそれぞれ $N_{p,i,j}$ , Dpp躍と $P$進付置が等しくなるよ
う $\}^{\underline{}}$ とる. また, 任意のち [\Delta ] 加群 $V$ に対し, $V^{\omega^{j}}$ をその ci-component とする, すなわち

$V^{\omega^{\dot{f}}}=e_{\omega^{j}}V$ .
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この conjecture と, 前節の終わりに挙げた Conjecture 1,2,3の関係は以下で与えられる.

Theorem 6 Conjecture 2 $(\mathrm{C}_{m,1-i})$ と Conjecture 3の仮定の下 J 組 $(m,i)l^{}$.対する Con-
jecture 5と Conjecture 1は同値になる.

この定理の証明を述べる前に, 偶数次のエタールコホモロジー群と岩澤加群との関係を
述べた二つの lemma について述べる. 整数 $m\geq 0$ に対し, $A_{m}$ を $F_{m}=\mathbb{Q}(\mu_{\mathrm{p}^{m+1}})$ のイデア
ル類群の pprimary component とし, $X= \lim_{arrow}A_{m}$ とおく (射影極限は体のノルム写像に関
してとる).

Lemma 7 任意の整数 m\geq o, i に対し, 以下の自然な同型が成り立つ,

(1) $H_{\xi t}^{2}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))\simeq X(i-1)_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathrm{Q})}$ .
(2) $H_{a}^{2}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{n*+1}},1/p]), \mathbb{Z}_{p}(i))\simeq X(i-1)_{\Gamma^{p^{m}}}$ .
Proof. $L$ を代数体とすると, localisation map

$\varphi:H_{\text{\’{e}} t}^{2}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{L}[1/p],\mathbb{Z}_{p}(i))arrow\oplus_{v|p}H^{2}(L_{v},\mathbb{Z}_{p}(i))\simeq\oplus_{v|p}h(i-1)$

($v\mathfrak{l}\mathrm{h}p\text{を}\mathfrak{F}1\text{る}L$ \emptyset $イ $\overline{\tau}\text{ア}J\mathrm{s}k\mathrm{r}\langle$ ) $\text{の像}{\rm Im}\varphi \mathrm{I}\mathrm{h},$ Hasse $\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{理より}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\{\sum:\oplus_{v|p}\mathbb{Z}_{p}(i-$

$1) arrow \mathbb{Z}_{p}(i-1)\}(\mathrm{E}\text{像}\sum\dagger 2(a_{v})_{v}-\rangle\sum_{v}a_{v}\text{で与}\grave{\mathrm{x}}\text{ら}*\iota \text{るもの})[]^{}.\mathrm{g}\yen n\text{る_{}arrow kl^{\mathrm{i}}b\hslash>}^{}$

$\text{る}$ . $\text{よ}\cdot\supset \text{て},$

$L=\mathbb{Q}\text{又}\dagger\mathrm{h}\mathbb{Q}(\mu_{p^{m+1}})\text{の}5_{\mathrm{D}}^{A\mathrm{k}}[] \mathrm{g}_{p}$ \emptyset -k\emptyset イ $\overline{\tau}\text{ア}\mathrm{K}\mathrm{s}|\mathrm{h}\mathfrak{B}-\text{である}t$ ) $\text{ら},$
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\{\sum$ :

$\oplus_{v|p\mathrm{a}(i-1)}arrow h(i-1)\}=0^{-}C\text{あり},$ $\mathrm{b}\mathrm{n}\varphi=0\mathrm{g}_{f_{X\text{る}}}$ . $-X,$ Schneider $\text{の}ffi\text{果}k\text{用}\mathrm{A}\mathrm{a}\text{る}\mathrm{g}$ ,
$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\varphi\simeq X(i-1)_{G_{\infty}}\mathrm{g}\gamma x\text{る_{}\sim}-\text{と}\emptyset \mathrm{l}.\text{分}\theta:\text{る}$ . $\text{で},$ $G_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{\infty}/L)_{)}L_{\infty}=\mathrm{u}_{m\geq 0}L(\mu_{p^{m+1}})$

$\text{である}$ . ([18, \S 6] [9, 3.1 and Remark (4) after Corollary 4.4] $ffl‘). $k\backslash A_{-}\mathrm{b}\text{の_{}\check{}}k\text{を_{}\mathfrak{o}}^{\wedge}$ b#6
$k$ lemma $\text{の主張}l:’\epsilon \text{られる}$ . $\square$

次にこの lemma を以後使いやすくするために, 少し書き換えておく 次のような岩澤加群
$X$ の商を考える.

Deflnition 8整数 $i,$ $j,$ $m\geq 0$ に対し,

$X_{l,j}^{(m)}=_{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$ $X^{\dot{d}}/(\gamma^{p^{m}}-\kappa^{1-i}(\gamma^{p^{m}}))X^{\omega^{\mathrm{j}}}$

とおく.

Lemma 7を $X_{1i}^{(m)}$ を用いて書き換えると以下のようになる.

Lemma 9 任意の整数 $m\geq 0,$ $i,$ $j$ に対し, 以下の自然な同型が成り立つ.

(1) $H_{\dot{e}t}^{2}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))\simeq X_{i,1-:}^{(0)}(i-1)$.
(2) $H_{it(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1,1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))^{w^{\dot{f}}}}}}^{2}\simeq X_{i_{\dot{\theta}}-i+1}^{(m)}(i-1)$ ,

(2) の $j$ を $0\leq j\leq p-2$ の範囲で動かすことにより,

$H_{\text{\’{e}} t(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[h^{m+1,1/p]),\mathbb{Z}_{p(i))\simeq\bigoplus_{j=0}^{p-2}X_{\dot{*}j}^{(m)}(i-1)}}}^{2}$ .

Proof. Lemma 7と –般に $\mathbb{Z}_{p}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathbb{Q})]]$-加群 $V$ と指標 $\chi\in\hat{\Delta}$ に対して成り立つ以
下の事実を用いればよい.

$(V(i-1))^{\chi}=$ ( $V\otimes \mathrm{z}_{\mathrm{p}}$ ち (i–l))\mbox{\boldmath $\chi$} $=V^{\chi\iota v^{1-*}}$

.
$\otimes_{\mathrm{Z}_{P}}\mathbb{Z}_{p}(i-1)=V^{\chi\omega^{1-:}}(i-1)$
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および

$(V(\mathrm{i}-1))_{\Gamma^{p^{m}}}=(V\otimes_{\mathrm{Z}_{p}}\mathbb{Z}_{p}(i-1))_{\Gamma^{\mathrm{p}^{m}}}=V/(\gamma^{p^{m}}-\kappa^{1-i}(\gamma^{p^{m}}))V\otimes_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}\mathbb{Z}_{p}(\mathrm{i}-1)$

$=(V/(\gamma^{p^{m}}-\kappa^{1-i}(\gamma^{p^{m}}))V)(i-1)$. 口

次に Theorem 6の証明を述べる.

$PmofofTheooem\mathit{6}$. 始めに, 以下の lemma を示す.

Lemma 10 Conjectun 2 $(\mathrm{C}_{m,1-:})$ と Conjecture $S$を仮定すると以下が成り立つ.

$(K_{2i-1}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}])\otimes_{\mathrm{Z}}h)^{w^{j}}\simeq\{$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}$ ($\Lambda/(g_{i}^{(m)})e_{\omega}:-j$ ,ち (i)) if $i\not\equiv i$ (mod 2),

$\mu_{D_{p,j}}^{\emptyset i}:$

, if $i\equiv j$ (mod 2),

$|(K_{2i-2}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}])\otimes \mathrm{z}\text{ち})^{\omega^{\mathrm{j}}}|=N_{p,i\mathrm{j}}$ if $i\equiv j$ (mod 2).

まず Conjecture 3より, 上の左辺の $K$群はエタールコホモロジー群

$H_{\text{\’{e}} t}^{1}(S\mathrm{p}ec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1,1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))^{\dot{\theta}}}},$ $H_{\text{\’{e}} t}^{2}(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p}n+1,1/p]), h(i))^{w^{\dot{f}}}$

に置き換えられる.
後半の偶数次に関する主張:

$|H_{a}^{2}(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{n}}*+1,1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))^{\dot{d}}|=N_{p,i,j}$ if $i\equiv j$ (nod 2).

は岩澤主予想から導かれる (後の Theorem 14参照, 証明は難しくない).
前半の奇数次に関する主張を示す. $H_{\text{\’{e}} t}^{1}(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p}m+t, 1/p]), \mathbb{Z}_{p}(i))$ の $\mathbb{Z}_{p}$-torsion part は

以下で与えられる.

$\mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{r}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}H_{\ell l}^{1}(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+11/p]),\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}(i))}}}$, $\simeq H_{\text{\’{e}} t(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+\iota,1/\mathrm{p}]),\mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p}(i))}}}^{0}$

$\simeq(\mathbb{Q}_{p}/\text{ちちち}(i))^{\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{m})}$ .
前半の同型については, 例えば $[9,\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}2.2(1)]$ を参照. この同型から, 次の同型が導か
れる.

$\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}H_{et}^{1},(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}},1/p]),\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}(i))^{\dot{d}}$ $\simeq((\mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p}(i))^{\mathrm{G}\mathrm{a}1(F/F_{m})}\infty)^{\omega^{\mathrm{j}}}$

$\simeq\{$

$0$ if $i\not\equiv j$ (mod 2),

$\mu_{D_{\mathrm{p}\mathrm{j}}}^{\otimes\dot{\iota}},:$

, if $i\equiv j$ (mod 2).

ここで最後の同型は, \mu 夢の元 $\zeta_{p^{\nu}}^{\otimes 8}$ が $\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{m})$ の作用で変わらないための必要十分条件が
$p^{\nu}|ip^{m+1}$ であることと, $i-j\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)\text{のとき}[]\mathrm{h},$ $D_{p,i,j}\sim_{p}$

$\prod_{\wedge,\psi\epsilon \mathrm{r}_{m}}(1-$
. $\frac{1+p}{\zeta_{\psi}(1+p)^{1-:}})$
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$= \prod_{\psi\in\hat{\Gamma}_{m}}(1-\zeta_{\psi}(1+p)^{i})=1-(1+p)^{ip^{m}}\sim_{p}ip^{m+1}$ となることを用いている ([20, Theorem
7.10 and Lemma 7.12] 参照).
次に $H_{\text{\’{e}} t}^{1}(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}},1/p]), \mathbb{Z}_{\mathrm{P}}(i))$の $\mathbb{Z}_{p}$-free part をみる. $M_{\infty}$ を $p_{\infty}$ 上の $P$ の外不分

岐最大アーベル prp-p–拡大とし, $X:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\infty}/F_{\infty})$ とおく. このとき同型

$\mathrm{h}_{\mathrm{z}_{p}H_{\text{\’{e}} t}^{1}(Spec(\mathbb{Z}([\mu_{\mathrm{p}^{m+1,1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{m})}(\mathfrak{X},\mathbb{Z}_{p}(i))}}}$

が成り立つ ([9, Lemma 2.2 (2)] 参照). よって, 以下の同型が導かれる.

$\mathrm{h}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}H_{\text{\’{e}} t}^{1}(Spec(\mathbb{Z}([\mu_{\mathrm{p}^{m+1}},1/p]),\mathbb{Z}_{p}(i))^{\omega^{j}}\simeq \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{m})(\mathfrak{X},\mathbb{Z}_{p(i))^{\omega^{\mathrm{j}}}}}}$

$\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(\mathfrak{X}/g_{\dot{*}}^{(m)}\mathfrak{X}, \text{ちち}(i))^{\omega^{\dot{\mathit{9}}}}$

$\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}$ ($X^{t^{i-j}}/g_{1}^{(m)}.X^{\omega^{i-j}}$ ,ち (i))

$\simeq\{$

$0$ if $i\equiv j$ (mod 2)

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(\Lambda/(g_{1}^{(m)}.)e_{\omega^{*-\mathrm{j}}}\cdot,\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}(i))$

if $i\not\equiv j$ (mod 2).

最後の同型は以下の事実を用いる. まず $i\equiv j$ (mod 2) の場合は $\mathfrak{X}^{\omega^{i-\mathrm{j}}}/g_{i}^{(m):-j}X^{\omega}$ は有限群
になる. また $i\not\equiv j$ (mod 2) の場合は Conjecture 2 $(\mathrm{C}_{m,1-i})$ と類体論を用いて導かれる以下
の完全列を使う.

$0arrow\Lambda/(g_{1}^{(m)}.)e_{\omega^{i-\dot{f}}}arrow X^{\nu^{-j}}‘/g_{1}^{(m)_{X^{d}}:-j}.arrow X^{\omega^{i-\mathrm{j}}}/g_{\dot{2}}^{(m)_{X^{u\prime}}:-j}arrow 0$

$\mathrm{r}\infty 1\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}\mathfrak{X}/g_{i}^{(\pi\iota)}\mathfrak{X}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F_{m})}(\mathfrak{X}, h(i))=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{p}}H_{k}^{1}(Spec(\mathbb{Z}([\mu_{p^{m+11/p]),\mathrm{Z}_{p}(i))}}$,
$=\mathrm{r}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{k}\mathrm{z}_{\mathrm{P}}(K_{2:-1}(\mathbb{Z}[\mu_{\mathrm{p}^{m+1}}])\otimes \mathrm{z}\mathbb{Z}_{p})=p^{m}(p-1)/2$ より, 上の完全列から, $\text{丘}\mathrm{z}_{p}X^{\nu^{:-j}}‘/g_{i}^{(m)}X^{\nu^{i-;}}\simeq$

$\Lambda/(g_{1}^{(m)}.)e_{\omega^{i-j}}$ が従う. これで Lemma 10が示された.

次に組 $(m,i)$ に対する Conjecture 5と Conjecture 1が同値になることを示す. まず, 以
下の同値性に注意する.

Conjecture $1\Leftrightarrow$ $\text{任意の偶数}j\text{に対し},$ $X^{\omega^{\dot{f}}}=0$

$\Leftrightarrow$ $i\not\equiv i$ (mod 2) を満たす任意の整数 $j$ に対し,
$(K_{2i-2}(\mathbb{Z}[\mu_{\mathrm{p}^{m+1}}])\otimes_{\mathrm{Z}}h)^{\omega^{j}}=0$ .

二番目の同値性は, Conjecture 3の仮定と Lemma 9 (2) を用いた. また, 上の同値な主張が
$\text{成}$ り立つと, reflection theorem を用いることにより ([20, \S 10.2] 参照), 任意の奇数 $j$ に対し
ても, $X^{4^{\beta}}$ は A-加群としてーつの元で生成されることが分かる. よって, $i\equiv j$ (mod 2) か
つ $i\not\equiv j$ (mod $p-1$) を満たす任意の整数 $j$ に対し, 次の全射を得る ($i\equiv j$ (mod $p-1$) の
ときは, $x_{1\dot{o}-:+1}^{(m)}$. は常に $0$ である).

$\Lambda/(f_{\omega^{i-j}},g_{1-1}^{(m)}.)e\text{副}-:+’arrow X^{\dot{d}^{-:+1}}/g_{1-1}^{(m)}.X^{\dot{\mu}-i+1}=X_{i,j-,+1}^{(m)}$

ここで上に現れる二つの群は共に位数が Np南であることが簡単に示せる. よって同型
$(K_{21-2}(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m+1}}])\otimes \mathrm{z}\text{ちち})^{\omega^{\mathrm{j}}}$

$\simeq X_{i,j-:+1}^{(m)}(i-1)\simeq(\Lambda/(f_{\omega};-l,g_{1-1}^{(m)}.)e_{\omega^{g-}}‘:+1)(i-1)$ を得る.
以上で Thmrem 6の主張が示せた. 口
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3 ある岩澤加群の商の位数に関する結果について

この商では, Definition 8で定義された加群 $X_{i_{\dot{\theta}}}^{(m)}$ の位数に関する結果を述べる. $j$ が奇数の

場合は岩澤主予想 (Mazur-Wilesの定理 [12]) の系として $X_{i,j}^{(m)}$ の位数が円単数を用いて表せ
ることが, 示せる. $j$ が偶数の場合もガウス和で表せることが Nguyen Quang Do の結果や
類語論を用いることにより示すことができた. 始めに, いくつか記号の準備をする.
前セクションまでの記号は全てそのまま用いる. 特に $F=\mathbb{Q}(\mu_{p})$ である.

Definition 11 $i,$ $j,$ $m\geq 0$ を整数とする, 任意の $\mathbb{Z}_{p}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/\mathbb{Q})]]- \text{加群}V$に対し, $\kappa_{m^{-}}^{i}$

component を以下で定義する.

$V^{\kappa_{m}^{i}}=\{v\in V|\gamma^{p^{m}}v=\kappa^{i}(\gamma^{\mathrm{p}^{m}})v\}$

$E_{m}$ を体 $F_{m}$ の単数群, その部分群 $E_{m}^{(1)}$ を $E_{m}^{(1)}=\{\epsilon\in E_{m}|\epsilon\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (1-\zeta_{p^{n+1}}))\}$

で定義する. また, 砺を局所体 $\mathbb{Q}_{p}(\mu_{p^{m+1}})$ の単数 $u$ で $u\equiv 1$ (mod $1-\zeta_{p^{m+1}}$ ) を満たすも
の全体で生成される群とする.

Definition 12円単数群 $C_{m}$ を以下で定義する.

$C_{m}=\langle\{\pm\zeta_{p^{m+1}},1-\zeta_{\mathrm{p}^{r\iota+1}}^{\mathrm{u}},|1\leq a\leq p^{m+1}-1\}\rangle\cap E_{m}$.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の Stickelberger元 $\theta_{m}$ と Stickelberger イデアル $I_{m}$ を以下で定義する.

$\theta_{m}=\frac{1}{p^{m+1}}(\iota,\mathrm{p})\simeq 1\sum_{a=0}^{p^{m+1}}a\sigma_{a}^{-1}\in \mathbb{Q}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{m}/\mathbb{Q})]$

$I_{m}=h[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{m}/\mathbb{Q})]\cap\theta_{m}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{m}/\mathbb{Q})]$

Deflnition 1S $m_{0},$ $m(m_{0}\leq m),$ $i$ を整数とする. ガウス和で生成される群 $\mathcal{G}_{m,*}^{(m\mathrm{o})}$. を以
下で定義する.

$\mathcal{G}_{m,l}^{(m_{0})}=\langle\{\tau_{\lambda}=\sum_{a=1}^{\ell-1}\chi_{\lambda}(a)\zeta_{\ell}^{a}|\lambda$ : $pr\dot{\tau}me$ ided of $F_{m}$ which dinides a prime numbe$\mathrm{r}$

$\ell$

satisfying $\ell\equiv 1$ (mod $p^{m+1}$ ) and $\tau_{\lambda^{i}}^{g^{(m_{\mathrm{O}})}}\in I_{\overline{m}}(F_{m}(\mu\ell)^{\mathrm{x}}\otimes \mathrm{Z}_{p})\}\rangle_{\ }$

ここで, 指標 $\chi_{\lambda}$ : $(\mathbb{Z}/\ell \mathbb{Z})^{\mathrm{x}}arrow\mu_{\mathrm{p}^{m+1}}$ は, $\chi_{\lambda}(a)\equiv a^{-(\ell-1)/p^{m+1}}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \lambda)$ で与えられる
ものであり, 記号 “

$\langle\{*\}\rangle \mathrm{z}_{\mathrm{p}}$

” はち-加群として $\{*\}$ で生成されることを意味する. また,
$(m_{0})$

$g_{i}$
$=\gamma^{\mathrm{p}^{m_{0}}}-\kappa^{1}(\gamma^{p^{m_{0}}})(=(1+T)^{\mathrm{p}^{m_{0}}}-(1+p)^{1p^{m_{0}}})\in\Lambda$($\simeq$ ち [[T]]) である.

殊を砺における $C_{m}\cap E_{m}^{(1)}$ の位相的閉包, $\overline{\mathcal{G}}_{m,1}^{(m\mathrm{o})}$. を $\mathcal{G}_{m,i}^{(m\mathrm{o})}$ 寡 $(F_{m}^{\mathrm{x}}\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Z}_{\mathrm{p}})$ の $\mathbb{Q}_{p}(h^{m+1})$ に

おける像とする ($\overline{\mathcal{G}}_{m,i}^{(m\mathrm{o})}\subset \mathcal{U}_{m}$ である).

$\text{奇数}j\text{に対する}X_{1\dot{o}}^{(m)}\text{の位数に関する結果は}$ , 以下のとおりである.

Theorem 14 (Mazur–Wilae [12], Iwaeawa [7]) $m_{0}\geq 0,$ $i\geq-2$ を整数, $j$ を $j\doteqdot 1$

(mod $p-1$) をみたす奇数とする. $m_{0},$ $i,$ $j$ に依存した定数 $C(m_{0},i,j)$ が存在し, 任意
の整数 $m\geq C(m_{0}$ ,i,のに対し, 次が成り立つ.
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$|X_{i_{\dot{\theta}}}^{(m_{0})}|=|( \mathcal{U}_{m}/\overline{C}_{m})^{\omega^{1-j}\kappa_{\dot{m}_{0}}}.|\sim_{p}\prod_{\psi\in\hat{\Gamma}_{m_{0}}}L_{p}(1-i,\omega^{1-j}\psi)\sim_{p}$ $\prod_{\wedge,\psi\in\Gamma_{m_{0}}}(B_{i,\omega^{1-j-i}\psi}/i)$

.

ここで, 記号 $”\sim_{p}$
” は両辺の $P$進付置が–致することを表す.

この定理は実際, 岩澤主予想 (Mazur-wiles の定理) と, Iwasawa による加記帳/\tau m の構造
に関する結果を用いて示すことが出来る. 次に偶数 $j$ に対して, Theorem 14の類似が成り
立つことを主張する定理について述べる、

Theorem 1S $m_{0}\geq 0,$ $i\geq 2$ を整数, $j$ を偶数とする. $m_{0},$ $i,$ $j$ に依存した定数 $C(m_{0},i,j)$

が存在し, 任意の整数 $m\geq C(m_{0},i,j)$ に対し, 次が成り立つ.

$|X_{i_{\dot{\theta}}}^{(m_{0})}|=|(\mathcal{U}_{m}/\ovalbox{\tt\small REJECT}_{m,1}^{m_{0})}.+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{1-j}}||A_{m}^{\omega^{1-j}\kappa_{n_{0}}^{1}}|/|A_{m}^{(v^{1-j}}|$ .

Pfoof. $L_{m}/F_{m}$ を最大不分岐アーベル pr\sim か拡大, $M_{m}/F_{m}$ を $p$ の外不分岐最大アーベル
pro-7>拡大とし, $\mathrm{Y}_{m}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{m}/F_{m}),$ $Z_{m}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{m}/L_{m})$ とおく. $g_{i}^{(m\mathrm{o})}=\gamma^{p^{m_{0}}}-\kappa^{:}(\gamma^{p^{m_{0}}})$

に対し, 類体論より成り立つ以下の図式を考える.

$\mathrm{Y}_{m}^{\omega^{1-j}\kappa_{m_{0}}^{*}}$

.
$arrow$

$A_{m}^{\omega^{1-l_{\hslash_{|\iota_{0}}^{*}}}}’$

.

$0arrow$ $Z_{m}^{\omega^{1-j}}$ $arrow$

$\mathrm{Y}_{m}^{\omega^{1-\dot{g}}}\downarrow$

$arrow$

$A_{m}^{\omega^{1-j}}\downarrow$

$arrow 0$

$\downarrow g_{i}^{(m_{0})}$ $\downarrow g_{i}^{(m_{0})}$ $\downarrow g_{i}^{(m_{0})}$

$0arrow$ $Z_{m}^{w^{1-\mathrm{j}}}$ $arrow$ $\mathrm{Y}_{m}^{Iv^{1-\mathrm{j}}}$
$arrow$ $A_{m}^{\omega^{1-j}}$ $arrow 0$

$arrow$

$z_{m}^{\omega^{1-j}}/g\{\iota_{m_{\mathit{0}})_{Z_{m}^{\omega^{1-j}}}}$

この図式に関して以下の事実が成り立つ.

$\star g_{1}^{(m_{0})}$. を作用させる縦の左側の写像 Z訂ー 5\rightarrow Zm\mbox{\boldmath $\omega$}1-5は単射になる. これは, $Z_{m}^{\omega^{1-\mathrm{j}}}\simeq\Lambda/(\omega_{m})$

$(\omega_{m}=\gamma^{p^{m}}-1)$ であることと, $\omega_{m}$ と $g_{1}^{(m_{0})}$. が互いに素であることから導かれる.

\star -番下の横の写像の像が, 加群の細かい計算により分かる. 実際

${\rm Im}\{A_{m}^{\omega^{1-j}\kappa_{m_{\mathit{0}}}^{:}}arrow Z_{m}^{(v^{1-\mathrm{j}}}/g_{i}^{(m\mathrm{o})}Z_{m}^{\omega^{1-j}}\}\simeq(\overline{\mathcal{G}}_{m,i}^{(m\mathrm{o})}+I_{m}\mathcal{U}_{m}/I_{m}\mathcal{U}_{m}\rangle^{\omega^{1-j}}$

となることが分かる. この部分は定理の証明で最も重要な部分である. 詳細はスペースの都
合があるので省かざるを得ないが, [1] を参照して頂きたい.

$\star$ Y孤の Zち-torsion に関する Nguyen Quang Do の結果 [15, Theorem 1.1] : $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}(\mathrm{Y}_{m})\simeq$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{z}_{p}(X,\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}/\text{ち}(1))^{\Gamma^{\mathrm{p}^{m}}}$ を用いると, $\mathrm{Y}_{m}^{\omega^{1-\mathrm{j}}\kappa_{m_{0}}^{i}}\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}$ ( $X_{1,j}^{(m_{0})}$ , Qp/ち (l)) が十分大きい
$m$ に対して成り立つことが示せる.

以上の事実を用いると, 上の図式から蛇の補題を使うことにより, 以下の完全列が導かれる.

$Oarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(X_{\tilde{\iota},j}^{(m_{0})}, \mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p}(1))arrow A_{m}^{\omega^{1-j}\kappa_{m_{0}}^{1}}.arrow(\mathcal{U}_{m}/I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{1-\dot{g}}}arrow(\mathcal{U}_{m}/\overline{\mathcal{G}}_{m,\dot{*}}^{(m\mathrm{o}\rangle}+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{1-\mathit{3}}}arrow 0$

192



岩澤主予想を用いると, $|(\mathcal{U}_{m}/I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{1-j}}|=|A_{m}^{\omega^{1-j}}|$ . が得られ, この完全列から定理の主張
が導かれる. 口

い
$\text{るの}\tau\not\in|\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{して}\mathrm{E}\text{き}f’arrow\mathrm{A}\mathrm{a}^{-\Re n\text{る定}\mathrm{a}\mathrm{e}C(m_{0},i,j)\not\in_{-\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{して}1\mathrm{h}}^{}}\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}14,15\mathcal{O}$

)
$\text{主}\mathrm{a}\mathrm{e}\}^{}.\text{ま}_{arrow}’,$ $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i},\mathrm{I}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\Phi\hslash|_{\mathrm{c}}^{}’ \text{よる}X_{0,j}(j’|\mathrm{h}\mathrm{f}_{0)}^{1]\prime}\text{て}\xi \mathrm{f}\mathrm{R}\text{数})|^{}.\mathrm{f}\mathrm{f}9^{-}\mathrm{a}\ lm\mathrm{X}\text{体}\not\in\backslash \mathfrak{h}|_{\mathrm{c}}^{}\Re 0\text{て}$

る類似の結果があることを注意してお $<([6])$ .

4 主結果 II について

このセクションでは, Thorem14, 15の応用として, 予想を何も仮定せずに, $L=\mathbb{Q}$ 又は
$\mathbb{Q}(\mu_{p^{m}}+\iota)$ に対し, エタールコホモロジー群 $H_{pt}^{2}(Spec(O_{L}[1/p]), \mathbb{Z}_{p}(i))$ の位数の明示式を円
単数又はガウス和を用いて与える. これらの明示式は Conjecture3を仮定すると偶数次 K
群の位数を与えていることに注意する. 証明は前セクションの Lemma 9と Theorem14, 15
を組み合わせるだけである.

Corollary 16 ($=$ 主結果 II) (1) $m0\geq 0,$ $i\geq 2$ を整数とし, $i$ は $i\not\equiv \mathrm{O}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)$ を満た
すとする. $i$ に依存した定数 $C(i)$ が存在し, 任意の整数 $m\geq C(i)$ に対し, 次が成り立つ.

$|H_{\text{\’{e}} t}^{2}(Spec$($\mathbb{Z}[1/p|$ ,ち (i))| $=\{$

$|(\mathcal{U}_{m}/\overline{C}_{m})^{\omega^{:}\kappa_{0}^{1}}|$ if $i$ is even,

$|(u_{n}/ \overline{\mathcal{G}}_{m}^{(0)},:+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{1}}|\frac{|A_{m}^{\omega^{i}\kappa_{\dot{0}}}|}{|A_{m}^{\omega^{l}}|}$ if $i$ is odd

(2) $m_{0}\geq 0,$ $i\geq 2,$ $j$ を i-j\not\equiv 0(modp-1) を満たす整数とする. $m_{0},$ $i,$ $j$ に依存した定
数 $C(m\mathit{0},i,j)$ が存在し, 任意の整数 $m\geq C(m_{0}$ ,i,のに対し, 次が成り立つ.

$|H_{\text{\’{e}} t}^{2}(Spec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{[]\prime}}.0+1,1/p],h(i))^{\omega^{j}}|=\{$

$|(\mathcal{U}_{m}/\overline{C}_{m})^{\omega^{-g}\kappa_{\dot{m}_{0|}}}$

.
if $i\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$ ,

$|( \mathcal{U}_{m}/\overline{\mathcal{G}}_{m,1}^{(m_{0}):-\mathrm{j}}.+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega}|\frac{|A_{m}^{\omega^{:-j}\kappa_{\dot{m}_{0}}}|}{|A_{m}^{\omega^{i-j}}|}$

.

if $i\not\equiv j$ (mod 2).

さらに $p$進 $L$ 関数の整数点での値が $0$ にならないという仮定をつけると, 以下のようにイデ
アル類群の部分は $p$進 $L$ 関数の値や Bernoulli数の値で書ける.

Corollary 17 (1) $m_{0}\geq 0,$ $i\geq 2$ を整数とし, $i$ は $i\not\equiv \mathrm{O},$ $1$ (mod $p-1$) を満たすとする.
$L_{\mathrm{p}}(i,\omega^{1-:})\neq 0$を仮定する. $i$ に依存した定数 $C(i)$ が存在し, 任意の整数 $m\geq C(i)$ に対し,
次が成り立つ.

$|H_{\text{\’{e}} t}^{2}(Spec(\mathbb{Z}[1/p]),\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}(i))|\sim_{\mathrm{P}}\{$

$L_{p}(1-i,\omega^{i})\sim_{p}B_{i}/i$ if $i$ is eve,$n$,

$|( \mathcal{U}_{m}/\overline{\mathcal{G}}_{m,i}^{(0)}+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{i}}|\frac{L_{p}(i,\omega^{1-:})}{\prod_{\psi\epsilon \mathrm{r}_{m}}\wedge B_{1,\omega^{-:}\psi}}$ if $i$ is $od4$

(2) $m_{0}\geq 0,$ $i\geq 2,$ $j$ を $i-j\not\equiv 0,1$ (mod $p-1$) を満たす整数とする. 任意の指標 $\psi\in\hat{\Gamma}_{m_{0}}$

に対し, $L_{p}(i,\omega^{j-b+1}\psi)\neq 0$ を仮定する. $m0,$ $i,$ $i$ に依存した定数 $C(m0,i,j)$ が存在し, 任
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意の整数 $m\geq C(m_{0}, i,j)$ に対し, 次が成り立つ.

$|H_{\text{\’{e}} t}^{2}((\overline{S}\text{り}pec(\mathbb{Z}[\mu_{p^{m_{0}}}+1,1/p]),h(i))^{\omega^{\dot{f}}}|\sim_{\mathrm{p}}\{$

$\psi\epsilon\Gamma_{m_{0}}\prod_{\wedge}L_{\mathrm{P}}(1-i,\omega^{i-j}\psi)\sim_{\mathrm{P}}\prod_{\psi\in\hat{\Gamma}_{m_{0}}}(B:,\mathrm{t}v^{-j}\psi/i)$

if $i\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$ ,

$|( \mathcal{U}_{m}/\overline{\mathcal{G}}_{m,1}^{(m\mathrm{o}\rangle}.+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{J^{i-\dot{f}}}"|\frac{\prod_{\psi\epsilon\hat{\Gamma}_{m_{\mathit{0}}}}L_{\mathrm{p}}(i,\omega^{1-i+j}\psi)}{\prod_{\psi\epsilon\hat{\Gamma}_{m}}B_{1\mu^{j-i}\psi}}$

if $i\not\equiv j$ (mod 2).

最後に, Corollary 16, 17と Conjecture 5の関係について述べる Conjecture 2 $(\mathrm{C}_{m,1}$-: $)$

と Conjecture 3を仮定すると, 以下の同値が成り立つ.

組 ( $m,i\rangle$ に対する Conjecture 5

$\Leftrightarrow$ $i\not\equiv i$ (mod 2) を満たす任意の整数 $j$ に対し,

$|( \mathcal{U}_{m}/\mathcal{G}_{m,i}^{m_{0})}+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{i-\mathrm{j}}}\dashv|\frac{|A_{m}^{\omega^{l’-J_{\hslash_{\dot{m}_{0}}}}}|}{|A_{m}^{\omega^{l-\mathrm{j}}}|}\sim_{p}1$ .

$\Leftrightarrow$ $i\not\equiv j$ (mod 2) を満たす任意の整数 $j$ に対し,

$|(u_{n}/ \overline{\mathcal{G}}_{m,*}^{(m_{0}\rangle}.+I_{m}\mathcal{U}_{m})^{\omega^{1-\mathit{3}}}|\frac{\prod_{\psi\epsilon\hat{\mathrm{r}}_{m_{0}}}L_{\mathrm{p}}(i,\omega^{1-i+j}\psi)}{\prod_{\psi\in\Gamma_{m}}\wedge B_{1,\omega^{j-*}\psi}}.\sim_{\mathrm{P}}1$.
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