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1 はじめに

この報告集では、距離化可能空間 $X$ から生成される free abelian topological group
$A(X)$ とその部分空間である $A_{n}(X)$ の tightness と、 sequential fan S、の有限積の tight-

..ness の関係について調べる上での、本野となる計算方法について述べる。
空間はすべて discrete でない Tychonoff 空間と仮定する。そこでまず最初に、 よく

使われる記号と基本的な事実を紹介する。$A(X)$ を空間 $X$ から生成される Markov の意
味での free abelian topological group [7] とし、各 $n\in \mathrm{N}$ に対して、 $A_{n}(X)$ を、 その規

約な表現の長さが $n$ 以下になるような $A(X)$ の元 (word と呼ぶ) からなる集合とする。

但し、 $A_{0}(X)=\{0\}$ ( $0$ は $A(X)$ の単位元) としておく。任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $i_{n}$ を

$(X\oplus-X\oplus\{0\})^{n}$ から $A_{n}(X)$ への自然な写像 i.e. $i_{n}((x1, X_{2,\ldots,n}X))=X_{1}+x_{2}+\cdots+x_{n}$

と定義する。 このとき次の重要な事実が知られている。 (参考 [1], [6], [9])
$..\mathrm{t}$

補題 1.1. 空士 $X$ について次の性質が成り立つ。

(1) $\mathcal{T}_{1}$ を $X$ を部分空間として含む $A(X)$ の group topology とすると、 $\mathcal{T}_{1}$ は、 $A(X)$ の

free topology より弱くなる。

(2) $X$ 及び各 $A_{n}(X)$ は $A(X)$ の閉部分空間となる。

(3) $A_{0}=\{g=x_{1}-y_{1}+x_{2}-y_{2}+\cdots+x_{n}-y_{n} : xi, yi\in X, n\in \mathrm{N}\}$ は $A(X)$ の開且つ閉な
. . 部分群となる。よって, $0$ の近傍となっている。更に、$A.(X)$ は $\cup\{A_{2n}(x)\backslash A_{21}-(nX)$ :

$n\in \mathrm{N}\}$ と $\cup\{A_{2+1}(nx)\backslash A_{2n}(X) : n\in \mathrm{N}\}$ との disjoint sum で表される。

(4) 各写像 $i_{n}$ は連続である。 .

(5) 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $i_{n}^{-1}(A_{n}(x)\backslash A_{n-1}(x))$ での $i_{n}$ の制限写像は、 $n!_{- to-}1$ な開

且つ閉写像となる。

(6) $Y$ を $X$ の $P$ -embedded 閉部分空間とすると、 $A(Y)$ は $A(X)$ に閉部分群として埋

め込まれる。 このとき、 $Y$ から $X$ への $inclus\dot{8}onrnap.\cdot \text{の_{、}}$ $A(Y)$ 上への連続で準
$i$ . $\cdot.$ ’同型な拡張は閉な埋め込みとなる。 よって、各 $A_{n}(l^{\Gamma})$ は $A_{n}(X)$ へ閉部分空間とし

て、埋め込まれる。
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次に、 $A(X)$ の単位元の近傍系について述べる。空間 $X$ において、 $X$ の universal

uniformity を $\mathrm{u}_{x}$ とすると、次のことが分かる。

補題 1.2 ([10]) $n\in \mathrm{N}$ を固定する。そこで、任意の $U\in \mathrm{u}_{x}$ に対して、 $V_{n}(U)=\{x_{1}-$

$y_{1}+x_{2}-y_{2}+\cdots+x_{k}-y_{k}$ : $(x:, y_{i})\in U,$ $k\leq n\}$ とおくと. $\{V_{n}(U):U\in \mathrm{u}_{x}\}$ よ、単位

元 $0$ の $A_{2n}(X)$ における近傍系となる。

ここで、各 $n\in \mathrm{N}$ に対して、 $X^{2n}$ から $A_{2n}(X)$ への写像五を次のように決める。任
意の $(x_{1}, X_{2}, \ldots, x_{n}),$ $(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})$ in $X^{n}$ に対して

$j_{n}(((x1, x2, \ldots, X)n’(y1,y2, \ldots, y_{n})))=X_{1}-y1+x2-y_{2}+\cdots+X_{n}-y_{n}$.

すると、 $j_{n}$ は、連続となるが、 さらに次のような性質を持っている。

系 13. 空間 $X$ において、 $n\in \mathrm{N}$ と $A_{2n}(X)$ の部分集合 $E$ に対して、 $0\in\overline{E}$ となるこ

との必要十分条件は任意の $U\in \mathrm{u}_{x}$ に対して $j_{n}^{-1}(E)\cap U^{n}\neq\emptyset$ となることである。

上の事実が $A_{n}(X)$ の tightness を計算する上での–つの重要な道具となる。

2. tightness の計算

このセクションでは、 $A_{n}(X)$ の tightness を計算するためのキーとなる補題を証明す

る。空間 $X$ と $n\in \mathrm{N}$ を固定する。 $A_{n}(X)$ の tightness を計算するために、部分集合 $H$

と word $g$ で、 $g\in\overline{H}$ となるものをとる。 このとき、 $H$ と $g$ の位置関係は–般に次の 3

通りの場合が考えられる。

(1) ある $k\leq n$ があって、 $g\in A_{k}(X)\backslash A_{k-1}(X)$ で、 $g\in\overline{H\cap(A_{k}(X)\backslash Ak-1(X))}$ であ

る場合、

(2) $2k\leq n$ となるような $k$ があって、 $g=0$ で $g\in\overline{H\cap(A2k(X)\backslash A2k-1(x))}$ である

場合、

(3) $2m+k\leq n$ となる $k$ と $m$ があって、 $g\in A_{k}(X)\backslash A_{k-1}(X)$ で

$g\in\overline{H\cap(A_{2+k}(mX)\backslash A_{2+k1}m-(X))}$ となる場合。

(1) の場合は、補題 1.1の (5) を適用すればよい。例えば、 もし空間 $X$ が距離化可能

ならば、ある可算集合 $C$ が $H\cap(A_{k}(X)\backslash A_{k-1}(x))$ にあって、 $g\in\overline{C}$ となることがすぐ

にわかる。 また、 (2) の場合は、系 13を適用して、計算することができる。そこで、最

も –般的な場合である (3) についての計算方法 (キーとなる補題) を次に紹介し、実際に

証明をしてみる。
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補題 2.1. $X$ を第–可算で、 $X^{2}$ の diagonal の任意の近傍が $1\downarrow x$ の元となるような (例

えば paracompact) 空間とする。そこで、 $m,$ $n\in \mathrm{N},$ $H\subset A_{2m+n}(x)\backslash A_{2m+n}-1(x)$ そし

て word $g\in A_{n}(X)\backslash A_{n-1}(X)$ をとり、 $g\in\overline{H}$ となっているとする。すると、 $H$ の部分
集合 $H_{0}$ で、 $g\in\overline{H_{0}}$ で且つ $|H_{0}|\leq t(A_{2m}(X))$ となるものが存在する。

証明 $t(A_{2m}(X))=\tau$ とする。 いま $g\in A_{n}(X)\backslash A_{n-1}(X)$ より、 $g=a_{1}+\cdots+a_{k}-$

$a_{k+1}$ –. . . $-a_{n}$ を規約表現、但し $0\leq k\leq n$ で $a_{i}\in X$ としておく。そこで、 $H_{1}=H-g$

とすると、 $0\in\overline{H_{1}}$ となる。 ここで、補題 1.1の (3) より、 $H_{0}\subset A_{0}$ と仮定しておける。
よって、 $H_{1}$ は、次のように表現される。

$H_{1}=\{h_{\lambda}=X_{1}^{\lambda}-y^{\lambda\lambda}1+\cdots+x_{m}-ym+a_{1}-\lambda y_{m+1^{+}}\cdots+\lambda ak-ym+\lambda k$

十 $x_{m+k+1}^{\lambda\lambda}-ak+1+\cdots+x_{m}-+nna$ : each $x_{i}^{\lambda},$ $y_{i}^{\lambda}\in x,$ $\lambda\in\Lambda$ }.

すると、系 13より、

$j_{m+n}^{-1}(H_{1})\cap U^{m+n}\neq\emptyset$ for each $U\in \mathrm{U}_{X}$ (1)

となる。そこで、 $P$ を、集合 $\{1, 2, \ldots, m+n\}$ 上の置換群とし、任意の $\pi\in P$ に対して
$E_{\pi}=$

.
{ $x=((x_{\pi(1}), x_{\pi}(2),$

$\ldots,$
$X(m+n))\pi’(y\pi(1), y\pi(2),$

$\ldots,$
$y\pi(n+m)))\in X^{2\mathrm{t}^{m}+n)}$ : $j_{m+n}(x)\in$

$H_{1}\}$ とおくと、 $j_{m+n}^{-1}(H1)= \bigcup_{\pi\in P}E_{\pi}$ となる。 ところがこのとき $P$ は有限集合で、 $\mathrm{u}_{x}$ の

有限個の元の共通集合はまた、 $\mathrm{u}_{x}$ に属するので、

$E\cap U^{m+n}\neq\emptyset$ for each $U\in u_{x}$ , (2)

但し、E $=\{e_{\lambda}=((x_{1},.., x_{m}, a_{1}\lambda.\lambda, , .. , a_{k}, x_{m+k}^{\lambda}+1’\ldots, x_{m+})\lambda n$
’

$(y_{1}^{\lambda}, \ldots, y_{m}^{\lambda\lambda\lambda}, ym+1’\ldots, y_{m+k}, ak+1, \ldots, a_{n}))\in X2(m+n)$ : $\lambda\in\Lambda$ }.

としておける。そこで、

$B=\{b_{\lambda}=((_{X,.,X^{\lambda}}1m)\lambda.., (y1\lambda, \ldots,\lambda ym))\in X2m : \lambda\in\Lambda\}$ ,
$C=\{_{C}\lambda=((a_{1}, \ldots, a_{k}, X_{m}k+1’\ldots, x^{\lambda})\lambda+m+n$

’

$(y_{m+1}^{\lambda}, \ldots,y_{m}\lambda+k’ ka+1, \ldots, a)n)\in X^{2n}$ : $\lambda\in\Lambda$ }.

とおくと、 (2) より

$B\cap U^{m}\neq\emptyset$ for each $U\in \mathrm{U}_{X}$ and (3)
$C\cap U^{n}\neq\emptyset$ for each $U\in u_{X}$ . (4)

となる。 そこで空間 $X$ の仮定と (4) より、各 $i=1,$ $\ldots,$
$k$ に対して $a_{i}\in\{y_{m+i}^{\lambda} : \lambda\in\Lambda\}$

となり、 また各 $j=k+1,$ $\ldots,$
$n$ に対しては $a_{j}\in\overline{\{x_{m+}^{\lambda}j\cdot\lambda\in\Lambda\}}$ となる。故に、 $D=$
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$\{d_{\lambda}=(y_{m+1}^{\lambda}, \ldots, y_{m}+k’ x\lambda\lambda m+k+1’\cdots,m+nx\lambda) : \lambda\in\Lambda\}$ とおくと $(a_{1}, \ldots, a_{n})\in\overline{D}$ となる $arrow$

とがわかる。

さて–方、空間 $X^{n}$ は第 1可算公理を満たすので、 $\{V_{S} : s\in \mathrm{N}\}$ を $(a_{1}, \ldots, a_{n})$ の $X^{n}$

における可算近傍系とする。但し、 $V_{1}=X^{n}$ で $V_{s+1}\subset V_{s}$ としておく。そこで、各 $s\in \mathrm{N}$

に対して $\Lambda_{s}=\{\lambda\in\Lambda : d_{\lambda}\in V_{s}\backslash V_{s+1}\},$ $B_{s}=\{b_{\lambda} : \lambda\in\Lambda_{s}\},$ $C_{s}=\{c_{\lambda} : \lambda\in\Lambda_{s}\}$ そして

$D_{s}--\{d_{\lambda} : \lambda\in\Lambda_{s}\}$ とおき、次の 2つの場合に分けて考える。

Case 1: $\mathrm{N}$ のある部分列 $\{t_{s} : s\in \mathrm{N}\}$ があって、任意の $s\in \mathrm{N}$ と $U\in \mathrm{u}_{x}$ に対して

$B_{t_{s}}\cap U^{m}\neq\emptyset$ となる場合

この場合は、系 13より任意の $s\in \mathrm{N}$ に対して $0\in\overline{j_{m}(B_{t_{s}})}$ となるので、 $\Lambda_{t_{s}}$ のあ

る部分集合 $\Lambda_{s}’$ が存在して、 $0\in\overline{\{j_{m}(b_{\lambda}).\cdot\lambda\in\Lambda_{s}’\}}$ 且つ $|\Lambda_{t_{s}}’|\leq\tau$ となる。そこで、各

$\lambda\in\bigcup_{S}^{\infty}=1\Lambda’s$ に対して

$E_{\lambda}=\{((x_{1}, \ldots, xm’ a1, \ldots, ak, x_{m+}^{\lambda}k+1’\ldots,+X_{m}^{\lambda})n$
’

$(y_{1}, \ldots, y_{m}, y^{\lambda\lambda}m+1’\ldots, y_{m}+k’ a_{k}+1, \ldots, an))\in x^{2\mathrm{t}n}m+)$ :

$((x_{1,\ldots m}, X),$ $(y1, \ldots, y_{m}))\in j_{m}-1jm(b_{\lambda})\}$

とし、 $E_{1}= \cup\{E_{\lambda} : \lambda\in\bigcup_{s=1}^{\infty}\Lambda_{S}’\}$ とおくと、 $|E_{1}|\leq\omega\cdot\tau=\tau$ となり任意の $U\in 1t_{X}$ に対

して、 $E_{1}\cap U^{m+n}\neq\emptyset$ となることがわかる。そこで、 $H_{2}=j_{m+n}(E_{1})$ とすると $H_{2}\subset H_{1}$

であり、 $0\in\overline{H_{2}}$ 且つ $|H_{2}|\leq\tau$ となる。 よって、 $H_{0}=H_{2}-g$ とおくとこれが求めるもの

となる。

Case 2: ある $so\in \mathrm{N}$ があって、任意の $s\geq so$ と $U\in \mathrm{u}_{x}$ に対して $B_{s}\cap U^{m}=\emptyset$ と

なる場合

$B_{1}= \bigcup_{s\geq S_{0}}B_{S}$ とおき、 いまある $U_{1}\in \mathrm{u}_{x}$ があって $B_{1}\cap U_{1}^{m}=\emptyset$ となったと仮定す

ると、

$s \geq s\bigcup_{0}E_{s^{\cap U^{m}\emptyset}}1=+n$
. (5)

となることがわかる。 -方、$\bigcup_{S<s}0\emptyset D_{s^{\cap V_{S}=}}$ なので US${}_{<s0}C_{S}\mathrm{n}U_{2}n=\emptyset$ となる $U_{2}\in \mathrm{u}_{X}$

が存在する。 よって、

$\bigcup_{s<s_{0}}E_{s}\mathrm{n}U2m+n=\emptyset$
. (6)

となるが、 (5) と (6) をあわせると $E\cap(U_{1}\cap U_{2})^{m+}n=\emptyset$ となり、 これは (2) に矛盾す

る。結局、任意の $U\in \mathrm{u}_{x}$ に対して $B_{1}\cap U^{m}\neq\emptyset$ となることが示された。 よって、系 1.3

より $0\in\overline{j_{m}(B_{1})}$ となり、 このことより $0\in\overline{\{j_{m}(b_{\lambda})\cdot.\lambda\in\Lambda_{1}\}}$ 且つ $|\Lambda_{1}|\leq\tau$ となるよう

な $\Lambda_{1}\subset\bigcup_{s\geq s0}\Lambda s$ をとることができる。 さてここで、 Case 2の仮定より任意の $s\geq$ $s_{0}$

に対して $0\not\in\overline{\{j_{m}(b_{\lambda})\cdot.\lambda\in\Lambda S\}}$ となっていることより $\Lambda_{1}\cap\bigcup_{t\geq s}$ At $\neq\emptyset$ となることがわか
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るが、 このことは $(a_{1}, \ldots, a_{n})\in\{d_{\lambda} : \lambda\in\Lambda_{1}\}$ となることを意味している。そこで、任意
の $\lambda\in\Lambda_{1}$ に対して、

$E_{\lambda}=\{((x_{1}, \ldots, x_{m’ 1}a, \ldots, ak, X\ldots, xk+1’ m+n)\lambda m+\lambda$ ,
$(y_{1}, \ldots, y_{m}, y_{m+}1’\ldots, ym+k’ ak+1, \ldots, a_{n}\lambda\lambda))\in X2(m+n)$ :
$((x_{1,\ldots m}, X),$ $(y_{1,\ldots,y_{m}))\in}j_{m}-1jm(b_{\lambda})\}$

とおき、 $E_{1}=\cup\{E_{\lambda} : \lambda\in\Lambda_{1}\}$ とすると、任意の $U\in \mathrm{u}_{X}$ に対して $E_{1}\cap U^{m+n}\neq\emptyset$ とな

る。そこで、最後に $H_{2}=j_{m}+n(E_{1})$ とし、更に $H_{0}=H_{2}+g$ とおくとこの H。が求める
ものとなる。 口

3. 結果

これまでの補題等を利用することによりまず次のことがわかる。いま $\kappa$ を無限濃度と
し、任意の $\alpha<\kappa$ に対して C。を収束興趣とその収束先をあわせたものとする。そこで、

$C_{\text{、}}=\oplus_{\alpha<\kappa}c_{\alpha}$ とする。すると、 sequential fan $S_{\kappa}$ は $C_{\kappa}$ からの自然な商写像による像と
なる。すると、次のことがわかる。

定理 3.1. $\kappa$ を無限濃度としたとき、任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $t(A_{2n}(c(\kappa)))=t(S(\mathcal{K})^{n})$ と

なる。

さて、 $\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}’ \mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{l}$ , Okunev そして Pestov は [2] の論文の中で距離化可能空間 $X$ に

対して $t(A(X))\leq w(X’)$ (X’ は $X$ の孤立点でない元をすべて集めた集合を表す。) と

なることを示したが、 この事実を適応すると次のことがわかる。

系 32. 距離化可能空間 $X$ において、 w(X’)=\mbox{\boldmath $\kappa$}、但し $cf(\kappa)>\omega$ とし、 $n\in \mathrm{N}$ とする。
このとき $t(S(\kappa)^{n})=t(A_{2n}(C(\mathcal{K})))\leq t(A_{2n}(X))\leq t(A(X))\leq w(X’)=\kappa$ となる。

実際この系より、 [2] の論文で出された疑問に関する次のような部分解が得られる。

系 33. 距離化可能空間 $X$ において、 $w(X’)=$ \mbox{\boldmath $\kappa$}、但し $cf(\kappa)>\omega$ とする。いまある
$n\in \mathrm{N}$ があって $t(S(\kappa)^{n})=\kappa$ となったとすると、 $t(A_{2n}(X))=t(A(X))=w(X’)=\kappa$ と

なる。

しかしながら $S(\kappa)^{n}$ の tightness の計算は大変難しくあまり多くのことは今だわかっ
ていない (参考 :[3])。ただ、 $h^{\prime=}\omega_{1}$ の時は、 [5] で $t(S(\omega_{1})2)=\omega_{1}$ となることがわかっ

ているので次の事実が得られる。
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系 3.4. 距離化可能空間 $X$ において、 $w(X’)=\omega_{1}$ とすると、 $t(A_{4}(x))=t(A(X))=$

$w(X’)=\omega 1$ となる。

最後に、 $\kappa=\omega$ の時に関する結果を紹介しておく。

定理 35. 空間 $X$ を距離化可能空間とする。

1次の事柄は同値である。

(a) $A(X)$ の tightness は可算、

(b) $A_{4}(X)$ の tightness は可算、

(b) 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $A_{n}(X)$ の tightness は可算、

(c) $X’$ は第 2可算公理を満たす。

2 $A_{3}(X)$ は常に可算となる。
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