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周期 1と 2のリミットサイクルをもつ

セルオートマトンについて

井口修–* 河原康雄\ddagger

Syuichi INOKUCHI\dagger Yasuo KAWAHARA\S

要旨

256ある遷移規則のうち, 0-0型境界条件で周期 1と 2のリミットサイク

ルを同時にもつセルオートマトンについて, リミットサイクルとその個数, tran-

sient length に着目し解析した結果のみを述べる.

1 はじめに

3近傍局所遷移規則をもつ有限セルオートマトンには, 境界条件が巡回型のもの

と, 固定型のものなどがあり, 固定型には 0-0型, 0-1型, 1-0型, 1-1型の 4種類

がある. 3近傍局所遷移規則のうち線形な遷移規則をもつ, 0-0型有限セルオートマ

トンについては, 線形代数的手法を用いることにより, かなり詳しくその挙動が解

析されている $[2, 3]$ . しかし, 非線形な遷移規則をもつ有限セルオートマトンについ

ては, かなり複雑な挙動をするものもあり, あまりその挙動は解析されていない.

そこで, 固定型の境界条件をもつ有限セルオートマトンの挙動のうち, リミットサ

イクルの周期, その個数, transient length に着目し, 解析することにした. 本稿で

は, 0-0型有限セルオートマトンにおいて周期 1と 2のリミットサイクルをもつもの
について解析した [5].
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2 セルオートマトン

21 有限セルオートマトン

定義 1 集合 $I=\{1,2, \cdots, m\}$ をセルの集合とするとき $n$ 次元ベクトル空間 $\{0,1\}^{m}$

を様相空間という. 様相空間のベクトル $x(t)=(x_{1}(t), x_{2(}t),$ $\cdots,$ $x_{m}(t))\in\{0,1\}^{m}$

を時刻 $t$ における様相という.

$\bullet$ 時刻垣よ $0$ 以上の整数値をとる.

$\bullet$ 様相 $(x_{1}(t), x_{2}(t),$
$\cdots,$ $xm(t))\text{を}X_{1}(t)X2(t)\cdots X_{m}(t)$ と書くこともある.

22 3近傍局所遷移規則と境界条件

定義 2 写像 $f$ : $\{0,1\}^{3}arrow\{0,1\}$ を 3近傍局所遷移写像 (規則) とする.
$f$ ( $x,$ $y$ , z)=ri(ただし, $i=4x+2y+z$) とするとき, 3近傍局所遷移写像 $f$ の規則
番号 $R$ を次で定義する.

$R=2^{76}r_{\tau}+2r_{6}+\cdots+20r0$

$\bullet$ 3近傍局所遷移写像 $f$ の規則番号が $R$ で, セルの個数が $m$ のセルオートマト

ンを $CA-R(m)$ で表す.

定義 3 $CA-R(m)$ の大域遷移写像 $\delta$ : $\{0,1\}^{m}arrow\{0,1\}^{m}$ は次で定義される.

$x(t+1)=\delta(x(t))=(f(X_{0}(t), x1(t),$ $X_{2}(t)),$ $\cdots,$ $f(xm-1(t), xm(t),$ $x_{m+}1(t)))$

$\bullet$ 時刻 $t$ を 1進めることを 1回の遷移と言う.

定義 4 $x_{\mathit{0}},$ $xm+1$ を境界といい, 境界の決め方は次の 5通り.

(0) $x_{0}=0,$ $x_{m+1}=0$

(1) $x_{0}=0,$ $x_{m+1}=1$

(2) $x_{0}=1,$ $x_{m+1}=0$

(3) $x_{0}=1,$ $x_{m+1}=1$

(4) $x_{0}=x_{m’ m+1}x=x_{1}$

(4) を巡回型境界条件, (0) $\sim(3)$ をそれぞれ 0-0型, 0-1型, 1-0型, 1-1型の固定型
境界条件という.
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2.3 リミットサイクルと transient length

定義 5 様相 $x\in\{0,1\}^{m}$ に対して, $\delta^{s}(x)=x$ となるような自然数 $s$ が存在すると

き $x$ はリミットサイクルを構成する様相であると言う.

$\bullet$ $CA-R(m)$ のとり得る様相は $2^{m}$ 通りであるから, どのような初期様相からで

も有限回の遷移で, ある状態を繰り返すようになる, すなわちリミットサイク

ルに収束する.

定義 6 $h(x)$ を様相 $x$ が最初にリミットサイクルに入るまでに必要な最小遷移回数

とするとき $CA-R(m)$ の transient length $H(m)$ を次で定義する.

$H(m)= \max\{h(x);x\in\{0,1\}^{m}\}$

定義 7 $x\in\{0,1\}^{m}$ をあるリミットサイクルを構成する様相とする時そのリミット

サイクルの周期 $T$ を次で定義する.

$T= \min\{s\geq 1;\delta^{s}(x)=x\}$

2.4 セルオートマトンの反転, 対称

定義 8 3近傍局所遷移写像 $f$ の反転遷移写像 $\overline{f}$ を次のように定める.

$\overline{f}(x, y, z)=1-f(1-X, 1-y, 1-z)$

定義 93近傍局所遷移写像 $f$ の対称遷移写像 $f^{T}$ を次のように定める.

$f^{T}(x, y, z)=f(z, y, x)$

$\bullet$ 3近傍局所遷移写像 $f$ の規則番号を $R$, $\overline{f}$ の規則番号を $\overline{R}$, $f^{T}$ の規則番号を

$R^{T}$ とするとき, $CA-R(m)$ と $CA-\overline{R}(m),$ $CA-R(m)$ と $CA-R^{T}(m)$ は同

視できる. つまり, 反転規則の対称規則 (対称規則の反転規則) を $\overline{R^{T}}$ とする

と, $CA-R(m),CA-\overline{R}(m),cA-R^{T}(m)$と $CA-\overline{R^{T}}(m)$ の 4っは同–視で

きる.

3 解析結果

ここでは, 0-0型有限セルオートマトンを 256通りの遷移規則すべてについて,

計算機によって実際に遷移させてみた結果, 周期 1と 2のリミットサイクルを同時

にもっと予想されるものに対して解析した結果のみを述べる. 以下の結果は, $\gamma_{c}(m)$

をセルサイズが $m$ のときの周期 $c$ のリミットサイクルの個数としたときの, それぞ

れの境界条件下での $\gamma_{c}(m)$ の値, または関係式 (漸化式) である.
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3.1 解析済み
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$F_{23}$ : $\gamma_{2}(m)=\gamma_{2}(m-2)+\gamma 2(m-3)$

$F_{12}$ : $\gamma_{2}(m)=\gamma_{2}(m-1)+\gamma_{2}(m-2)$十

$F_{123}^{+c}$ : $\gamma_{2}(m)=\gamma_{2}(m-1)+\gamma_{2}(m-2)+\gamma_{2}(m-3)+c$

$F_{134}$ ; $\gamma 1(m)=\gamma_{1}(m-1)+\gamma_{1}(m-3)+\gamma_{1}(m-4)$

$*_{1}$ : $\gamma_{2}(m)=\gamma_{2}(m - 1)+\gamma_{2}(m-2)+\gamma_{2}(m-3)-\gamma_{2}(m-4)+\gamma_{2}(m-5)$

$-\gamma_{2}(m-6)+\gamma 1(m-5)$

*2 : $\gamma_{2}(m)=\gamma_{2}(m-1)+\gamma 2(m-2)+\gamma 2(m-4)+\gamma_{2}(m-5)-\gamma_{2}(m-6)+\gamma 1(m^{-5})$

$*_{3}$ : $\gamma_{2}(m)=\gamma_{2}(m-1)+\gamma_{2}(m-2)+\gamma_{2}(m-3)-2\gamma_{2}(m-4)$

$*_{4}$ : $\gamma_{1}(m)=\gamma_{1}(m-1)+\gamma_{1}(m-2)-\gamma_{1}(m-3)+1$

*5 : $\gamma_{2}(m)=2\gamma_{2}(m-1)-3\gamma_{2}(m-4)+2\gamma_{2}(m-5)$

$*_{6}$ : $\gamma_{2}(m)=\gamma 2(m-1)+\gamma 2(m-3)+\gamma 1(m-3)$

*7 : $\gamma_{2}(m)=2\gamma_{2}(m-2)+2\gamma_{2}(m-3)-\gamma 2(m-4)-2\gamma_{2}(m-5)$

32 未解析

ここでは, 解析が済んでいない 0-0型のセルオートマトンに対して, 計算機による

シミュレーションの結果のみを述べる.

規則番号 $1-cycle$ $2-cy_{C\iota}e$ tran . $len$ .

4 最後に

今後の課題として, 未解析のものを解析するということと, ある遷移規則に対し

てといった局所的なものではなく, もっと大域的に, 例えば Shingai の定理 [4] のよ

うな, 一般的な遷移規則に対して論じることができればと思っている.
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