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$0$ . INTRODUCTION

古典的な魔法陣 (magic square) とは、 1から $n^{2}$ までの自然数を正方形に

並べ、縦・横・斜めの和がどれも等しくなるようにしたものであった。 この条

件を緩めて、並べる数は非負整数で重複を許し、 また、斜めの和は考えない

ものを魔法陣と呼ぶことがある。 すなわち、 $n$ 次正方行列 $A=(a_{ij})_{1\leq i},j\leq n$

で、 $a_{ij}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ であり、 ある非負整数 $h$ に対し、 $\sum_{i}a_{ij}=\sum_{i}a_{ij}=h(\forall i,j)$

を満たすものをいう。 $n$ と $h$ を固定したときに魔法陣が何個あるか数え上げ

ることが組み合わせ論の興味の対象の–つになっていた [4] $0$

例えば、 $n=3$ として、$A=$ は、 $h=4=n+1$ の魔法陣

である。 一般にはイデアルの包含 $5\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}^{f},+_{\text{、}}(h)\supset(\det\Delta 4)$ が成り立つのであるが、

この行列は $(h)=(\det A)$ を満たしている。

実はこの魔法陣の存在から、 $\mathrm{P}^{3}$ の 4次超曲面どうしにミラーシンメトリー

の対応があることがわかるのである。
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以下、多様体などは全て $\mathbb{C}_{\vee}$ 上で考える。行列 $A$ の各行が、変数 $(x, y, z)$ の

単項式のべ*を指定していると思い、 $A$ を $\mathbb{C}^{3}$ の特異点を持つ超曲面 $\{ax^{2}yz+$

$bxy^{2}z+cxyz=02\}$ ( $a,$ $b,$ $c$ は $0$ でない定数) の族に対応させる。すぐ分かる

とおり、 これらは原点で交わる 4枚の平面である。 その変形 $xyz(a\backslash X+$ 勿 $+$

$cz)+d=0(d\neq 0)$ を考えると (一般にはさらに $x^{y_{\mathcal{Z}}}$ の項を足してもよいの

だがここでは略する) 、座標の定数倍により $xyz(x+y+\mathcal{Z})+1=0$ とできる。

この方程式が定義する曲面は非特異で、元の特異点の Milnor ファイバーと思

える。 これを $\mathrm{p}3$ 内でコンパクト化すると、曲面 $X\mathrm{Y}Z(X+Y_{\mathrm{t}}|Z)+W^{4}=0$

になる。 この曲面の無限遠 $W=0$ は、 丁度 4本の $\mathrm{p}1$ が互いに相異なる点

で横断的に交わり、 6個の交点のそれぞれに $A_{3}$ 型特異点を持つ。 また、 こ

れらが特異点の全てである。 その極小特異点解消を取ると、Picard 数が 19

の $\mathrm{K}3$ 曲面になる。

方、 $\mathrm{p}3$ の–般の 4次曲面は Picard数が 1の $\mathrm{K}3$ 曲面であるが、 これと

前の曲面が、 (適当な代数的な複素化 K\"ahler類を指定して) ミラーなのであ

る。 一般に、 どのように射影空間、 あるいは重み付き射影空間の反標準線四

聖に属する Calabi-Yau 多様体どうしのミラーを表示できるかを、以下に説

明したい。 なお、 上の場合は Batyrev の論文 [1] にも同様の例があるが、 ここ

では群による商をとらないので、田と座標の表示の仕方は異なる。

なお、 全般に関する詳しい内容や引用文献については、 [2] を参照して頂

きたい。

1. 重み付き魔法陣と重み付き射影空間

まず、 重み付き魔法陣を定義しよう。 $n$ を正整数とし、 $\mathrm{a}={}^{t}(a_{1}, \ldots, a_{n})$ ,
$\mathrm{b}={}^{t}(b_{1}, \ldots, bn)$ をそれぞれ $n$ 個の正整数の組とする。 また、 1で成分が

全て 1であるベクトル ${}^{t}(1, \ldots, 1)$ を表すことにする。 2つの \eta =Lイト系 [3]
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$W_{a}=(a_{1}, \ldots, a_{n};h),$ $W_{b}=(b_{1}, \ldots, b_{n} ; k)(h, k\in \mathbb{Z}\geq 0)$ を固定する。

定義. $A$ が重み $(W_{\mathrm{a}}, W_{\mathrm{b}})$ の重み付き魔法陣 (weighted magic square) であ

るとは、 $A\mathrm{a}=h1,{}^{t}A\mathrm{b}=k1$ を満たすことをいう。

例 1. $i,$ $j,$ $h$ を $i<h,$ $j<h,$ $i^{j}\leq h$ を満たす任意の正整数とした時、行列

$k\text{る}\circ$

次に重み付き射影空間を思い出す。 $a_{0}=h- \sum i>0ai,$ $b0=k- \sum i>0^{b}i$ が正

(特に 1) のとき、二つの重み付き射影空間 $\mathrm{P}(a_{0\cdot 1}, a\ldots a_{n})\ovalbox{\tt\small REJECT}. . ,,\backslash b_{1,\ldots,n}\mathrm{p}(b_{0},b)$

の反標準因子の間にミラーシンメ トリーが成立する条件に付いて調べるのが

目標である。

$a=$ ( $a\mathit{0},$ $o_{1}J’\ldots,$ an) を $(n\perp_{l}1)$ 個の正整数の組とし、 和を $h$ とおく。

定義. 重み付き射影空間 $\mathrm{P}(a)=\mathrm{P}(a0, a1, \ldots, a_{n})$ とは、 次をいう :

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathbb{C}[X0, X_{1}, \ldots, X_{n}](.\deg X_{i}=a_{i})$.

これは、 言い換えると、 $\mathbb{C}^{n+1}$ から原点を除いたものを $\mathbb{C}^{*}$ の次のような

作用で割った商空問である: $\lambda\in \mathbb{C}^{*}$ に対し、

$(X_{0,1,\ldots,n}XX)-(\lambda^{a\mathrm{o}}X_{0}, \lambda a_{1}X1, \ldots, \lambda^{a}nXn)$ .

これは射影空間 $\mathrm{P}^{n}$ の座標毎に乗法群 $\mu_{a_{i}}$ で割ったものに他ならない。

正整数 $k$ に対し、 定義から

$\mathrm{P}(a_{0}, \ldots, an)=\mathrm{P}(ka0, \ldots, kan)$
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であるので、 $\{a_{i}\}$ の最大公約数は 1であるとしてよい。 また、 自然な同型

$\mathrm{P}(a_{0,1}ka, \ldots, ka_{n})\cong \mathrm{P}(a0, a1, . . :, a_{n})$

が $X_{0}^{k}$ を $X_{0}$ に置き換えることにより作れるので、 $\{a_{i}\}$ のうち、 どの $n$ 個

も互いに素であるとさらに仮定してよい。

さて、$\mathrm{P}(a_{0}, a_{1}, \ldots, a_{n})$ の $0$ 次有理単項式 $z \mathrm{Y}_{0}^{m_{0}}X_{1}^{m}1\ldots X_{n^{2}}\prime m\iota(\sum_{i=0}^{n}aim_{i}=$

$0)$ のべ* $(m_{0}, m_{1}, \ldots , m_{n})$ の全体は自然に加法群 $\mathbb{Z}^{n+1}$ の階数 $n$ の部分群

をなす。後ろの $n$ 個の成分を $\mathbb{Z}^{n}$ に射影すると、 $\mathbb{Z}^{n}$ の中で指数 $a_{0}$ の部分群

$M_{a}:= \{(m_{1}, \ldots, m_{n})\in \mathbb{Z}^{n}|_{i=}\sum_{1}^{n}a_{i}m_{i}\equiv 0$ mod $a_{0}\}$

に同型に写される。

$h$ 次単項式 $x_{0}\wedge \mathrm{x}_{1}\ldots$ -Xrl の掛け算により、 $M_{a}$ を $h$ 次有理単項式のべ*の

全体と同–視しよう。すなわち、 $h$ 次有理単項式 $x_{0}^{\alpha 0}x_{1}\alpha 1\ldots X_{n}^{\alpha_{n}}$ は $M_{a}$ の

点 $(\alpha_{1}-1, \ldots, \alpha_{n}-1)$ に対応している。 このとき、 $\mathrm{n}/I_{a^{\otimes_{\mathbb{Z}}}}\mathbb{Q}$ の中で、 $‘ X_{i}^{h/a_{i}}$ ’

に対応する $(n+1)$ 個の点で張られる $n$-単体を $\triangle_{a}$ とする。 すなわち、 $\triangle_{a}$

は $(n+1)$ 点

$P_{0}=(-1, \ldots, -1),$ $P_{1}=(-1+h/a_{1}, -1, \ldots, -1)$ ,

. . . , $P_{n}=(-1, \ldots, -1, -1+h/a_{n})\backslash$

からなる集合の凸苞である。鳥以外の $n$ 個の頂点で張られる facet(=余次

元 1 の face) を $\pi_{i}$ と書く。 具体的に書くと、 $\pi_{0}=\{\sum_{i=1}^{n} aimi=a_{0}\}$ ,
$\pi_{i}=\{m_{i}=-1\}(i\neq 0)$ となる。 次が成立する。

命題 1.

(1) $P_{i}\in M_{a}\Leftrightarrow a_{i}|h$ .
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(2) $\sum_{i=0^{a_{i}P_{i}}}^{n}=0$ . 特に、 $\triangle_{a}$ は原点を内子に含む有理凸多面体である。

(3) Int $\triangle_{a}\cap M_{\iota}‘=\{\mathrm{O}\}$ .
(4) $\mathrm{P}_{(\triangle a’ \mathrm{v}\mathrm{r})}\mathit{1}a:=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}\oplus_{k=0}^{\infty}$ ( $k\triangle_{a}\cap M_{a}$に対応する単項式の–次結合) $\cong$

$\mathrm{P}$ ( $a_{0},$ $a_{1,\ldots},$ a ).

証明. (1)(2) は明らか。 (3) は、 $\Delta_{a}$ の内点に入る $M_{a}$ の点は、 各 $\pi_{i}(i\neq 0)$

から離れているので各 $m_{i}(1\leq i$. $\leq n)$ は $0$ 以上。従って $\sum_{i=1}^{n}aim_{i}$ は $0$ 以

上だが、 $\mathrm{A}I_{a}$ の定義からこれは $a_{0}$ の倍数。 $\pi_{0}$ 上にもないことから $0$ でなけ

ればならない。 よって、 すべての座標が $0_{\mathrm{c}}$ (4) は重み付き射影空間の定義

から明らか。 口

例 2. $a=(1,3,8,12),$ $h=24$.
この場合は各 $a_{i}$ が $h$ を割り切るので、 $\triangle_{a}$ は $M_{a}$ の点を頂点とする四面体

(すなわち整四面体) である。頂点は : $P_{0}=(’-1, -1, -1),$ $P_{1}=(7, -1, -1)$ ,

$P_{2}=(-1,2, -1),$ $P_{3}=(-1, -1,1)$ .

$\varphi_{\mathrm{f}}\mathrm{J}s$ . $a=(1,6,8,9),$ $h=24$.
$X_{3}^{8/3}$ に対応する点が整ではないので、 $k=1$ すなわち $h$ 次部分が座

標環を生成しないが、 $\mathcal{O}’(3)$ は大域切断で生成される。 $P_{0}=(-1,$ $-1,$ $-1\rangle$ ,

$P_{1}=(3, -1, -1),$ $P^{\mathrm{Q}}\mathrm{A}=(-1,2, -1),$ $P_{3}=(-1, -1,5/3)$ .

例 4$\cdot$ $a=(5,6,22,33),$ $l^{-}b=66$ .
$P_{0}(-1, -1, -1)$ は整数成分だが、 $x_{\mathrm{o}^{6}}^{6}/5$ に対応するので $M_{a}$ の点ではない。

2. $\theta:\mathrm{r}$イト系の双対性

階数 $n$ の自由 Abel 群 $M$ の双対 $\check{M}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathbb{Z}(M, \mathbb{Z})$ を $N$ で表し、係数

拡大を $M_{\mathbb{Q}}:=M\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Q}$ のように表すことにする。一般に、 $M_{\mathbb{Q}}$ 内の、 $-$ を
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内点に含む $n$ 次元有理強凸多面体 $\Delta$ に対し、 その極双対 (polar dual)

$\triangle^{*}$ $:=\{y\in N_{\mathbb{Q}}|\langle X, y\rangle\geq-1\forall X\in\triangle\}$

もまた $0$ を内点に含む $n$ 次元有理強凸多面体である。 $\Delta$ の $l$-次元 face $\Gamma$

$(0\leq l\leq n-1)$ に対し、 その双対 $(n-l-1)$-次元 face $\Gamma^{*}$ が自然に定まる。

前節で定義した $(\triangle_{a}, M_{a})$ の双対 $(\Delta_{a}^{*}, N_{aa}:=\check{M})$ は、 $\pi_{i}^{*}(0\leq i\leq n)$ を

頂点とし、ふたたび $0$ を内乱に含む n単体であるが、 さらに次の性質を満

たす。

命題 2.

(1) $\sum_{i=0^{a_{ii}}}^{n*}\pi=0$ .
(2) $\triangle_{a}^{*}$ の頂点 $\pi_{i}^{*}$ たちは $N_{a}$ に属し、 $N_{a}$ を生成する。

(3) $\Delta_{a}^{*}$ の各 facet $P_{i}^{*}$ の頂点 { $\pi_{j}^{*}$. 化 $\neq i$ } が生成する $N_{a}$ の部分群をとる

と、 その余核は位数 $a_{i}$ の巡回群に等しい。

証明. 前節の埋め込み $M_{a}\subset \mathbb{Z}^{n}$ の双対 $f\mathrm{V}_{a}\supset \mathbb{Z}^{n}$ を用いると、 $\triangle_{a}^{*}$ の頂点は

$\pi_{0}^{*}={}^{t}(-a_{1}/a_{0}, \ldots, -a_{n}/a_{0}),$ $\pi_{1}^{*}={}^{t}(1,0, \ldots, \mathrm{o})$ , . . . , $\pi_{n}^{*}={}^{t}(0, \ldots, \mathrm{o}, 1)$

と表示される。 (1) は直ちに従う。 $N_{a}$ の定義から、 (2)(3) は従う。 口

逆に、 (1)(2) を満たす $n$-単体があれば、それは $(\Delta_{a}^{*}, N_{a})$ と同型である。

次を注意する $()$

補題 1. 極双対が整ならば、整内点は $0$ のみ。

一般に、 $\Delta_{a}^{*}$ は整であるが、その整調点は $0$ のみとは限らないし (例えば

$\mathrm{P}(1,1,3))_{\text{、}}$ たとえ $0$ のみでも、極双対 $\Delta_{a}^{**}=\Delta_{a}$ は整であるとは限らない

(例えば $\mathrm{P}(1,6,8,9)$ ) 。
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定義 [1]. M。内の $0$ を内点とする $n$ 次元強凸整多面体 $\triangle$ は、 $\Delta^{*}$ が整であ

るとき、 反射的 (reflexive) である、 という。

無論、 $\Delta$ が反射的なら、 $\triangle^{*}$ もそうである。

さて、 $\mathrm{p}_{(\Delta,M)}$ の反標準完備束の元の族に対しては、特に、 $\Delta$ が反射的の

ときに、極双対をとることがミラーシンメトリーに対応するであろうという

のが Batyrev の処方箋である田。

二つの重み付き射影空間の反標準束の元の間に、その定義方程式から定

まる反射的 Newton $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}^{\perp}\iota \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}$ の間に極双対の関係があるとき、 Batyrev のミ

ラーシンメトリーの構成に帰着できることが示せる $[2]_{0}$

$\triangle$ を重み付き射影空間 $\mathrm{P}(a)$ の反標準超曲面の定義方程式の Newton Poly-

tope とする。 $\Delta^{*}$ が $\mathrm{P}(b)$ の反標準超曲面の Newton polytope であるとき、

$\triangle_{a}$ と $\triangle_{b}$ の問にはどのような関係があるだろうか。

条件を書き直すと : 同型 $\sigma$ : $N_{b}arrow M_{a}$ が存在して、 $\sigma_{\mathbb{Q}}$ によって多面体

の入っている空間を同–視すると、 $\Delta_{b}^{*}\subset\triangle\subseteq\Delta_{a}$ を満たす。 このとき、 ${}^{t}\sigma$

。

により、 $\Delta_{a}^{*}\subseteq\triangle^{*}\subset\triangle_{b}$ は自動的に満たされる。

さらに、 $\Delta_{a}^{*},$ $\Delta_{b}^{*}$ の整内点は $0$ のみでなければならない。 また、 $\Delta_{a}$. の任

意の facet の上に $\Delta_{b}^{*}$ の頂点が存在することが、 $\triangle_{a}^{*}$ が整であることからわ

かる。

ここで以下、特異点の Milnor fiber の埋め込みからくる場合について考え

る。 コンパクト化に用いる変数を $X_{0}^{r}$ としたとき、 $a_{0}=1$ である。 もとの特

異点は $\pi 0$ 上の facet を Newton polytope とする十分一般の多項式で表され

る。 ここで、 $\triangle_{b}^{*}$ の–つの facet は $\pi_{0}$ にあると仮定する。 また、 対応する条

件を $\Delta_{a}^{*}$ についても仮定する。 条件をまとめると、 $\Delta_{b}$ の頂点を $Q_{i}$ , faoet を

$\rho,i$ で書くことにして、
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(1) $a_{0}=b0=1$ ,

(2) $\sigma(Q_{0}^{*})\subset\pi_{0},$ $\sigma(\rho_{0}^{*})=P_{0}$ ,

(3) $\sum_{i=0^{b}i}^{n}i\rho^{*}=0$ ,

(4) $\{\rho_{i}^{*}(i\neq 0)\}$ は $M_{a}=\mathbb{Z}^{n}$ を生成する。

$\sigma(\rho_{i}^{*})$ として、 facet $\pi_{0}$ 内の $n$ 個の頂点集合で $M_{a}$ を生成し、 $P_{0}$ との錐

が $0$ を含むものを取れればよい。

$\triangle_{b}^{*}$ の頂点 $\rho_{i}^{*}$ の $\sigma$ による像を $(b_{i1}, \ldots, b_{in}.)$ とすると、 $\pi 0$ 内にあることか

ら $(b_{ij})\mathrm{a}=a\mathit{0}1$ が成り立つ。 $c_{i^{j}}:=b_{ij}+1$ とおくと、 $C\mathrm{a}=h1$ が成り立つ。

関係を逆に見ることにより、 ${}^{t}C\mathrm{b}=h1$ も成り立つ。 また、 $\det B=\pm 1$ は

$\det C=\pm h$ と同値である。すなわち、${}^{t}B$ は $\sigma$ の表現行列であり、$C=B+(1.)$

が $h=n+1$ で重み $(W_{a}, W_{b})$ の重み付き魔法陣になっている。

なお、超曲面孤立特異点からくるウェイト系の双対性に付いては、 [3] で

算術的な双対性が示されている。本稿のものは実験的には–致するので、 同

じものであるとの期待がある。

以下に例をいくつか挙げよう。 \langle 単項式 $\rangle$ で単項式に対応する点の凸苞を

表すことにする。

例 5. $W_{a}=W_{b}=(1,1,1;4)$ のときが最初に述べた $\mathrm{p}3$ の 4次曲面の

場合に相当する。 この場合、 $\Delta_{b}$ 自身が反射的多面体であり、 $\triangle_{b}^{*}$ を四面体

$\langle X_{0}^{4}, x^{2}x1x\mathrm{s}, X11x_{21}2x_{3}, xX2X_{\mathrm{s}}^{2}\rangle$ として埋め込むことができる。 $B$ は単

位行列であるから、 $M_{ab}=\mathbb{Z}^{3}=N$ として計算できる。

例 6. $\mathrm{p}3$ の 4次曲面で、 $\Delta^{*}\cong\Delta$ となる反射的多面体の例を作って見よう。
このとき、対応する二つの複素 K\"ahler類付き $\mathrm{K}3$ 曲面は「自己ミラー」 にな

るはずである。 $\Delta=\langle X_{0}^{4}, X_{1}2X_{2}^{2}, X2x^{2}, X^{2}X2\rangle 2331$ とすると、 上の $\sigma$ により
$\text{、}$

$\Delta^{*\underline{\simeq}}\Delta$ であるが、極小モデルの $\mathrm{K}3$ 曲面の Picard数は 13である。 $h^{1,1}=20$
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であるからおかしく感じるかもしれないが、実は、代数的輪体のなす Abel

群の中に、埋め込んだ空間の超平面切断から来ないものが階数 6だけあり、

$20=7+6+7$ の 7の部分が入れ代わっているのである。 これについての詳

細は [2] $\circ$

例 7. では、 Picard数 10の例を挙げて見よう。

$\triangle=\langle x_{0}^{44},X_{1},X_{1}^{2}X^{2},X^{2}x^{2},x1x^{2}2\}213X_{3},X_{123}xX2$

とすると、 $\triangle$ は反射的で、 $\triangle^{*\cong}\Delta$ を満たし、 $\triangle$ を Nevvton 多面体とする $-$

般の曲面の極小モデルは、 Picard数 10の $\mathrm{K}3$ 曲面になる。

$\Delta^{\prime^{i}}$ の図 ,. $\mathrm{X}\circ-(\text{ノ}?(-(,-|)(\angle\#_{\mathrm{t}ff_{\sim}}\mathrm{J}\lambda\Gamma 4^{\mathrm{p}}$. $’$ 凸勢 J.
$\dot{\mathrm{c}}^{(}\eta\text{」}\prime\grave{)}$
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3. ARNOLD の奇妙な双対性

Amold によると、ユニモーダルな超曲面特異点は、すべて曲面の特異点

と安定同値であって、 3個の単純楕円型特異点、無限系列の尖点特異点、例

外型と呼ばれる 14個の特異点がある。 最後のものが、 10組のペアを作るよ

うに見えるのが Arnold の奇妙な双対性と呼ばれる現象である。

その変形パラメータをうまく取ると C*-作用を持つものが各類に–つずつ

存在することを用いて、Milnor ファイバーを重射影空間に埋め込み、極小モデ

ルを取ると、 $\mathrm{K}3$ 曲面の 2次ホモロジー格子の代数的輪体と超越的輪体の–部

が入れ代わっているように見えるというのが、Pinkham と Dolgachev-Nikulin

による解釈であった。

この $\mathbb{C}^{*}$ 作用の重みを $(a_{1}, a_{2}, a_{3})$ , 定義方程式の重みを $h$ としよう。 ただ

し、 $a_{i}$ は正整数で、 $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}\{a_{i}\}=1$ であるとする。 このとき、 次が成り立つ。

定理 1[2]. $(a_{1}, a_{2}, a_{3}),$ $h$ を上の通りとすると、 $(a_{1}, a_{2}, a3;h)$ を–方の重み

とする重み付き魔法陣が、行と列の入れ替えを除いて–意的に定まり、他方

の重みは、 ArnOld の奇妙な双対の特異点の重みに–致する。

定理 $2[2]$ . 各例外型特異点に対して、 ある反射的な Newton 多面体 $\Delta$ が存

在して、奇妙な双対に対応するものは極双対になるように取れる。

例 8. $W_{a}=(6,8,9;24),$ $W_{b}=(3,8,12;24)$ とする。$C=$ は

重み $(W_{a}, W_{b})$ の重み付き魔法陣である。 $\Delta_{b}$ は反射的多面\Phi であるから、

$\mathrm{P}(1,6,8,9)$ の中で、 $\sigma(\Delta_{b}^{*})$ すなわち $\Delta=\langle X_{0}^{24}, X_{1\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{4}.X3X_{1}X^{2}\rangle 2’ 3$ を NeWtOn

多面体とする –般の曲面の極小モデルと、 $\mathrm{P}(1,3,8,12)$ の–般の 24次曲面

の極小モデルとの間に、埋め込んだ空間から来る–般の複素化 K\"ahler 類を

指定してミラーシンメトリーの関係がある。 ただし、 このままでは、前節の
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例と同様、外から来ない代数的輪体があるので、 $\triangle$ の頂点として、 $x_{\mathrm{o}}^{6}x_{\mathrm{s}}^{2}$ を

付け加えると、 12+0+8の 12と 8が入れ代わり、奇妙な双対性が実現さ

れる。
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