
超幾何関数とトーリック多様体

神戸大理: 高山信毅 (Nobuki Takayama)

研究集会では、上記の題名で

“主 $A$ 行列式のニュートン多面体が $A$ の secondary polytope に–致する”

という Gel’fand-Kapranov-Zelevinsky による定理の、超幾何関数を用いた直観
的解説を試みた。これについては、数理科学 7月号 (1995) の記事 ([12]) がほぼ講
演内容に沿っているので、そちらを参照していただきたい。ここでは、講演中に
ちょっとだけ述べただけで、本格的に説明できなかった話題のひとつ: 三角形分
割の flop (restructuring, modification) に付随する超幾何級数の flop. について
説明を加えておきたい。記号などは、上記記事の記号を踏襲する。おなじく、講
演中にちょっといっただけで詳しく説明できなかった、超幾何関数の定義域とな
るトーリック多様体と cross ratio variety の関係については [10] を見て下さい。

まず始めに次のような超幾何関数の変形を見てみよう。

Appell の超幾何級数

$f:=F_{1}$ ( $\beta\gamma$

$\beta’$

; $x,$ $y)= \sum_{m,n=0}^{\infty}\frac{(\alpha)_{m+n}(\beta)_{m}(\beta’)n}{(\gamma)_{m+n}(1)_{m}(1)n}X^{mn}y$

は以下のようにガウスの超幾何級数の重ね合わせ (superposition) で書くことが
できる。

$f= \sum_{n=0}^{\infty}F$ ( $\gamma+n\beta;x$) $\frac{(\alpha)_{n}(\beta\prime)_{n}}{(\gamma)_{n}(1)_{n}}y^{n}$ .

次にガウスの超幾何級数の接続公式

$F(^{\alpha+n}$ $\gamma+n\beta;x)$

$=$ $\frac{\Gamma(\gamma)\mathrm{r}(\beta-\alpha)}{\Gamma(\beta)\Gamma(\gamma-\alpha)}e^{\pi i\alpha}x^{-}\alpha_{\frac{(\gamma)_{n}}{(1+\alpha-\beta)n}X^{-n_{F}}}(^{\alpha+n}$ $1+ \alpha+1+\alpha-\gamma n-\beta;\frac{1}{x})$

$+ \frac{\Gamma(\gamma)\mathrm{r}(\alpha-\beta)}{\Gamma(\alpha)\mathrm{r}(\gamma-\beta)}e^{\pi i\beta_{X}\beta}-\frac{(\gamma)_{n}(\alpha-\beta)n}{(\alpha)_{n}(\gamma-\beta)_{n}}p(^{\beta}$ $1+ \beta-1+\beta-\gamma-\alpha-nn;\frac{1}{x})$
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$({\rm Im} x>0)$ , を用いてこの重ね合わせの式を変形すると、次の式をえる。

$f$ $=$ $\frac{\Gamma(\gamma)\mathrm{r}(\beta-\alpha)}{\Gamma(\beta)\Gamma(\gamma-\alpha)}e^{\pi i\alpha}x^{-}\sum_{n=}\alpha\frac{(\alpha)_{n}(\beta\prime)_{n}}{(1\backslash +\alpha-\beta)_{n}(1)_{n}}\infty 0(\frac{y}{x})nF(^{\alpha+n}$ $1+ \alpha+1+\alpha-\gamma n-\beta;\frac{1}{x})$

$+ \frac{\Gamma(\gamma)\mathrm{r}(\alpha-\beta)}{\Gamma(\alpha)\mathrm{r}(\gamma-\beta)}e^{\pi i\beta}X^{-}\beta\frac{(\beta’)_{n}(\alpha-\beta)_{n}}{(1)_{n}(\gamma-\beta)_{n}}y^{n_{F}}(^{\beta}$ $1+ \beta-\alpha 1+\beta-\gamma-n-n;\frac{1}{x})$

$=$ $\frac{\Gamma(\gamma)\mathrm{r}(\beta-\alpha)}{\Gamma(\beta)\Gamma(\gamma-\alpha)}e^{\pi i\alpha}X^{-\alpha}F_{1}(^{\alpha}$ $1+\alpha-\beta 1+\alpha-\gamma$

$\beta’$

; $\frac{1}{x}$ $\frac{y}{x})$

$+ \frac{\Gamma(\gamma)\mathrm{r}(\alpha-\beta)}{\Gamma(\alpha)\mathrm{r}(\gamma-\beta)}ex\pi i\beta-\beta c_{2}(_{\alpha-\beta}^{\beta}$ $1+ \beta-\gamma\beta’;-\frac{1}{x},$ $-y)$

ここで

$G_{2}$ ( $a’b’$ ; $x,y)= \sum_{m,n=0}^{\infty}\frac{(a)_{m}(a’)n(b’)_{m-}n}{(1)_{m}(1)_{n}(1-b)m-n}(-X)^{m}(-y)^{n}$

は Horn の $G_{2}$ という名前のついた関数である。以上のようにして、 $(x,y)=(\mathrm{O}, 0)$

のまわりの超幾何級数より $(x,y)=(\infty, 0)$ のまわりの超幾何級数を得ることがで
きた。 (この例は [11] より。)

さて、一般に $P$ 変数超幾何級数

$\sum_{m}c(m_{1}, \ldots,m_{p})xm$
, $m=(m_{1}, \ldots,m_{p})$

を、 -変数超幾何級数の重ね合わせ

$\sum_{m’}h(m_{2}, \ldots,m_{p};X1)c’(m_{2}, \ldots,m)px’m’$ , $m’=(m_{2}, \ldots,m_{p}),x^{;}=(X_{2}, \ldots,x_{\mathrm{p}})$

に書き直す。次に、 -変数超幾何級数 $h$ の接続公式

$h(m_{2}, \ldots,m;\mathrm{p}X1)=.\sum_{1=1}^{r}d_{i}h^{(}i)(m_{2}, \ldots,m;\mathrm{p}1)X^{-1}$

を用いてもとの超幾何級数を

$\sum_{i=1}^{r}d_{i}\sum,$$h^{(}i)(m2, \ldots,m;\mathrm{p}1(m_{2}, \ldots,m_{\mathrm{P}})mx-1)_{C’}x^{\prime m}$

’

と書き直すことができる。次にふたたび $h^{(i)}$ を展開することにより $r$ 個の新し
い $P$ 変数超幾何級数を得ることができる。なお、 この操作は形式的なものであり
収束を論ずるにはいろいろと仮定が必要となる。 さて、逆に $h^{(i)}$ 達を $x_{1}=0$ の
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まわりへ解析接続すればあと $r-1$ 個の超幾何級数を得ることができる。従って、
まとめると $r$ 個の超幾何級数の組より、新しい $r$ 個の超幾何級数の組を得ること
が可能となる。超幾何級数の組を、 このような操作で書き換える操作を超幾何級
数の flop とよぶことにしたい。さらに $h,$ $h^{(:)}$ のみたす超幾何方程式を flop に付
随したサーキット (circuit) 方程式という。 (このあたりの用語法、定義はまだ確
定版がないのであいまいな部分があるが、発想は理解していただけると思う。)

さて、次に Gel’fand, Kapranov, Zelevinsky 達による正則三角形分割 (regular
triangulation) の flop (restructuring, modification) の定義を復習しよう。

$A=\{a_{1}, \ldots, a_{n}\}$ を $\mathrm{Z}^{d}$ の $n$ 個の点の集合で超平面 $c\cdot x=1,$ $c\in \mathrm{Z}^{d}$ の上に
あり、 かつ $\mathrm{Z}A=\mathrm{Z}^{d}$ であると仮定する。 $A$ の部分集合 $Z$ が $\mathrm{Z}$ 上の極小の–次
従属集合であるときこれをサーキット (circuit) と呼ぶ。 $T$ を $A$ の三角形分割と
する。 次の 3条件をみたすとき $T$ は $Z$ 上にサポートを持つという。

1. Tの頂点より Zの点を除いたものは $Z$ の凸包 conv $(Z)$ の中にはない。

2. conv $(Z)$ は $T$ に含まれる (最大次元より低い次元の) 単体をうまく選んだ
ものの和集合である。

3.
$\tau \text{を_{}k_{\backslash }\#\cdot 2}\epsilon \mathrm{f}\mathrm{f}z\wedge\#\sim.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{J}\mathbb{R}\text{し}\vee\supset\geq 6^{\cdot}.0^{\cdot}\text{の}\text{と}f^{-}\int_{)}$

)
$\text{の}*\yen\grave{\mathrm{x}}\backslash \text{き_{、}る}$

。
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}_{\text{の}A}\tau_{z}\text{の}\Phi \mathrm{x}_{\mathrm{D}^{\backslash }}\text{の}\triangleleft\zeta\prime \mathrm{X}\overline{\pi}\text{単分集^{の}}\bigwedge_{\mathfrak{o}}F\#\sim \text{して},F\sim I\text{体のな}n\mathrm{a}n\backslash \text{ら}I,$$I’\cup$

が $T$ の単体であるならば、 $F\cup I’$ も $T$ の単体である。

例えば,

$\{a_{1}, \ldots,a_{5}\}=$

を考えればたとえば $a_{1},$ $a_{4},$ $a_{5}$ がサーキットとなる。
$l1-\cap-,-)$ t1-2-2.1

さて、サーキットは必ず 2通りの三角形分割をもつ。いま三角形分割 $T$ があっ
たとき、これがサーキット $Z$ にサポートをもつとする。 $Z$ の三角形分割を新しい
ものに変更しよう。すると、上の条件より Tの三角形分割も新しいものに更新でき
る。 この操作を Gel’fand-Kapranov-Zelevinsky は restructuring (modification)
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と呼んだ。 (ひとによっては、 flop とも呼ぶ。短く簡潔なのでここでも flop とよ

ぶことにする。) 上の図は、 $\dashv$)$–$キット $\{a_{1}, a_{4}, a5\}$ による flop の例である。
さて、Gel’fand-Kapranov-Zelevinsky によれば、点集合 $A$ に対して $A$超幾何

方程式系が定義でき、 さらに $A$ の正則三角形分割に対して基本解系を超幾何級
数で与えることができる。この構成法をよくみると、次がわかる。

観察 1三角形分割の flop に対して超幾何級数の flop がひとつきまる。

超幾何級数の flop を厳密に定義するのはやりにくいので、サーキット方程式
を厳密に定義しよう。

$Z$ をサーキット、 $T$ を $Z$ をサポートにもつ正則三角形分割としよう。 $Z$ の

$T$ と両立する三角形分割を
$Z_{1}\cup\cdots\cup Zf$

とする。 このとき、 $Z_{1}$ は $T$ に含まれる最大次元の単体 $\tau_{1}$ にのばすことができ
る。 $\Gamma=\tau_{1}\cup Z$ とおく。 $Z$ が $T$ のサポートということより、 $\Gamma$ は $Z_{1}$ のとり方に
依存せず $T$ と $Z$ だけできまる。添字を入れ換えることにより $\Gamma=\{a_{1}, \ldots, a_{m}\}$

としてよい。$x_{\mathrm{r}}=\{x|x_{m+1}=\cdots=x_{n}\}$ とおき、 $x_{\mathrm{r}}$ を $\mathrm{C}^{n}$ へ埋め込む写像を
$j$ とかく。 $M(\alpha)$ で $A$ とパラメータ $\alpha$ できまる超幾何 D-加群をあらわす。

定義 1 $M(\alpha)$ の $D$-加勢としての逆引 $j^{*}M(\alpha)$ をサーキット $Z$ , 正則三角形分割
$T$ できまるサーキット方程式という。

例をあげておくと、超幾何方程式 $E(2, n)$ に対しては、ガウスの超幾何方程式が
サーキット方程式となる。また $E(3,6)$ に対しては、 ガウスの超幾何方程式およ
び $3F2$ の方程式がサーキット方程式となる。
さて、 正則三角形分割 $T$ と正則三角形分割 $T’$ がサーキット $Z$ による flop

で互いに移りあうとしよう。$E_{A}$ で $A$ のきめる甘 $A$行列式をあらわすことにする。

問題 1 サーキット方程式 $j^{*}M(\alpha)$ の解空間がある適当な $\alpha$ に対してモノドロミ不
変な 1次元の部分空間をもたないならば、主 $A$ 行列式 $E_{A}$ のアメーバは $C(A, T)$

と $C(A,T’)$ の境界のなかを無限遠方までのびている。

問題 2 サーキット方程式 $j^{*}M(\alpha)$ の解空間が、 1次元のモノドロミ不変な部分
空間を持たないような定数 $\alpha$ が存在する。

さて、 $[7](\mathrm{p}543)$ によれば、 $\alpha$ がある有限個の平面の上にのっていないならば、

$\oplus_{k=1}^{v}M\mathrm{r}(\alpha-\lambda_{i})arrow j^{*}M(\alpha)$

は全射となる。 (記号については [7] を参照。) したがって、

問題 3 $M_{\Gamma}(\alpha$ -\mbox{\boldmath $\lambda$}のの解空間すべてが 1次元のモノドロミ不変な部分空間を持た
ないような定数 $\alpha$ が存在する。 (cf. [5] (定理 211))

を示すことができれば、ひとつ前の問題が証明できることになる。
以上の問題をすべてきちんと示すことができれば、定理の直観的説明は厳密

な証明となる。
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