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1 はじめに

$D$ は $\mathrm{R}^{n}(n\geq 2)$ の有界領域で境界 $\partial D$ は滑らかとする. $D$

を占める非圧縮粘性流体の運動を記述する定常 Navier-Stokes 方
程式の非斉次境界値問題を考察する.

(1) $\{$

$- \nu\triangle \mathrm{u}+(\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{u}+\frac{1}{\rho}\nabla p=\mathrm{f}$ in $D$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{u}$ $=0$ in $D$

(2) $\mathrm{u}=\mathrm{b}$ on. $\partial D$

ここで $\mathrm{u}=(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{n})$ (流速ベク トル) と $P$ (圧力) は

未知, $\rho$ (密度), $\nu$ (動粘性係数) は与えられた正定数, $\mathrm{f}$ (外

力) $\mathrm{b}$ (境界での速度) は与えられたベクトルである.
60年ほど昔, Leray [5] は次の条件の下でこの定常問題の弱

解の存在を証明した.

(H) $\int_{\Gamma_{i}}\mathrm{b}\cdot \mathrm{n}d_{S\mathrm{o}}=$ , $1\leq i\leq k$

ただし $\partial D=\bigcup_{i=1}^{k}\Gamma_{i},$ $\Gamma_{i}$ は $\partial D$ の連結成分で $\mathrm{n}$ は境界 $\partial D$ で

の外向き単位法線ベクトルである.
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この仮定の下では–D で定義された滑らかな関数 $\mathrm{c}$ で $\partial D$ 上

rot $\mathrm{c}=\mathrm{b}$ となるものが存在する. したがって $\mathrm{c}$ を境界の近傍

で修正して, 非線形項を ‘(小さく” 評価することができる. す

なわち任意の正数 $\mathcal{E}$ に対し $\mathrm{b}$ の $D$ への拡張 $\mathrm{b}_{\epsilon}$ で $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{b}_{\mathcal{E}}=0$

をみたし

(L) $|((\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{b}_{\mathcal{E}}, \mathrm{u})|\leq\in||\nabla \mathrm{u}||^{2}$ $\forall \mathrm{u}\in \mathrm{C}_{0,\sigma}^{\infty}(D)$

が成り立つようなものが作れる $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [3], [4], [8])$ . ただし $(\cdot, \cdot)$

は $L^{2_{-}}$ 内積, $||\cdot||$ は $L^{2_{-}}$ノルムである.

条件 (H) はソレノイダルなベクトル場の境界値 $\mathrm{b}$ がみたす

条件

$(\mathrm{H})_{0}$ $\int_{\partial D}\mathrm{b}\cdot \mathrm{n}d_{S\sum_{i=1}^{k}\int_{\mathrm{r}_{i}}s=}=\mathrm{b}\cdot \mathrm{n}d0$

よりも強い. そこで次の問題を考える.

問題 (P) 条件 (H) はみたさないが条件 $(\mathrm{H})_{0}$ はみたす境界値

に対して境界値問題 (1)(2) は解をもつか.

一般の領域に対してこの問題は未解決である. 2次元の場合,

領域, 外力, 境界値が–直線に関して対称ならば解が存在する
ことを Amick [1] が示した.

方竹下 [7] により次の結果が得られている.

定理 領域 $D=\{x\in \mathrm{R}^{n}|R_{1}<|x|<R_{2}\}$ の境界を Fi $=$

$\{x\in \mathrm{R}^{n}||x|=R_{i}\},$ $i=1,2$ とする. $\mathrm{b}$ は 斤 1 $\mathrm{b}\cdot \mathrm{n}ds=a$ ,

$f_{\Gamma_{2}}\mathrm{b}\cdot \mathrm{n}ds=-a$ をみたし任意の正数 $\mathcal{E}$ にたいして条件 (L) を

みたす拡張が作れるならば $a=0$ である.

したがって (P) を肯定的に解決するには, Leray が用いた拡

張による方法は使えないように思われる.
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この小論では 2次元の円環領域で $a\neq 0$ となるある場合に

(P) の解を構成し, その解の–意性と安定性を議論する。

2 存在と –意性

関数空間を次のように定める.

$\mathrm{C}_{0,\sigma}^{\infty}(D)=\{\mathrm{u}\in C_{0}^{\infty}(D)n|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{u}=0\}$ ,

$H_{\sigma}=\mathrm{c}_{0,\sigma}^{\infty}(D)$ の $L^{2}(D)^{n}$における閉包,

$V=\mathrm{C}_{\mathfrak{a}\sigma,)}^{\infty}(D)$ の $H^{1}(D)^{n}$における閉包.

定義 1関数 $\mathrm{u}$ が境界値問題 (1) の弱解であるとは $\mathrm{u}\in H_{\sigma}$ 口

$H^{1}(D)^{n}$ であって

$\iota \text{ノ}(\nabla \mathrm{u}, \nabla \mathrm{v})-((\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{V}, \mathrm{u})=(\mathrm{f}, \mathrm{v})$ , for $\forall \mathrm{v}\in V$

が成り立つことをいう.

以下では $D$ は 2次元の円環領域でその境界を $\Gamma_{i}^{1}(i=1,2)$ で

表す.
$D=\{_{X}\in \mathrm{R}^{2}|R_{1}<|x|<R_{2}\}$ ,

$\Gamma_{i}=\{X\in \mathrm{R}^{2}||x|=Ri\},$ $i=1,2$ .

境界値問題 (1) を外力 $\mathrm{f}=0$ および境界値

(3) $\mathrm{b}=\frac{\mu}{R_{i}}\mathrm{e}_{r}+b_{i}\mathrm{e}_{\theta}$ on $\Gamma_{i}$ , $i=1,2$

にたいして考察する. ここで\mu , $b_{1},$ $b_{2}$ は正定数で $\mathrm{e}_{r},$ $\mathrm{e}_{\theta}$ は極座

標 $\{r, \theta\}$ に関する基本ベク トルである.
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注意 1 この境界値 $\mathrm{b}$ は $\mu\neq 0$ ならば (条件 $(\mathrm{H})_{0}$ . をみたすが)

条件 (H) はみたさない.

定理 1([6]) $\mathrm{f}=0$ とする. 任意の定数 $\mu_{f}b_{1)}b_{2}$ に対して境界

値問題 (1) の弱解で, 境界条件 (3) をみたすものが少なくとも
$-$つ存在する. もし $|\mu|_{\dot{f}}|b_{1}|,$ $|b_{2}|$ が十分小さければ弱解は–意
的である.

証明のスケッチ

$u_{r},$ $u_{\theta},p$ は $r$ のみに依存すると仮定して, 次の形の解を探す.

$\mathrm{u}=u_{r}\mathrm{e}_{r}+u\theta^{\mathrm{e}_{\theta}}$

このとき方程式 (1) (3) より $u_{r},$ $u_{\theta},p$ にたいする常微分方程式

の境界値問題

(4) $\{$

$- \nu(u_{r}^{\prime l}+\frac{1}{r}u_{r}-’\frac{1}{r^{2}}u_{\Gamma})+\frac{1}{\rho}p+u_{r}u_{r}-\prime\prime\frac{1}{r}u_{\theta}=20$

$- \nu(u_{\theta^{+\frac{1}{r}}\theta^{-}}’u\frac{1}{r^{2}}u\theta)llu+ru^{\iota}\theta+\frac{1}{r}u_{r}u\theta=0$

$\frac{1}{r}(ru_{r})^{l}=0$

$u_{r}(R_{1})=\mu/R_{1},$ $u_{r}(R_{2})=\mu/R_{2},$ $u_{\theta}(R_{1})=b_{1},$ $u_{\theta}(R_{2})=b_{2}$

が導かれる ([2]) . これをといて次の厳密解が得られる.

\mu \neq -2\nu のとき $\mathrm{u}=\frac{\mu}{r}\mathrm{e}_{r}+(\frac{c_{1}}{r}+C_{2}r\nu)1+^{\mu}\mathrm{e}_{\theta}$

ただし
$c_{1}= \frac{b_{1}R_{1}R_{2}^{2+^{\mu}}\nu-b2R2R21^{+_{\mathcal{U}}}\mathrm{A}}{\mathrm{o}\mathrm{I}\mu \mathrm{o}\mathrm{I}\mu},$

$c_{2}= \frac{b_{2}R_{2}-b_{1}R_{1}}{\mathrm{o}_{1}\mu 01l}$

1–
$\mathrm{A}R_{2}^{2+_{\mathcal{U}}}-$$R_{1^{+}}^{2\frac{\overline\mu}{\nu}}’ \mathrm{c}_{2}-\overline{R_{2}^{2}-+_{\nu}^{\mu}R_{1}2+_{\nu}^{\mu}}$

$\mu=$ -2vのとき $\mathrm{u}=\frac{\mu}{r}\mathrm{e}_{r}+\frac{1}{r}(C_{1}+c_{2}\log r)\mathrm{e}_{\theta}$
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ただし $c_{1}= \frac{b_{1}R_{1}\log R2-b2R_{2}\log R_{1}}{1_{0}\mathrm{g}R_{2^{-1R_{\mathrm{l}}}}\mathrm{o}\mathrm{g}},$ $c_{2}= \frac{b_{2}R_{2}-b_{\mathrm{l}}R_{1}}{1_{0}\mathrm{g}R_{2}-\log R_{1}}$

上で得られた解を $\mathrm{u}_{0}$ , 任意の解を $\mathrm{u}$ とし $\mathrm{w}=\mathrm{u}_{0}-\mathrm{u}$ とおく.

$\mathrm{w}$ は, 次の方程式をみたす.

(5) $v(\nabla \mathrm{w}, \nabla \mathrm{v})-\{((\mathrm{u}_{0}\cdot\nabla)\mathrm{V}, \mathrm{u}_{0})-((\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{V}, \mathrm{u})\}=0$ for $\forall \mathrm{v}\in V$.

ここで $\mathrm{v}=\mathrm{w}$ ととれば

$v||\nabla \mathrm{w}||2=-((\mathrm{w}\cdot\nabla \mathrm{I}\mathrm{u}_{0}, \mathrm{w})$

が成り立つ. 右辺を $J$ とおく.

$J=- \int_{R_{1}}R_{2}\int_{0}2\pi\{w_{r}^{2}\frac{\partial u_{r}}{\partial r}+w_{r}w_{\theta}(\frac{\partial u_{\theta}}{\partial r}-\frac{u_{\theta}}{r})+w^{2}\theta\frac{u_{r}}{r}\}rdrd\theta$.

$\mu\neq-2\nu$ のとき $u_{r}= \frac{\mu}{r},$ $u_{\theta}= \frac{c_{1}}{r}+C_{2}r^{1+^{\mu}}\nu$ を代入して

$J= \int_{R_{1}}^{R_{2}}\int_{0}^{2_{\mathcal{T}}}\{\frac{\mu}{r^{2}}(w_{r}^{2}-w_{\theta}^{2})+(\frac{2c_{1}}{r^{2}}-\frac{\mu}{v}c_{2}r^{\frac{\mu}{\nu}})w_{\Gamma}w_{\theta}\}rdrd\theta$.

これより簡単な計算で

$|J|\leq c_{0}||\nabla \mathrm{w}||^{2}$

(6)
$(c_{0}= \frac{|\mu|+|c_{1}|}{2}(\log_{R_{1}}\simeq R)2+\frac{|\mu c_{2}|}{2\nu}\int^{R_{21+}}R_{1}\mathrm{g}rdr\mathrm{I}r\frac{\mu}{\nu}\mathrm{l}\mathrm{o}$

を得る. したがって $|\mu|,$ $|c_{1}|$
)

$|c_{2}|$ が十分小さければ, すなわち
$|\mu|,$ $|b_{1}|,$ $|b_{2}|$ が十分小さければ, 解が–意であることが示せる.

$\mu=-2_{l\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ のときも同様である 証明終.

.. 意注意 2 $\mu=0$ ならばここで得られた $\mathrm{u}$ はよく知られた Couette
流である.
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注意 3 これらの解は $v$ に依存する点で興味深い. 実際 $\varphi$ を $D$

で調和なスカラー値関数とすれば $\mathrm{u}=\nabla\varphi,$ $p=-|\nabla\varphi|^{2}/2$ は

$\triangle \mathrm{u}=0$ であるから, 任意の $\nu$ にたいして

(7) $\{$

$-v \triangle \mathrm{u}+(\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{u}+\frac{1}{\rho}\nabla p=0$ in $D$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{u}$ $=0$ in $D$

をみたす.

注意 4境界値 $\mathrm{b}$ が $\theta$ にも依存する次のような場合に得られた

結果を記しておく.

(8) $\{$

$\mathrm{b}=\sum_{n}(\alpha_{n}^{\acute{l}}\cos n\theta+\beta_{n}^{\acute{l}}\sin n\theta)\mathrm{e}r$

$+ \sum_{n}(\beta_{n}^{i}\cos n\theta-\alpha^{i}\sin n\theta n)\mathrm{e}\theta$ ,

on $|x|=R_{i},$ $i=1,2$

ただし \alpha 詰人, $\gamma_{n}^{i}$ , \mbox{\boldmath $\delta$}娼は, 次の関係式をみたす定数とする.

(9) $\{$

$\alpha_{n}^{1}R_{1^{-}}^{1n}=\alpha_{n}^{2}R_{2}1-n$ ,
$\beta_{n}^{1}R_{1^{-n}}^{1}=\beta_{n}^{2}R_{2^{-n}}^{1}$ ,

$n=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots$

このとき境界値問題 (1) (8) は次の形の解をもつ.

(10) $\{$

$\mathrm{u}=u_{r}\mathrm{e}_{r}+u\theta^{\mathrm{e}_{\theta}}$

$u_{r}= \sum_{n}(\frac{r}{R_{1}}\mathrm{I}^{n-1}(\alpha_{n}^{1}\cos n\theta+\beta_{n}^{1_{\mathrm{s}\mathrm{i}}}\mathrm{n}n\theta)$

$u_{\theta}= \sum_{n}(\frac{r}{R_{1}})^{n-1}(\beta 1_{\mathrm{c}}n\mathrm{o}\mathrm{s}n\theta-\alpha^{1}\mathrm{i}\mathrm{n}n\theta)n^{\mathrm{S}}$ .

これらは調和多項式であるから $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に依存しない. しかし $\alpha_{0}^{1}\neq$

$0$ ならば境界値は $(\mathrm{H})_{0}$ はみたすが (H) はみたさない.
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3 安定性

Navier-Stokes 方程式の初期値境界値問題を考える.

(11) $\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}$ $= \nu\triangle \mathrm{u}-(\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{u}-\frac{1}{\rho}\nabla p,\overline{x}\in D$ , $t>0$ ,

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{u}=0$ , $x\in D$ , $t>0$ ,
$\mathrm{u}$

$=\mathrm{b}$ , $x\in\partial D,$ $t>0$ ,
$\mathrm{u}|_{t=0}=\mathrm{a}$ , $x\in D$ , $t=0$ .

初期値は $\mathrm{a}\in H_{\sigma}$ とする. 境界条件は (3) のものとし定理 1

で得られた定常解を $\mathrm{u}_{0}$, $P\mathrm{o}$ とする. $\mathrm{u}=\mathrm{u}_{0}+\mathrm{w}$ , $p=P\mathrm{o}+q$

として $\mathrm{w},$ $q$ についての方程式に書き直す.

(12.) $|_{\mathrm{W}|_{\partial D}}^{\frac{\partial \mathrm{w}}{\partial t}} \mathrm{d}\mathrm{w}|\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{w}t=0====\mathrm{a}’,-\mathrm{u}00v\triangle \mathrm{w}-(\mathrm{W}\cdot\nabla)0\cdot-(\mathrm{W}\cdot\nabla)\mathrm{u}_{0}-\frac{10}{\rho}\nabla 1-(\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{w}q$

,

定義 2 $\mathrm{w}\in L^{2}(0, T:V)$ は

$\{$

$\frac{d}{dt}(\mathrm{w}, \mathrm{v})+v(\nabla \mathrm{W}, \nabla_{\mathrm{V}})$

$=((\mathrm{W}\cdot\nabla)\mathrm{V}, \mathrm{w})+((\mathrm{u}0^{\cdot})\mathrm{V},\mathrm{W})-((\mathrm{W}\cdot\nabla)\mathrm{u}0, \mathrm{V})$ ,
for $\forall \mathrm{v}\in V$

$\mathrm{w}|_{t=0}=$ a $-\mathrm{u}_{0}$

をみたすとき (12) の弱解であるという. また $\mathrm{u}=\mathrm{u}_{0}+\mathrm{w}$ を

(11) の弱解とよぶ.
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$v>c_{0}$ ならば $\forall T>0$ に対して (11) の弱解は–意であるこ
と, またガレルキン近似によって弱解が存在することを示せる
(たとえば [8]).
このとき次が成り立つ.

定理 2 $v>c_{0}$ ならば $\mathrm{u}_{0}$ は漸近安定である. すなわち正数
$\alpha_{0}$ が存在して (11) の弱解 $\mathrm{u}$ に対し

$||\mathrm{u}(t)-\mathrm{u}_{0}||\leq e^{-\alpha_{0}t}||\mathrm{a}-\mathrm{u}_{0}||$ .

証明 定義 2の第 1式で $\mathrm{v}=\mathrm{w}\equiv \mathrm{u}-\mathrm{u}_{0}$ とすれば

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}||_{\mathrm{W}}||^{2}+v||\nabla \mathrm{w}||2-=((\mathrm{W}\cdot\nabla)\mathrm{u}_{0}, \mathrm{W})\leq c_{0}||\nabla \mathrm{W}||^{2}$

ここで (6) を用いた. Poincar\’e の不等式より $C_{D}>0$ が存在して

$c_{D}||\mathrm{w}||\leq||\nabla \mathrm{w}||$ , $\forall \mathrm{w}\in \mathrm{V}$

従って $\alpha_{0}=c_{D^{2}}(\nu-c\mathrm{o})$ とおけば仮定より $\alpha_{0}>0$ で

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}||_{\mathrm{W}}||^{2}+\alpha_{0}||\nabla \mathrm{W}||^{2}\leq 0$

両辺を積分して結論を得る 証明終.
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