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1 Introduction

この研究の目的は, subfactor $-\backslash \overline{/}\subset M$の自己同型 (すなわち, Mの自己同型で, $-\backslash ^{-}$ を

global に動かさないもの) を outer conjugacy で分類するための新しい不変量 $lli_{(\neg}‘$) $\mathit{1}\mathit{1}\mathrm{e}I$

obstruction を導入し, それに基づく分類定理を示すことにある.
簡単のため, 以下すべて $N\subset M$は, $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$型の strongly amenable subfactor とし,

さらに $l\mathcal{V}I$ [resp. $1\mathrm{W}_{1}$ ] 内には $N$ [resp. .$- l\prime I$ ] の non-trivial normalizer はないものとす
る. (そのような normalizer があれば, つまらないタイプの intermediate subfactor が
あることになる.) $\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M, N)$ を取り, この分類のための不変量を考えてみる.
これまでに知られているものとしては, \alpha を Jones tower に延長して higher relat $\mathrm{i}\backslash rightarrow$

commutant 上の作用を見るという Loi invariant [17] があり, Popa [20] は, $\mathrm{d}\mathrm{i}_{\iota)}^{\mathrm{c}_{(}\backslash }-.t\cdot 6\backslash \mathrm{r}\mathrm{e}$

amenable group の strongly outer な作用は, Loi invariant で (up to cocycle conjugaey
で) 完全に分類できることを示した. (関連した–般的結果として血もある.) ここで,

$\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M, N)$ が strongly outer であるとは, 長田-幸崎 [3] や Popa [20] で定義され
たように, $\alpha$を自然に Jones tower に拡張したあと,

$[\exists a\in \mathit{1}\mathcal{V}I_{k} \forall x\in N ax=\alpha(x)a]\Rightarrow a=0$

となることである. すなわち, –種の freeness である. これは大定理であるが, しか

し, strongly outer でないような “おもしろい”Subfactor の自己同型はいくつも存在
するのである. (私がこれまで, orbifold construction で使って来た automorphism は

すべて, strongly outer ではない.) そこでそのような自己同型を調べるにはどのよう

な不変量が必要か考えて見よう. ここで役に立つのは, 次の表のような, subfactor
と III 型 factor の “類似” である. ([15] 参照.)
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これをもとに, III 型 injective factor の自己同型の分類に用いられた不変量と IIi
型の subfactor の自己同型の分類にこれまで用いられてきた不変量を比べれば次の表
が得られる.

このうち, modular invariant [22] の類似は, これまで explicit に文献に現れたこ

とはないが, 簡単に書き下すことができ, 特に面白いことはない. すなわち. $\dot{\zeta}\iota \mathrm{L}\iota \mathrm{r}_{\mathrm{C}}$,

morphism が階乗かして, centrally trivial になったとき, その Out $(_{-}\backslash \cdot I\mathrm{A}^{-_{\mathit{1}})}\backslash :-$ における

class をおぼえているというだけである. (ただし, 一般には conjugacy orbit を見る必

要がある.) 問題なのは, この表で missing と書かれているところである.

ここで, orbifold construction を思い出してみよう. ([8]. [14] 参照. ここでの for-

mulation ?は, [9], $[10|, [11]$ による.) それには, strongly outer でない $\alpha$を取る必要が

あり, その時, 次の式で定まる $c$ が 1であるかどうかが, flatness の問題であった.

$\exists a\in \mathit{1}vIk\backslash \{0\}$ $\forall x\in N$ $ax=\alpha(x)a$ , $\alpha(a)=cc\iota$ .

方, 古典的な Connes obstruction $\gamma([7])$ は次のように書くことができる.

$\exists a\in N\backslash \{0\}$ $\forall x\in N$ $ax=\alpha^{p}(X)a$ , $\alpha(a)=\gamma a$ .

但し, ここで $P$ は outer period である.

そこで, これらを見比べれば, ’が strongly outer でなくなるような最小の正の

$P$ を取って,

$\exists a\in i\mathrm{W}k\backslash \{0\}$ $\forall x\in N$ $ax=\alpha^{p}(_{\mathcal{I}})a$ , $\alpha(a)=\wedge/’\prime^{a}\iota$

とおくのが自然であることがわかる. (ここでの $p$ は relative な asymptotic period に

一致する. [20] 参照.) この筋を higher obstruction と呼ぶことにしよう. これが, 上
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の表の rllissing のところに入るものである. さらに, $\mathrm{p}_{0_{\mathrm{I}^{)\mathrm{a}}}’}$ の定理でカバーされない
ケースを考えるという立場から, Loi $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a},\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ が自明な場合に考察を限ろう. これに
よってだいぶ設定が簡単になる. ( $[1\overline{\prime}]$ より, これは, approximately imier な自己同
型を調べることに当たる.) 例えば, hfigher relative $0\iota$) $\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{I}\iota 1}.\mathrm{t}\backslash ,1\mathrm{i}\mathrm{o}11$ は scalar になること
が, この設定でわかる.

すると, 以下の仮定のどちら力 $\vdash$つが成り立つ場合には, 上記の不変量で完全分
類が得られることがわかる.

$(^{-}1)$ もとの subfactor で, orbifold construction における $\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{a},\mathrm{t}\mathrm{l}1(^{3}-\cdot \mathrm{S}\iota\backslash ’$ に対する obstruc-
tion が消える.

(2) Relative asyinptotic period p。と outer period $p_{\mathit{0}}$ [こ対し
?

$(p_{c\iota},\mathit{1}’\text{。}/Pa)=1$ が成
り立つ.

これらの場合には, invariant の取り得る値も簡単に決定でき, 自己同型の $()\mathrm{u}(_{-}(^{\backslash _{1}}-.\cdot$

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}.|\iota \mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{y}$ clax のリストが書き下せる. (1) の場合の基本的手法は Takesaki $(^{-}\mathrm{J}_{\mathrm{l}\mathrm{J}_{\dot{\zeta}\tau}},1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$

によって, [20] に帰着させることである. また, (2) の場合の手法は $\mathfrak{c}^{1}’()1111\mathrm{e}1\backslash \cdot$ による,

central sequellce の split,ting [4], $[\mathrm{t}_{\mathrm{J}^{\backslash }}]$ である. どちらの仮定も成り立たない揚合につい
ては, 残念ながら今のところ何も言えていない.
特に, index が,\acute 1未満の場合は, 次の表のようになっている. $([1|, [1‘ \mathit{2}],$ $|1\prime 1\rceil i[18\rceil.’$

[19] など参照.)

Wenzl [23] の Hecke algebra, subfactor の series のうちの次のもの (すなわち $\mathrm{i}_{\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{J}_{\theta_{-}\mathrm{x}}}$.

が, sill2 $(.3\pi/k)/\mathrm{s}\mathrm{i}11^{2}(\pi/k),$ $k\geq 7)$ の場合も同様に考えれば, Ant $(’\mathit{1}1^{\mathit{1}}\mathit{1}\ulcorner.\angle t\backslash \overline{/})=$ 丘亘M. $\mathit{1}\backslash l^{-}$ )
を示すことができ, orbifold construction における Hatness Iこ対する $o\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{l},\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ は

消滅する ([8]) 事から, $(l^{y_{a}}, \gamma h, \mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ が complete invariant となる. –般に奇数の 2乗に
index が収束する $\backslash /\mathrm{v}_{\mathrm{e}1}1\mathrm{z}1$ の series でも同様のようだが, まだきちんと確認していない.
また, Connes の $\chi$不変量 [5] の subfactor versiont として私が $|14\rceil$ で導入した

$\chi(\mathit{1}\backslash \mathit{4}, N)$ 上の quadratic forlll $h’$ ( $|1’.$ の $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{b}\mathrm{f}\epsilon\gamma \mathrm{c}1_{-}\mathrm{C}$) $\iota$

. version) についても, この設定で

直接決定できるようになる. これは, [ $16|$ の結果の拡張になっている.
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