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1. 序文

常微分方程式の初期値問題

(E) $x’=f\langle t,$ $x)$, $x\langle 0)=u$

を考える. ここで $f$ : $[0, T]\mathrm{x}Rnarrow Rn$ は連続で, $u\in R^{n}$ である. さらに $f$ は

次の条件を満たしていると仮定する.

(A) $\exists a>0$ , $\exists b>0,$ $|f\langle t,$ $x$ ) $|\leqq a+b|x|$ on $[0, T]\cross R^{n}$ .
この条件により, (E) のすべての解は, 区間 $[0, T]$ 全体で存在する. 各 $u\in R^{n}$

に対して, 集合 $\Gamma\langle u$ ) を

$\Gamma(u)=$ { $x(T);x$ は $\langle \mathrm{E})$ の解}

で定めると, $\Gamma(u\rangle$ は $R^{n}$ のコンパクトな連結集合 (Kneserの定理) になり, 写像

$\Gamma:R^{n}arrow K(R^{n})$ が得られる. ここで, $K(R^{n}\rangle$ は $R^{n}$ の空でないコンパクト集合

全体からなる集合族を表す.

1981年に [1] で, $R^{n}$ の有界な開集合 $D$ と

(1) $p\in R^{n}\backslash \Gamma \mathrm{s}\langle\partial D\rangle$

を満たす $p$ に対して, 写像度 $\deg\langle\Gamma,$ $D,$ $p$ ) が定義されることを示した. ここで,

集合 $\Gamma^{*}\langle u$ ) は $\Gamma\langle u\rangle$ の convex hull を表す. すなわち, $\Gamma^{*}\langle u$ ) $=\mathrm{c}\mathrm{o}\Gamma(u)$ で

ある. また, 1995年には $[2](\mathrm{c}\mathrm{f}. [3])$ で, 半線形放物型偏微分方程式に対しても同
様の結果を得, 同時に [1] の結果を改良して, 点 $p$ の満たすべき条件は (1) より

ゆるい

(2) $p\in R^{n}\backslash \Gamma(\partial D\rangle$

でよいことも示した. [1], [2] いずれの場合も, 方程式の右辺の関数を, 従属変数に

ついてリプシッツ連続な関数で近似して, $\Gamma$ を近似する–価連続な写像の列を構成
する方法をとった. 2節でその方法の要約を紹介する. (E) が時間遅れをもつ関数

微分方程式の場合には, 上述の方法は適用できない. 何故なら, $f$ の定義域は無限
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次元空間になるのでリプシッツ連続な関数で–様近似することが出来ないからである.

[4] では, $f$ の近似列を用いない別の方法で $\Gamma$ の近似列を構成して, 時間遅れの

入った方程式に対しても写像度が入ることを示した. 3節では [4] の方法を常微分

方程式の場合について適用し紹介する. 2節と 3節で得られた 2つの写像度の定義が

一致することを, 4節で証明する.

2. 近似方程式による写像度の定義

条件 (A) を満たす $f$ に対して, 次の性質 (P1), $\langle$ $\mathrm{P}2)$ を満たす連続関数列

$(f_{k}\}\subset c\langle[0, T]\cross R^{n}, R^{n})$ が存在する.

$\langle$ $\mathrm{P}1)\{f_{k}\}$ は $f$ に広義一様収束し, 各 $f_{k}$ は (A) を満たす.

(P2) $\forall k\in N$ , $\forall M>0$ , $\exists L=L(k,$ $M\rangle>0$ ,

(3) $|f_{k}(t, x)-f_{k}(t, y)|\leqq L\langle k,$$M)|x-y|$

for $t\in[0, T]$ , $x,$ $y\in R^{n}$ with $|x|\leqq M,$ $|y|\leqq M$ .

各 $k\in N$ に対して, 初期値問題

$x’=f_{k}(t,$ $\chi\rangle,$ $x(0\rangle=u$

は唯–つの解 $u/_{k}$ $(t ; u)$ をもつ. $\lambda_{k}(u\rangle:=w_{k}\langle T;u)$ で $\lambda_{k}$ を定めると連続写

像 $\lambda_{k}$ : $R^{n_{arrow}}R^{n}$ が得られる. この $\lambda_{k}$ と (2) を満たす $p$ について, $k$ が十分

大ならば, $\deg\langle\lambda_{k},$ $D,$ $p$ ) が定義でき, この値は $k$ に無関係であることを示そう.

任意の $\theta\in I=[0,1]$ と $k,$ $\mathit{1}\in N$ に対し, 初期値問題

$x’=(1-\theta)J\kappa(t, X\rangle+\theta f_{l}\langle t, X)$ , $x\langle 0)=u$

は唯–つの解 $W_{k,l}\langle t : \theta, u\rangle$ をもつ. $\lambda_{k,l}\langle\theta,$ $u$ ) $:=\ell\theta_{k,l}\langle T;\theta, u\rangle$ で $\lambda_{k,l}$ を定

めると, 連続写像 $\lambda_{kl}$, : $I\mathrm{x}R^{n_{arrow}}R^{n}$ が得られる. 作り方より明らかに

$\lambda_{k,l}(0, \cdot)=\lambda_{k},$ $\cdot$ $\lambda_{k,l}\langle 1,$ $\cdot)=\lambda_{l}$

が成り立ち, [2] の補題 10と同様にして次の補題が示せる.

補題 1 $\exists n_{0}\in N$ , $k,$ $\mathit{1}\geqq n_{0}\Rightarrow p\in R^{n}\backslash \lambda_{k,\iota}(I, \mathrm{a}D)$.

この補題より, $k,$ $\mathit{1}\geqq n_{0}$ ならば $\deg\langle\lambda_{k},$ $D,$ $p$ ) と $\deg(\lambda_{\iota D},, p)$ は意味をも

ち, 両者は–致することが分かる. そこで $\deg\langle\Gamma,$ $D,$ $p$ ) を

(4) $\deg(\Gamma, D, p)=\lim_{karrow\infty}\deg\langle\lambda_{k},$ $D,$ $p)$

と定める. これは well $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ ined である. すなわち, (4) の値は, 列 $\{f_{k}\}$ の取り

方によらない. [2] の定理 4と同様に次の定理が示せる.
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定理 1 $\deg(\Gamma, D, P)\neq 0\Rightarrow$ $\exists u\in D$ , $\Gamma\langle u)\ni p$ .

3. 折れ線近似による写像度の定義

任意の $0<\epsilon\leqq 1$ と $u\in R^{n}$ に対して, 関数 $\xi(t\rangle$ を

$\langle 5\rangle$ $\xi\langle t\rangle=\{$

$u$ for $t\in[-1,0]$ ,

$u+[_{\mathrm{o}}^{\iota_{J(}}S,$ $\xi\langle s-\epsilon)\rangle ds$ for $t\in[0, T]$

と定める. Gronwall の不等式と条件 (A) より次の補題は容易に示せる.

補題 2 (5) で定めた $\xi$ は $|\xi\langle t$ ) $|\leqq\{(1+\epsilon b)|_{u^{1+\tau}}a\}$ et $\mathrm{r}$ , $t\in[0, T]$ ,

を満たす.

(5) の $\xi$ を $\mathrm{S}\langle\epsilon,$ $u$ ) と表すと, 写像 $\mathrm{S}:\langle 0,1$ ] $\cross R^{n}arrow c([-1, \tau], R^{n})$ を得る.

補題 3 $\mathrm{S}:\langle 0,1$ ] $\mathrm{X}R^{n}arrow C([-1, T], R^{n})$ は連続である.

証明 $(0,1]\cross R^{n}$ 内の点列 $\{(\epsilon_{k}, u_{k}\rangle\}$ が点 $(\epsilon, u)\in(0,1]\cross R^{n}$ に収束して

いるとする. 簡単のため $\mathrm{S}(\epsilon\kappa, u_{k})$ と $\mathrm{S}(\epsilon, u)$ をそれぞれ $\xi_{k},$ $\xi$ とかく. 明

らかに, 区間 $[$ -1, $0]$ 上では $\{\xi_{k}\}$ は $\xi$ に–様収束している. $\{u_{k}\}$ の有界性と

補題 2より, 正の数 $M$ が存在して,

$|f(t, \xi_{k}\langle t-\epsilon n)\rangle|\leqq M$, $|f\langle t,$ $\xi\langle t-\epsilon$ )) $|\leqq M$ for $t\in[0, T],$ $k\in N$

が成り立っている. 各 $t\in[0, T]$ に対して,

$|\xi(t)-\xi_{k}\langle t)|\leqq|u-u_{k}|$

$+ \int_{0}^{t}|f\langle s, \xi(s-\epsilon)\rangle-f(_{S}, \xi_{k}(_{S}-\epsilon))|ds$

$+]_{0}^{\tau_{J\langle}}|S,$ $\xi_{k}\langle_{S}-\epsilon^{))}-_{J\langle_{S}},$ $\xi_{k}\langle_{S}-\epsilon_{k}\rangle)|ds$

$=:1u-u\kappa \mathrm{I}+Fk\langle t)+a$ $k$

であるが, 右辺第–項 $|u-u_{k}|$ は $karrow\infty$ のとき $0\text{に収束する}$ . また, $\{\xi_{k}\}$ は

区間 $[-1, T]$ で同等連続かつ–様有界であるから, $\{a_{k}\}$ も $0$ に収束する. 次に

$F_{k}(t\rangle$ が区間 $[0, T]$ で–様に $0$ に収束することをみよう. $0\leqq t\leqq\epsilon$ に対して

$0 \leqq F_{k}(t\rangle\leqq\int_{0}\epsilon|J\langle s, u\rangle-f\langle S, u_{\kappa}\rangle|dS$

であるから, $F_{k}(t)$ は $[0, \epsilon]$ 上で $0$ に–様収束している. 従って, $\{\xi_{k}\}$ は区

79



間 $[-1, \epsilon]$ 上で $\xi$ に–様収束している. 同様に $\epsilon\leqq t\leqq 2\epsilon$ に対しては

$0 \leqq F_{k}(t)\leqq\int^{2\epsilon}0|f(_{S},$ $\xi\langle s-\epsilon^{)-_{J\langle S}}, \xi_{k}(s-_{\epsilon}\rangle)|ds$

が成り立ち, –方 $\{\xi_{k} (t-\epsilon)\}$ は $[0,2\epsilon]$ 上で $\xi(t-\epsilon)$ に–様収束していた

から, $\{F_{k}\langle t)\}$ は $[0,2\epsilon]$ 上で $0$ に–様収束している. よって, $\{\xi_{k}\}$ は $\xi$ に

$[-1,2\epsilon]$ 上で–様収束する. この操作を繰り返して, $\{\xi\kappa\}$ は $[-1, T]$ で $\xi$ に

一様収束していることがわかる. $\mathrm{u}\cdot \mathrm{e}.\mathrm{d}$.

補題 4 $(0,1]\cross R^{n}$ 内の点列 $\{(\epsilon_{k}, u’)\}$ が $\langle$ $0,$ $u),$ $u\in R^{n}$ , に収束している

とする. このとき $\{\mathrm{S}\langle\epsilon_{k}, u_{k}\rangle\}$ の部分列で $C([-1, T], R^{n})$ の元 $\xi$ に–様収

束するものがある. また, $\xi|$ c-l, $T\mathrm{J}$ は (E) の解になっている.

証明 補題 3の証明で用いた議論を使う. $\mathrm{q}.\mathrm{e}.\mathrm{d}$ .

上の $\mathrm{S}\langle\epsilon,$ $u$ ) を用いて $\Gamma$ の近似列を次のように構成する. 各 $k\in N$ に対し

て, $\mathrm{S}(k^{-1},$ $u\rangle$ $=\xi_{k}$ と置き, $\xi_{k}(T\rangle=:7k\langle u)$ で $7\kappa$ を定める. すなわち,

7 $k\langle u\rangle:=\xi_{k}\langle\tau)=\mathrm{S}(k-1, u)\langle T)$.

補題 4より $7k:R^{n}arrow R^{n}$ は連続である. この 7 $k$ と (2) を満たす $p$ に対して,

$k$ が十分大ならば, $\deg(7k, D, p)$ が定義できて, この値は $k$ に無関係である

ことをみよう. $(\theta, u)\in I\cross R^{n}$ に対し,

$7\mathrm{A},l(\theta, u):=S((1-\theta)k^{-1}+\theta l^{-1}, u)(T)$

と定めると, 再び補題 4より, 7 $k,$ $l$ : $I\cross R^{n}arrow R^{n}$ は連続であることがわかる.

また, 明らかに, 7 $n,$ $\iota(0, \cdot)=_{7k}$ , 7 $\kappa,$
$\ell(1, \cdot)=_{7\iota}$ が成り立っている. 次の補題

は補題 4と [2] の補題 10の証明で用いた議論により, 容易に示せる.

補題 5 $\exists n_{1}\in N,$ $k,$ $l\geqq n_{1}\Rightarrow p\in R^{n}\backslash 7\mathrm{A},$ $\iota(I, \partial D)$.

この補題により $k,$ $\mathit{1}\geqq n_{1}$ ならば $\deg\langle 7\kappa, D, p\rangle$ と $\deg(7\ell, D, p)$ はそれぞ

れ意味をもち, 両者は–致することがわかる. よって, $\deg\langle\Gamma,$ $D,$ $p$ ) を次で定義す

ることができる.

(6) $\deg\langle\Gamma,$ $D,$ $p)= \lim_{karrow\infty}\deg\langle_{7\mathrm{r}}, D, p\rangle$ .

4. 2つの写像度の同値性

(4) で定めた写像度 $\deg(\Gamma, D, p)$ を $d\langle\Gamma,$ $D,$ $p$ ) で表し, (6) で定めた写像

度 $\deg(\Gamma, D, p)$ を $\rho\langle\Gamma,$ $D,$ $p$ ) で表す. このとき, 次の定理が成り立つ.
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定理 2 $d\langle\Gamma, D, p)=\beta(\Gamma, D, p\rangle$.

証明 任意の $k,$ $\mathit{1}\in N$ と $\theta\in I$ に対して, 初期値問題

$\{$

$y(t)=u$ , $t\in[-1,0]$ ,

$y’\langle t)=\theta f\langle t,$ $y\langle t-l^{-1})\rangle+(1-\theta)fk\langle t,$ $y\langle t))$, $t\in[0, T]$

または, これと同値な

(7) $y\langle t\rangle=\{$

$u$ , $t\in[-1,0]$ ,

$u+ \int_{0}^{t}\{\theta f\langle s, y\langle s-l-1\rangle)+\langle 1-\theta)J\iota\langle s, y\langle_{S}))\}dS$ , $t\in[0, T]$

は唯–つの解 $y_{k,l}$ $(t ; \theta, u)$ をもつ.

まず $\langle$ $k,$ $l,$ $t)\in N\cross N\cross[0, T]$ を固定したとき, $y_{k,l}(t ; \theta, u)$ は $(\theta, u)$

$\in I\cross R^{n}$ に関して連続であることを示そう. いま $\{\langle\theta_{m’ m}u)\}$ を $I\mathrm{x}R^{n}$ 内の列

で, $\langle$ $\theta,$ $u)$ に収束するものとする. 記述を簡単にするため, $y_{k,l}\langle t$ ; $\theta_{m},$ $u_{m}$ ) を

$y_{m}\langle t$ ), $y_{J,\ell}‘\langle t$ ; $\theta,$ $u$ ) を $y(t)$ とかくことにする. $marrow\infty$ のとき $y_{m}\langle t)arrow$

$y(t\rangle$ を示せばよい. $\{u_{m}\}$ は有界列であることと, (A), (P1) より, 正の数 $M_{1}$

が存在して,

$|y_{m}(t\rangle|\leqq M_{1}, |y(t)|\leqq M_{1}$ for $t\in[-1, T],$ $m\in N$

が成り立っている. 従って (7) より

$|y_{m}\langle t)-y\langle t)|\leqq \mathrm{I}u_{m}-u|$

ア

$+]_{\mathrm{O}}^{|\theta_{m}}f$ $S,$ $ym-l^{-1})\rangle-\theta^{f\langle(s-}s,$$y_{m}l^{-1})\rangle|ds$

$+ \int_{\mathrm{o}}^{t}|\theta f\langle S, y_{m}(s-l^{-1}\rangle)-\theta f\langle s,$ $y\langle s-l^{-1}))|ds$

ア

$+]_{0}^{|(\iota\theta)f}-m\kappa(s, ym\langle S)\rangle-(1-\theta)f\mathrm{e}(_{S,y}m\langle S))|dS$

$+\mathrm{I}_{\mathrm{o}}^{t}|(1-\theta^{)f_{n}\langle_{S,y_{M}}}(s))-\langle 1-\theta^{)}f_{\mathrm{A}}(_{S}, y\langle_{S})\rangle|ds$

$\leqq 1u_{m}-u1+2|\theta_{m}-\theta|M\tau$

$+ \int_{\mathrm{O}}^{t}|J\langle s,$ $ym\langle s-l^{-1}\rangle)-f\langle S, y(s-l^{-_{1}})\rangle|ds$

$+ \int_{\mathrm{o}}^{t}L\langle k,$ $M_{1})|y_{m}(S)-y\langle s)|ds$ ,

ただし, $M=a+bM_{1}$ である. 右辺の第 3項は $t$ ついて非減少関数であるから,

Gronwall の不等式より
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$\langle 8) |y_{m}(t\rangle-y(t)|\leqq\{|u_{M^{-}}u|+2|\theta_{\text{ゎ}}-$ $\theta|MT$

$+ \int_{0}^{t}|f\langle s, y_{m}(s-l^{-1})\rangle-f\langle s,$ $y\langle s-l^{-1}))|ds\}\exp\{L\langle k, M_{1}\rangle T\}$

が導かれる. $s\in$ [ $0,$ l-1] ならば $y_{\text{ゎ}}(s-l^{-1})=u\text{ゎ}arrow u=y\langle s-l^{-1}$ ) であるか

ら, ( $8\rangle$ より $y_{m}\langle t$ ) $-y(t\rangle$ は $[0, l-1]$ で $0$ に–様収束していることがわかる.

さらにこのことと (8) より, $y_{\text{ゎ}}(t)$ $-y\langle t$ ) は区間 [ $0,2$ l-1] で $0$ に–様収束

していることがわかる. この操作を繰り返すことにより, $\{y_{m}(t)\}$ は区間 $[0, T]$

全体で $y(t\rangle$ に–様収束することが示せる. よって, 任意の $t\in[0, T]$ について,

$y_{m}(t\rangle$$arrow y(t)$ (as $marrow\infty$ ) が示せた.

次に $y_{k,\ell}(T;\theta, u)$ を $\mu_{k,l}(\theta, u)$ と表すと, 上でみたことより, 連続写像

$\mu_{k,l}$ : $I\cross R^{n}arrow R^{n}$ が得られる. また作り方より明らかに,

$\mu_{k,l}\langle 0, u\rangle=y_{k,l}\langle T;0, u)=u\prime_{k}\langle T;u\rangle=\lambda_{k}(u\rangle$ ,

$\mu_{k,l}(1, u)=y_{k,l}(T;1, u)=\mathrm{S}$ (l-1, $u\rangle(T)=7\iota\langle u$ )

である. 補題 1,補題 5と同様に次の事実も容易に示せる.

$\exists n_{2}\in N$, $k,$ $\mathit{1}\geqq n_{2}\Rightarrow P\in R^{n}\backslash \mu$ ” $\iota\langle I, \partial D\rangle$ .

したがって, $\deg(\mu_{k,\iota}(\theta, \cdot),$ $D,$ $p)$ は $k,$ $l\geqq n_{2}$ , $\theta\in I$ であれば意味をもち,

$\deg(\lambda_{k},$ $D,$ $P\rangle$ $=\deg(\gamma_{l}, D, p)$ が成り立つ. これと (4), (6) より定理の結論が従

$\mathcal{D}’$ . $\mathrm{q}.\mathrm{e}.\mathrm{d}$.
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