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最近、 H.Han も [6] と $\mathrm{H}.\mathrm{C}$ .Elman ら [5] は Gauss-Seidel 法について未知数の分割と順序
付けに関する研究を行っており、離散移流拡散方程式の–次元及び二次元の問題に対して自
動的な分割と順序付けの仕方を示している。また $\mathrm{D}.\mathrm{B}$ .Russel, $\mathrm{P}.\mathrm{H}$ .Brazier, $\mathrm{J}.\mathrm{C}^{\mathrm{t}}$ .Strikwerda,
$\mathrm{L}.\mathrm{W}$.Ehrlich $[3],[4]$ らはそれぞれ二次元の問題に対する格子点ごとの緩和係数の特別な選び
方を与えている。
そこで非対称行列を係数行列とする連立方程式を実際に解く場合 ( $[1],[2]$ 参照) の非対称

性を利用した有効な計算法として順序付き改良 SOR法を提案した ( $[7]-[11]$ 参照) 。今回は
この手法をブロック三重対角行列に適用した “適応的順序付きブロック改良 SOR 法” を考
える。

この手法は緩和係数を各ブロックごとのみならず、各反復に対しても変える手法であり、
さらに有効な 1|頁序付けを考慮することにより、対称性のある問題に対しても非常に有効性を
発揮する。 ここではこの手法の理論付けと誤差解析及び数値実験例を示す。

1 適応的順序付きブロック改良 SOR法

連立方程式 $Az=b$ を考える。 ここで $A$ は次のような $n\cross n$ ブロック�重対角行列であ
り、 .

$A=[-L_{j}, P_{j}, -Uj]=$

$P_{j},$ $L_{j},$ $U_{i’}$ はすべて $q\cross q$ 行 1|J‘ $z=(Z_{1}, z_{2}, \cdots, z)nT$ , $b=(b_{1}, b_{2}, \cdots, b_{n})^{T}$ の各 $z_{j},$ $b_{j}$

は $q$ 列べクトルとする。 このとき $Az=b$ は次のブロック連立方程式で表せる。

$\{$

$-L_{j^{Z_{j1}}}-+PjZ_{j}-U_{j^{Z}j}+1=b_{j}$ , $1\leq j\leq n$

(2)
$z_{01}=Z_{n+}=0$

(2) に対して、新しい反復法 “適応的順序付きブロック改良 SOR 法” を次のように提案
する。

$\{$

$P\dot,.\tilde{z}_{j}^{(m+1)}=Ljz^{(m_{1}}j-+U_{j1}Zj+++1)(m)b_{j}$ , $z_{0}^{(m+\mathrm{i}})=z_{n+}^{(m)}1=0$

$z_{j}^{(m+1)}=z^{(}jm)+\omega^{(}jm)(\tilde{z}_{j}-m+1)(m))(z_{j}$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ , $m=0,1,2,$ $\cdots$

この手法は緩和係数 $\omega_{j}^{(m)}$ をブロック毎のみならず、各反復に対しても変える反復法であ
る。

ここでこの手法に関する幾つかの定義と定理を示しておく。
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定義 1.1 $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ に対し、 $p$ の有理式 $L_{j}(p)$ , $P_{j}(p)$ , $U_{j}(p)$ と $q\mathrm{x}q$ 行列 $P$ が存在
し、 $L_{j}=L_{j}(P)$ , 乃 $=$ 乃 $(P),$ $U_{j}=U_{j}(P)$ と表せるとき、 $n\cross n$ ブロック三重対角行列
$A=$ [ $-L_{j}$ , 乃, $-U_{j}$ ] は行列 $P$ により三重対角行列に分解可能であるという。

. 特に、行列 $A$ が行列 $P$ により三重対角行列に分解可能であり、 $P$ の Jordan標準形が
対角行列であるならば、行列 $A$ は狭義の意味で行列 $P$ により三重対角行列に分解可能であ
るという。 ( $[12],[13]$ 参照)

ここで ‘ [91で既に得られている 2つの定理を示す。

定理 1.1 $n\cross n$ ブロック三重対角行列 $A=[-Lj, Pj, -Uj]$ 力 i $q$ $\mathrm{x}q$ 行列 $P$ により三重対
角行列に分解可能であるならば、連立方程式 $Az=b$ は次の方程式と同等である。 ここで

$z=[z_{j}],$ $b=[b_{j}],$ $z_{j}$ と $b_{j}$ は $q$ 列べクトルであり、行列 $P$ の相異なる固有値毎の重複
度を $\nu_{k},$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $s$ とする。

$\overline{A}_{ii^{\overline{Z}_{i}^{k}}}^{k}.,+\overline{A}k+i,i+1+\overline{z}_{i1}^{k}\cdots+\overline{A}_{i}k,\overline{Z}k\nu k\nu k=\overline{b}_{i}^{k}$, $i=1,2,$ $\cdots,$ $\nu_{k}$ , $h\mathrm{j}=1,2,$
$\cdots,$ $s$ (3)

ここで
$\overline{A}_{ii,1}^{k}=[-Lj(\overline{p}k), P_{j}(\overline{p}k), -Uj(\overline{p}_{k})]$

$\overline{A}_{i,i+1}^{k}=[-\frac{L_{j}’(\overline{p}_{k})}{1!},$ $\frac{P_{j}’(\overline{p}_{k})}{1!},$ $- \frac{U_{j}’(\overline{p}_{k})}{1!}]$..
$\overline{A}_{i,\nu_{k}}^{k}=[-\frac{L_{j}^{(\nu_{k}-i\rangle}(\overline{p}_{k})}{(\nu_{k}-i)!},$ $\frac{P_{j}^{\mathrm{t}^{\nu_{k}}-}i)(\overline{p}k)}{((\nu_{k}-i)!},$ $- \frac{U_{j}^{1^{\nu_{k}}-i})(\overline{p}_{k})}{(\nu_{k}-i)!}$

は $n\cross n$ 三重対角行列であり、 [91の補題 5.1で定義される $v_{1,1},$ $v_{1.2,1,}\ldots,$$v$ $v,$ $\cdots,$$v_{2,\nu}\nu 12$ ’

, $v_{s,1},$ $\cdots,$ $v_{S},\nu_{s}$ は–次独立で\supset

$z_{j}=\overline{Z}_{j}^{1,1}v1,1+\overline{z}jv1,21,2+\cdots+\overline{z}jv1,\nu_{1^{++}}1,\nu_{1\overline{Z}jv_{2,1}}2,1\ldots$

$+\overline{z}_{j}^{2,\nu_{2}}v2,\nu 2+\cdots+\overline{z}^{S}j’ v,1+s1\ldots+\overline{Z}^{s,\nu}jvs,\nu_{s}S$

$b_{j}=\overline{b}_{j}^{1,1}v_{1,1}+\overline{b}_{j}^{1,2}v_{1,2}+\cdot$ . . $+\overline{b}_{j}^{1,\nu_{1}}v_{1,\nu_{1}}+\overline{b}_{j}^{2,1}v_{2,1}+\cdots$

$+\overline{b}_{j’ 2,\nu_{2}}^{2}\nu_{2v}+\cdots+\overline{b}_{j}^{S,1}v_{S,1}+\cdots+\overline{b}_{j}^{s,\nu_{s}}v_{s},\nu_{S}$

$\overline{z}_{t}^{k}=(_{\sim_{1}_{\wedge}}\overline{\sim}^{k,t},\overline{z}^{k}2’,\cdot,\overline{z}_{n},)^{\tau}t..kt$ , $1\leq t\leq\nu_{k}$ , $\overline{b}_{i}^{k}=(\overline{b}_{1’ 2}^{k}’\overline{b}, \cdots, \overline{b}_{n}k,i)^{\tau}ik,i$ である。
特に、 $n\cross n$ ブロック三重対角行列 $A=[-Lj, Pj, -Uj]$ が狭義の意味で $q\cross q$ 行列 $P$ に

より三重対角行列に分解可能であるならば、 $Az=b$ は次の方程式と同等である $([12],[1.3]$

参照) 。

$\overline{A}^{k}\overline{z}^{k}=\overline{b}^{k}$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ (4)

ここで $\overline{A}^{k}--[-L_{j}(\overline{p}_{k}), P_{j}(\overline{p}_{k}), -Uj(\overline{p}_{k})]$ は $n\cross n$ 三重対角行列であり、行列 $P$ の固有値
$\overline{p}_{k}$ に対応する固有ベクトル $v_{k},$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ に対し、

’

$z_{j}=\overline{z}_{j}^{1}v_{1}+\overline{z}_{j}^{2}v_{2}+\cdots+\overline{z}_{j}^{q}v_{q}$, $b_{j}=\overline{b}_{j}^{1}v_{1}+\overline{b}_{j}^{2}v_{2}+\cdots+\overline{b}_{j}^{q},v_{q}$

で表される。ただし $\overline{z}^{k}=(\overline{z}_{1}^{k},$ $\cdots\neq^{\overline{Z}_{n}^{k)^{T}}}’\overline{b}^{k}=(\overline{b}_{1}^{k},$ $\cdots,\overline{.}b_{n}^{k}\mathrm{I}^{T}$ は $n$ 列べクトルである。

(.3) の $i=\nu_{k},$ $\nu_{k}-1,$ $\cdots,$
$1$ の順に $\overline{z}_{\nu_{k}}^{k},$, $\overline{z}_{\nu_{k}-1’ i1}^{k\ldots,k}\mathit{2}+$ が既知ならば、 $\overline{z}_{i}^{k}$ に対する方程式

(3) はその非斉次項 $\overline{b}^{k}$ が既知である方程式 (4) と同じとみなせる。
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定理 1.2 $n\cross n$ ブロック三重対角行列 $A=[-L_{j},$ $P_{j},$ $-Uj|$ が正則な $q\cross q$ 行列 $P$ によ

り三重対角行列に分解可能であるならば、 $q\cross q$ 単位行列 $I_{q}$ と $\Phi^{(m)}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a},\mathrm{g}(\omega I_{q}(m)(m)I_{q}1’\omega 2$

’

, $\omega_{7b}^{(m)}I_{\mathit{1}}()$ に対して、 (2) に対する適応的順序付きブロック改良 $SOR$ 法は自然な順序を
とる場合、

$P_{j}\tilde{z}_{j}^{(m+1})=L_{j}z_{j-}^{(}m_{1}+1)(+Ujz_{j}+m)+1b_{j}$, $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ ,
$\}$ (5)

$z_{j^{\prime n}}^{\langle 1)}+=z_{j}^{()(m)(}m+\omega_{j}(_{\tilde{Z}_{j}}m+1)-z^{\mathrm{t}^{\eta}})j)$, $z_{0}^{(m+1)}=Z_{n+1}(m)=0$ , $m=0,1,2,$ $\cdots$

は次の方程式と同等である。

$P_{j}|_{)=\overline{b}_{j}^{-(1}\sum_{t=i1}^{\nu}}^{\wedge} \sim j;.i(\overline{p}k)_{\sim}’\sim.,\cdot.=L_{ji},+\wedge kj.(k^{+}imi+)^{)k,i-()}k+\{\frac{(\overline{p}_{k})Z_{j}L_{j}^{(t}-i)(+1\frac{m}{(}\overline{p}_{k}1_{:}(k))}{(t-i)!}\overline{z}_{j-}^{(})m+1,(1U_{j}(\overline{p}_{k})\tilde{b}kt):)-\frac{P_{j}^{(-}z_{j+\mathrm{t}^{k,i)}}^{(l)}nt1,i)(\overline{p}_{k^{+}})}{(t-.i)!}\overline{z}j,(\mathrm{t}m)jk,’ t)’\frac{U_{j}(t-i)(\overline{p}_{k})(k,i)l+1)\mathrm{t}=\overline{\mathcal{Z}}_{n}}{(t-i)!}\overline{Z}j+1+\sim 70^{n}+1.(k,,i)\}m(m)(k,t=^{\mathrm{o}})’\}$ (6)
$\wedge\simeq.\langle 7’ l.+1)\sim j.(k.i)=\overline{z}_{j.()}^{()}+m_{k.i}\omega j(m)(^{\simeq}z(m_{k}+1-j,(\cdot,i)^{)}\overline{z}_{j},)(m_{k}(,i))$ , $J=1,2,$ $\cdots,$ $n$

$\iota=\nu_{k},$ $\nu_{k}$. $-1,$ $\cdots,$
$1$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $s$ , $m=0,1,2,$ $\cdots$

ここに $z_{\wedge}^{(.m)}=\overline{Z}(m-\cdot,,)\tau\rangle v1\rceil+\overline{z}-(.m,)(n\tau\cap\backslash v\rceil 9+\cdots+\overline{Z}-.,\mathrm{t},)-\backslash v_{1},,$ . $+_{\overline{\tilde{4}}}(.m_{\cap},)$

$z_{\grave{j}}..- l=\overline{z}_{\grave{j}},v_{1}.1+1,1\overline{z}_{\grave{j},(1,2)}l_{m2}^{\mathrm{v}})^{)}.v+\overline{z}v_{2,\nu}j,(,\nu 2)2^{+\cdot\cdot+,++v_{S}}.1)..S^{++,’ v_{2,1}}1^{\cdot}...\overline{z}^{(}.)J\nu r.1.2\overline{Z}_{j,(s}(m+)v,\overline{Z}_{\grave{j},(}u1,\nu 1)1’.v_{1.\nu}j(s,\nu_{s})m\overline{\tilde{z}}^{\backslash ^{\iota y}}j.(2\nu r_{1)}\underline{\epsilon}+\cdots$

$\tilde{z}_{j}=(m)\simeq(+z_{j}Z_{j,\simeq},m_{1}l_{m},’)’,\simeq(m))\simeq(m(2,\nu_{2})1)v_{1}v_{2}1+Z)v_{1,2}\nu 2^{+}j,(.1,2)..+\sim j,(_{S}1)1+\gamma v_{s},\cdot\cdot+z^{()}j+,\cdots+z_{j,(\nu_{1}}v1.\nu,1+\simeq(m1,)zj).\simeq \mathrm{t},mv\simeq m(s,\nu_{\vee}\mathrm{q})S,\nu s(2,1))v_{2},1+\cdots$

これは (3) 式に対する自然な順序をとる場合の適応的順序付き改良 $SOR$法である。
特に、 $A$ が狭義の意味で行列 $P$ により三重対角行列に分解可能ならば、 (5) 式は次の

方程式と同等である。

$P_{j}(\overline{p}_{k})^{\simeq}\tilde{4}j(.m_{k^{+1}})=L_{j}(\overline{p}_{k})\overline{z}_{j}^{(m+}-1,k+U_{j}1)(\overline{p}_{k})\overline{z}_{j}(m_{1}.)++,k.k\overline{b}_{1}.$ ,
$\sim$

$\overline{z}_{j.k^{+)}}^{(m}1=\overline{z}_{j,k}^{(m)}+\omega_{j}(m)(^{\simeq}Z_{j,j}(m_{k}+1)-\overline{z},)(m)k$

’ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ ,
$\overline{z}_{0^{m_{k}}}^{(+1},)=\overline{z}_{n+1,k}^{(m)}=0$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ , $m=0,1,2,$ $\cdots$

,

(7)

ユユエ $z_{j}=\tilde{z}j:v_{1}(m)-(m)(m1+\overline{z}j,22+)(v\cdots+\overline{z}j.qm)v_{q}$ , $\tilde{z}_{j}=(m)\simeq(m)\simeq(n\mathrm{t})\ldots\simeq\tilde{z}j.1+zjv_{1},v2+2+z^{(}j.qvm)q$ ア

ある。
これは (4) 式に対する自然な順序をとる場合の適応的順序付きブロック改良 $SOR$法と

なっている。

適応的順序付きブロック改良 SOR法の収束について次の実用的な定理が得られている。

定理 13 $n\mathrm{x}n$ ブロック三重対角行列 $A=[-L_{j}, P_{j}, -U_{j}]$ が $q\cross q$ 行列 $P$ により三重対
角行列に分解可能であるとする。 このとき行列 $P$ の固有値 $\overline{p}_{k}$ , $k=1,2,$ $’\cdot\cdot,$ $q$ に対して

i) $0<4 \frac{L_{j+1}(\overline{p}_{k})U_{j}(\overline{p}k^{\wedge})}{P_{j+1}(\overline{p}_{k})P_{j}(\overline{p}\kappa)}.\cos^{2}\frac{\pi}{n+1}<1,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n-1$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ ならば、 $0<\underline{\omega}\leq$

$\omega_{j}^{(m)}\leq\overline{\omega}<2,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n,$ $m=0,1,2,$ $\cdots$ を満たす $\Phi^{(m)}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\omega_{1}I\omega_{2}I_{q}(m)(q’ m),$ $\cdots$ ,
$\omega_{n}^{(m)}I_{q})$ に対して ‘ (5) を $z^{(m+1)}=\mathcal{L}_{\Phi^{()}}^{b\iota_{\circ}}mCk_{Z^{(}+k}m$

) と表すとき $\rho(\mathcal{L}_{\Phi(}^{bloCk}))m<1$ となり (5) 式
は収束する。
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ii) $0<4| \frac{L_{\gamma+1}(_{\overline{I^{J}}}k)U\mathrm{J}(\overline{p}_{k})}{P_{J+1}(\overline{p}_{k})Pj(\overline{p}_{k})}|\leq 1$, $j=1,2,$ $\cdots,$ $n-1$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ ならば、

$0<\underline{\omega}\leq\omega j\mathrm{t}nl\cdot)\leq\overline{\omega}_{j}=_{1}\mathrm{m}\mathrm{i}\leq k\leq q11$
$\backslash ’\frac{2}{1+\sqrt{|\frac{L_{j}(\overline{p}_{k})U_{j-}1(\overline{\mathrm{P}}k)}{P_{j}(\overline{p}_{k})P_{j-1}(\overline{p}_{\mathrm{A}})}|}+\sqrt{|\frac{L_{J+1}(\overline{p}_{k})U_{j}(\overline{p}_{k})}{P_{j+1}(\overline{p}_{k})PJ(\overline{p}_{k})}|}}\},$ $j=1?1l=0’‘,12,$ $,\cdots,\uparrow \mathrm{z}2,\cdots$

’

(ただし $\omega_{j}^{(7n)}=\overline{\omega}_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を除く) を満たす $\Phi^{(rn)}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\omega^{\{)}I\gamma|\overline{\iota}’\omega^{(7}I\cdots,$$\omega^{(?1\tau}I1q2l\iota)q’ nq))$

に対して、 \rho (L實詰) $<1$ となり (5) 式は収束する。

系 1.1 $A=[-L_{j},$ $P_{j},$ -働は各 $L_{j}=l_{j}^{y}I_{q},$ $U_{j}=u_{j}^{y}I_{q},$ $P_{j}=P=[-l_{i}^{x}, 1, -u_{i}]x$ が $q\cross q$

三重対角行列で $0<l_{i+1i}^{x}u^{x} \cos^{2}\frac{\pi}{q+1}<\frac{1}{16},$ $j=1,2,$ $\cdot\cdot’,$ $q-1$ である $n\cross n$ ブロック三

重対角行列とする。 このとき $0<l_{j+1j}^{y}u^{y} \cos^{2}\frac{\pi}{n+1}<\frac{1}{16}$ ならば ‘ $0<\underline{\omega}\leq\omega_{j}^{\langle n\iota}$
)

$\leq\overline{\omega}<$

2, $j=- 1,2,$ $\cdots,$ $n,$ $m=0,1,2,$ $\cdot\cdot$ , に対して $\rho(\mathcal{L}_{\Phi^{(m}}^{b\iota}\circ Ck))<1$ であり (5) 式は収束する。また
$0<|l_{j+1}^{yy}uj| \leq\frac{1}{16}$ ならば、 $0<\underline{\omega}\leq\omega_{j}^{(m)}\leq 1,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $7l,$ $m=0,1,2,$ $\cdots$ に対して
$\rho(\mathcal{L}_{\Phi^{(m}}^{bl}OCk))<1$ であり (5) 式は収束する。

2 順序付けと緩和係数 $\omega_{j}^{(\dot{m})}$ の実用的な選び方

まず、 $n\cross 7l$ ブロック三重対角行列 $A=[-L_{j}, P_{j}, -U_{j}]$ に対する順序付けを考える。 こ

こで $L_{j}=[0, l_{y}, \mathrm{o}]=l_{y},I_{q}$ , 乃 $=[-l_{x}, 2, -u_{x}]$ , $U_{j}=[0, u_{y}, \mathrm{o}]=u_{y}I_{q}$ はそれぞれ $q\mathrm{x}q$

三重対角行列とし、 $I_{q}$ は $q\cross q$ 単位行列、 $\sqrt{l_{x}u_{x}}+\sqrt{l_{y}u_{y}}=1$ , $l_{x}v_{x},,$ $/_{y},\prime U_{y},>0$ とする。

$\overline{l}^{k}=l_{y},\overline{p}^{k}=2-2\sqrt{l_{x}u_{x}}\cos\frac{k\pi}{n+1},\overline{u}^{k}=u_{y}$ とする $n\cross n$ 三重対角行列 $\overline{A}^{k}=[-\overline{l}^{k},\overline{p}^{k}, -\overline{u}^{k}]$

を係数行列とする連立方程式に対し、

2
$\omega_{opt}^{k}=$

$1+\sqrt{1-(\frac{2\sqrt{l_{y}u_{y}}\cos\frac{k\pi}{n+1}}{2-2\sqrt{l_{x}u_{x}}\cos\frac{k\pi}{n+1}})^{2}}$

を考えると $\lambda_{optt}^{k}=\omega^{k}-\mathit{0}_{P}1=1-\frac{1}{\sqrt[4]{l_{y}u_{y}}}$
. $\frac{2k\pi}{n}+\cdots$ , $k=1,2,$ $\cdots$ となり、

$\lambda^{k}.=(opt\cdot op\lambda^{1}Yt$ である。

これらの考察の下で、適応的順序付きブロック改良 SOR法に対し、次のような順序付け
の選び方を提案する (例 3.1及び 3.2参照) 。

順序付け

i) $x$ と $y$ 方向のどちらを選ぶかは $\lambda_{\mathrm{o}pt}^{k}$ を小さくするように $l_{x}u_{x}$ と $l_{y}.u_{y}$ の大きい方を選ぶ。
例えば、 $l_{x}u_{x}>l_{y}u_{y}>0$ ならば $x$ 方向、つまり自然な順序の行列 $A$ を、 $0<l_{x}u_{x}<l_{y}u_{y}$

ならば $y$ 方向、つまり行列 $\overline{P}^{T}A\overline{P}$ を選ぶ。 ここに、 $\overline{P}=[P_{i.j}]$ は $n\mathrm{X}7l$ ブロック置換行列
で $P_{i,j}=$ 「$p_{k,l}^{i.j}|$ は $q\cross q$ 行列で $p_{k,l}^{i,j}=\delta k.j\delta\iota.i$ とする。
ii) 各方向での正順もしくは逆順のどちらを選ぶかは $|l_{x}|,$ $|u_{x}|$ の大小かつ $|l_{y}|,$ $|u_{y}|$ の大小
による。例えば ‘ $|l_{x}|>|u_{x}|>0$ ならば正順を、 $0<|l_{x}|<|u_{x}|k$ らば逆順を選ぶ $([\overline{(}]_{\text{、}}$

[8] 参照) 。
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$l7\mathrm{x}n$ 三重対角行列 $A$ に対して、 $\rho(\mathcal{L}_{\Phi})=0$ となる Case $\mathrm{I}_{k}$ ), $1\leq k\leq n$ ( $[8]-[10]$ 参
照) の $??$. 組の特別な $\Phi=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\omega 1, \omega 2, \cdots, \omega_{n})$ を簡単に求めることができる。
ここで緩和係数 $\omega_{j}^{(m)},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ の選び方と収束に必要な反復回数の関係を考える。

定理 2.1 ([10] の定理 21-23参照) Case $\mathrm{I}_{k}$ ), $2\leq k\leq n-1$ において [10] の定
理 22と定理 2..3のように正 1|頁でない [10] で定義された置換行列 $P_{k},$ $Q_{k}$ により得られる

2つの特別な順序付けをとると、 $\uparrow n$ 反復後の誤差ベクトルは $m\geq 11\perp \mathrm{a}\mathrm{X}(k, n-k+1)$ に

対して $0$ となる。 -方、正順をとった Case $\mathrm{I}_{n}$ ) の誤差ベクトル $e^{(m)}=[e_{j}^{(m)}.]$ に対して

$e^{(.m)}.’=0,$ $j=\uparrow\tau-m+1,$ $n-m+2,$ $\cdots,$ $n,$ $m=1,2,$ $\cdots,$ $n$ であり、また正順での Case $\mathrm{I}_{1}$ )

に対しては $e_{j}^{(m)}=$ $(\omega l\omega 1lnnn-n-1^{\cdot}. .\omega_{j+1}l_{j+}1)-1e(m)n’ j=r\iota-m,$ $n-m+1,$ $\cdots,$ $n-1,$ $m=$

$1,2,$ $\cdots,$
$\uparrow\}-1$ となる。

次に、定理 2.1を用いて (5) 式が有限回で収束するような緩和係数 $\omega_{j}^{(n\tau)}$ の選び方の例を
3つ提案する。
簡単のため次の仮定をする。 $n\cross n$ ブロック三重対角行列 $A=$ [ $-L_{j}$ , 乃, $-U_{j}$ ] は狭義 (7)

意味で $q\cross q$ 行列 $P$ により三重対角行列に分解可能であり、行列 $P$ の相異なる固有値を
$\overline{l^{J_{k}}}\cdot,$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ とし $Pv_{k}=\overline{p}_{k}v_{k},$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ とする。

定理 2.2 以上の仮定の下で、 $(k-1)n+1\leq m\leq kn$ に対して $\omega_{j}^{(m)}=\overline{\omega}_{j}^{(k)}$ , $1\leq j\leq$

$?l$ , $1\leq k\leq q$ にとる。 ここで

$\overline{\omega}_{1}^{(k)}=1$ , $\overline{\omega}_{j}^{(k)}=\frac{1}{1-^{L_{\lrcorner_{\frac{(\overline{p}_{k})}{(\overline{p}_{k})}}}}\overline{P}_{j}\overline{\omega}_{j}^{(k)}-1\frac{U_{\mathrm{j}-1}(\overline{p}_{k})}{P_{j-1}(\overline{p}_{k})}}$
, $j=2,3,$ $\cdots,$ $n$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$

このとき、 自然な順序をとる反復 (5) を考えると $m=(k-1)n+j,$ $1\leq k\leq q,$ $1\leq j\leq n$

に対して
$\overline{e}_{\eta \mathfrak{s}}^{(.m)}=0$ , $l=1,2,$ $\cdots,$ $k-1$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ ,
$\overline{e}_{j,k}^{(m)}.=^{\mathrm{o}’}j.\iota-\cdot$, $j=n’-v-\perprightarrow,,$$.v\overline{j}+1,$ $n-,\overline{j}+2,"\cdot’,$$n\perp.r-.’.-$

かつ $7?l=qn$ に対して $e^{(m)}=0$ となる。 ここに

$e_{j}^{(m)(m)}=z-j\hat{z}_{j}=\overline{e}_{j}^{(\rangle},v_{1}+m_{1}\overline{e}_{j}.v\mathrm{t}^{m}2)2+\cdots+\overline{e}^{(}j,qv_{q}m)$, $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$

もし $0<4 \frac{L_{\mathrm{j}+1}(\overline{p}_{k})Uj\mathrm{t}\overline{p}k)}{P_{j+1(\overline{p}k})P_{j}(\overline{p}_{k})}\cos^{2}\frac{\pi}{n+1}<1$ , $j=1,2,$ $\cdot\cdot,$

$,$
$n-1$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ ならば、

$0<\overline{\omega}_{j}^{(k)}<2,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ かつ $\rho(L_{\Phi^{(m})}^{bl_{\mathit{0}}}Ck)<1$ となる。

定理 23 上の仮定の下で $m=(k-1)(n+1)+\overline{j},$ $1 \leq k\leq[\frac{q+1}{2}],$ $1\leq j\leq r\iota+1$ に対して

$\omega_{j}^{(m)}=\overline{\omega}_{j}^{(}2k-1)$ , $1\leq j\leq(n+1)-\overline{j}$

$\omega_{j}^{(m)}=\overline{\omega}_{j}^{(2k)}.$ , $(n+1)-\overline{j}+1\leq j\leq n$ , $1\leq k\leq[_{2}^{\mathrm{A}}]$

$\omega_{j}^{(m)}=\overline{\omega}_{j}^{(q)}$ , $(n+1)-\overline{j}+1\leq j\leq n,$ $k=[ \frac{q+1}{2}]$
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にとる。 ここで

$\{$

$\overline{\omega}_{1}^{(2k-1})=1,\overline{\omega}_{j}^{(2k-1)}=\frac{1}{1-\frac{L_{j^{(\overline{p}_{2}}k}-1^{)}}{P_{J}\{\overline{P}2k-1)}\overline{\omega}_{J}^{(2k}-1^{-1}\frac{U_{J}-1(\overline{p}2k-1^{)}}{P_{\mathrm{j}-}-1(\overline{\mathrm{p}}2k1)})}$
, $j=2,3,$ $\cdots,$ $n$ , $k=1,2,$ $\cdots,$

$[ \frac{q+1}{2}]$

$\overline{\omega}_{n}^{(2k)}=1,\overline{\omega}_{j}^{(2k)}=\frac{1}{1-\frac{U_{j}(\overline{p}_{2k})}{P_{j}(_{\overline{P}2k})}\overline{\omega}^{(2k)}\frac{L_{\mathrm{j}+1(\overline{P}_{2k})}}{Pj+1(\overline{\mathrm{p}}2k)},j+1}$
, $j=n-1,$ $n-2,$ $\cdots,$

$1$ , $k=-\iota,$ $2,$ $\cdots[7\frac{q}{2}]$

このとき、 自然な順序をとる反復 (5) を考えると $m=(k-1)(n+1)+\overline{j},$ $1 \leq k\leq[\frac{q+1}{2}],$ $1\leq$

$\overline{j}\leq n+1$ に対して

$\overline{e}_{j.\iota}^{1^{m})}=0$ , $l=1,2,$ $\cdots,$ $2(k-1)$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$

$\overline{e}_{j.k-1}^{(r_{2}}|\mathrm{t}).=0$ , $(n+1)-\overline{j}\leq j\leq n$ , $\overline{e}_{j,2k^{+))}}^{(k(1}.=n\mathrm{o}$ , $1 \leq k\leq[\frac{q}{2}]$

及び $m=[ \frac{q+1}{2}](n+1)-(q-2[_{2}^{\mathrm{g}}])$ に対して $e^{(m)}=0$ となる。 ここに

$e_{j}^{(\eta l)}=z_{j}-(m)\hat{Z}_{j}=\overline{e}_{j},v_{1}\langle m)(n1)1+\overline{e}_{j..2}2v+\overline{e}_{j}^{(},m3)v3+\overline{e}_{j,4}v(n\tau)4+\cdots+\overline{e}j.qv_{q}(n\iota)$, $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$

である。
もし $0<4 \frac{L_{j+1(\overline{p}k})U_{j}(\overline{p}_{k})}{p_{j+1}(\overline{p}k)P_{j}(\overline{p}_{k})}\cos^{2}\frac{\pi}{n+1}<1$, $j=1,2,$ $\cdots,n-1$ , $k=1,2,$ $\cdots,$ $q$ ならば、

$0<\overline{\omega}_{j}^{(k)}<2,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ かつ $\rho(\mathcal{L}_{\Phi^{(m}}^{blo}ck))<1$ となる o

定理 24 $1\leq\overline{k}\leq n$ となるたを定め $\overline{k}_{1}=\max(\overline{k}, n-\overline{k}+1)$ とする。上の仮定の下で
$(k-1)\overline{k}_{1}+1\leq m\leq k\overline{k}_{1}$ に対して $\omega^{(m)}j=\overline{\omega}j(k),$ $1\leq j\leq n,$ $1\leq k\leq q$ にとる。 ここで

$\{$

$\overline{\omega}_{1}^{(k)}=1$ ,
$\overline{\omega}_{j}^{(k)}.=\frac{1}{1-\frac{L_{J}(\overline{p}k^{)}}{P_{j}(\overline{p}_{k})}\overline{\omega}_{j1}^{(k)_{\frac{U_{J}-1^{(\overline{\mathrm{I}^{)}}k^{)}}}{P_{j-1(\overline{P}k^{)}}}}}-}$

, $j=2,3,$ $\cdots,\overline{k^{4}}-1$ ,

$\overline{\omega}_{n}^{(k)}=1$ ,
$\overline{\omega}_{j}^{(k)}=\frac{1}{1-\frac{L_{\mathrm{j}^{(_{\overline{P}}}k^{)}}}{P_{J}(\overline{p}_{k})}\overline{\omega}_{j}^{(k}+1)_{\frac{U1(+\overline{p}k^{\rangle}}{P_{j+1}(\overline{\mathrm{p}}_{k})}}}$

, $j=n-1,$ $n-2,$ $\cdots,\overline{k^{\triangleleft+}}1$ ,

$\overline{\omega}\frac{(}{k}=\frac{1}{1-\frac{L_{\overline{k}}(\overline{P}_{k^{)}}}{P_{\overline{k}}(\overline{p}_{k})}\overline{\omega}_{\frac{(}{k}}-1\frac{U_{\overline{k}-1^{()}}i_{k}}{P_{\overline{k}-1}(\overline{p}k^{)}}k)-\frac{U_{\overline{k}}(_{\overline{J^{J}}_{k}})}{P_{\overline{k}}(\overline{p}_{k})}(\overline{v}^{k}\frac{(}{k}+)\frac{L_{k+1^{(\overline{\mathrm{p}}_{k^{)}}}}}{P_{\overline{k}+1^{()}}\overline{p}_{k}}1}k)$

,

このとき [10] で定義された置換行列 $Q_{k}$ により得られる特別な順序付けをとる (5) に対応す
る反復を考えると $m=(k-1)\overline{k}_{1}+\overline{j},$ $1\leq k\leq q,$ $1\leq\overline{j}\leq\overline{k}_{1}$ に対して、

$\overline{e}_{j,l}^{(m)}=0$ , $l=1,2,$ $\cdots$ , た $-1$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ ,
$\overline{e}_{j,k}^{(nl)}=0$ , $j=\overline{k}-\overline{j}+1,\overline{k}-\overline{j}+2,$ $\cdots,\overline{k}+\overline{j}-1$

かつ $m=q\overline{k}_{1}$ に対して $e^{(m)}=0$ となる。 ここに

$e_{j}^{(m)}=z_{j}^{(m)}-\hat{Z}_{j}=\overline{e}^{()}j,v_{1}+\overline{e}_{j}m_{1}(,m2)v_{2}+\cdots+\overline{e}^{(}j,qv_{q}m)$, $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$

である。
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もし、 $0<4 \frac{L_{j+1}(\overline{p}_{k})U\mathrm{j}(\overline{p}k)}{P_{j+1}(_{\overline{\mathrm{P}}k})P_{j}(\overline{p}_{k})}\cos^{2}\frac{\pi}{n+1}<1$ , $j=1,2,$ $,$ $..,$ $n-1$ , $k=1,2,$ $\cdot,$

$.,$ $q$ のとき
$\ln_{k}\mathrm{a}.\cdot \mathrm{X}|’\frac{L- \mathrm{t}\sim\overline{p}_{k})}{P_{\overline{\mathrm{A}}}.(\overline{p}\iota\cdot)}+\frac{U_{\overline{k}}(\overline{p}_{k})}{P_{\overline{k}}(\overline{p}_{\mathrm{A}}.)}|<\frac{2}{3}$ ならば、 $0<\overline{\omega}_{j}^{(k)}<2,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ かつ $\rho(\mathcal{L}_{\Phi^{(m})}^{b\iota}ock)<1$ であ

る ([11] の定理 26参照) 。

特に $\ln_{\mathrm{A}}\mathrm{a}.\mathrm{X}|\frac{L_{\overline{\mathrm{A}^{\wedge}}}(\overline{r}_{k})}{P_{\overline{k}}(\overline{p}_{k})}+\frac{U_{\overline{k}}(\overline{p}_{\mathrm{A}^{-)}}}{P_{k}(\overline{p}_{k})}|\geq\frac{2}{3}$ で $\omega\frac{(}{k}m$
)

$\not\in(0,2)$ の場合は [10] で定義された置換行列 $Q_{k}$ に

よる特別な順幽付けの (5) に対「)\llcorner ‘‘する反復に $X$ り得 $\text{ら}$れる $\tilde{Z}\frac{(}{\mathrm{A}}..m+1$

) と $m=(k-1)\overline{k}_{1}+\overline{j},$ $1\leq$

$k\leq q,$ $1\leq\overline{j}\leq\overline{k^{4}}_{1}$ に対し、
$Z^{\frac{(}{k}} \approx m+1)=\tilde{z}\frac{(}{k}m+1)+(1-\omega^{m}\frac{(}{k}))(Z\frac{(}{k}m)-\tilde{z}\frac{(}{k}m+1),$

$v_{k})/||vk||^{2}$

ただし、
$\sim(m+1)(u,v)$

は内積 $u^{T}v$ で $||v||^{2}=(v, v)$ とする。 これと $\tilde{\omega}_{\frac{(}{k}}^{m)}=(\omega\frac{(}{k}m)+-1\frac{(}{k}\omega^{71l)})+1/2$ で

定まる $\tilde{z}_{\overline{k}}$. と $\tilde{\omega}^{m)}\frac{(}{k}$ に対し、 $\tilde{z}\frac{(}{k}\eta l+1$

)
$= \tilde{\omega}\frac{(}{k}z\frac{\langle}{k}m$

) $\approx n\mathrm{t}+1$ )
$+(1- \tilde{\omega}\frac{(}{k})nl)m)Z\frac{(}{k}$ と修正する $0$ この

修正をしないと反復回数が増大する。

行列 $P$ の固有値飯が重複度 $\nu_{k}>1$ を持つ場合についても同様な議論ができる。

3 数値実験例

ここで数値実験例を示す。簡単のためすべての例題において $n\cross n$ ブロック三重対角行列
$A=[-L, P, -U]$ を係数行列とする連立方程式 $Az=b$ を考え、 ここに $L=[0, l_{y}, 0],$ $P=$
$[-l_{J-}.,, 2, -u_{?}.],$ $U=[0, u_{y}, \mathrm{o}]$ は $n\cross n$ 三重対角行列とする。連立方程式の解を $\hat{z}=(\hat{Z}_{1},\hat{Z}_{2},$ $\cdots$ ,
$\hat{z}_{n})^{T},\hat{z}_{j}=(\hat{z}_{1_{:}j,2,j}\hat{z}, \cdots,\hat{z}_{n.j})T,\hat{z}_{i_{:.\dot{?}}}=1,$ $i,j=1,2,$ $\cdots,$ $n_{\text{、}}$ 出発ベクトルを $z^{(0)}=$

$(z_{1}^{(0)}, zz_{n}^{(0}2’.)(0)..,)^{\tau},$ $z_{j}^{(0)}=(z_{1.j’|}^{(0)}Z\cdot,\cdot, z_{n}2_{:}..j)^{T}(0)..(0),$ $\sim_{i,j}’(0)=0,$ $i,j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ とし、
$e^{(m)}=z^{(m)}-\hat{Z}$ の各成分が許容誤差限界 $\delta=10^{-8}$ よりも小さくなるまで反復させたときの
反復回数 $m$ を比較する。 (誤差解析は離散フ一リエ解析が適用でき、 ここでは解 $\sim’ i,j\sim=1$

で 1の離散フーリエ級数は

$1=a_{1}\sin TX+a_{3}.\sin 3\pi X+a_{5}\sin 5\pi x+\cdots$

$a_{1}=1.\mathit{2}645732.31231\cdots$ , $a_{3}=0.3981262841799\cdots$ , $a_{5}=0.209\mathrm{s}293673696\cdots$

であるので ‘ $P$ の固有値 $\overline{p}_{k}=2-2\sqrt{l_{x}u_{x}}\cos\frac{k\pi}{n+1},$ $k=1,2,$ $\cdots$ に対し、緩和係数を選ぶ順
序は $\overline{\omega}_{j}^{(1)(3)(5)(7)}.’ L-\vee’.|’\overline{\omega}_{j},\overline{\omega}_{j},$

$\cdots$ としている。)

例 3.1 非対称な $n\cross n$ ブロック三重対角行列 $A$ に対して、 自然な順序をとる [9] の順序付
きブロック改良 SOR法を適用し、順序付けの選び方と反復回数の関係を調べる。
通常のブロック SOR 法における最適緩和係数 $\omega=\omega_{opt}$ を用いた場合の反復回数を $m_{\mathfrak{u}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\circ p\mathrm{f}^{\text{、}}}}$

緩和係数を $\omega=\omega_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ とブロックごとに変えた場合の反復回数を $m_{(v_{j}}$ とす
る。
表 3.1における $(l_{x}, l_{y})$ の 4通りの取り方は 2節の順序付けに対応しており、 $l_{x}=0.8,$ $u_{x}$

$=0.2,$ $l_{y}=0.9,$ $u_{y}=0.1$ のとき $l_{x}>u_{x},$ $l_{y}>u_{y}$ かっ $l_{x}u_{x}=0.16>l_{y}u_{y}=0.09$ なの
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で、 2節で提案した順序付けの選び方の通りになっており、反復回数はこの場合が最も少な
くなっている。 (この例では $m_{\omega_{opt}}$ と $m_{\omega_{i}}$ は同じ値をとっている。)

表 31 $l_{x}\neq l_{y},$ $l_{\tau}.+u_{\tau}.=1,$ $l_{y}+u_{y}=1,$ $\delta=10^{-8}$ のときの反復回数

例 3.2 対称な $n\cross l\mathrm{z}$ ブロック三重対角行列 $A$ に対して、定理 22の適応的順序付きブロッ
ク改良 SOR法を適用する。

表 32 $l$

。$=u_{x},$ $l_{y}=u_{y}$ , $\delta=10^{-8}$ のときの反復回数

$m_{\omega_{opt}}$ と $m_{\omega_{i}}$ に対し、 ブロックごと及び $n$の反復ごとに緩和係数を $\overline{\omega}_{j’ j}^{(1)13)}\overline{\omega},$ $\cdots$ と変
える定理 22の場合の反復回数を $m_{\omega_{j}^{1,3}}$

と表す。

この表から 2節の $l_{x}u_{xy}>lu_{y}>0$ となる順序付けが大切なことがわかる。加えて $m_{\omega_{opt}}$

および $n\iota_{\omega_{g}}$ の場合と比較してみると、反復ごとに緩和係数を変化させる
$m_{\omega_{j}^{1_{\mathrm{c}}^{\mathrm{Q}}}}..$

, の方が収束

をさらに早めている。

例 3.3 対称なブロック三重対角行列 $A$ に対して適応的ブロック改良 SOR法を適用する。
これは五点公式の例題である。

表 33 $l_{x}=u$。$=l_{y}=u_{y}=0.5$ , $\delta=10^{-8}$ のときの反復回数

$\uparrow n_{\omega \mathit{0}_{P^{t}}}$ に比べて
$m_{\omega_{j}^{1,3}}$

の方が反復回数が約 3/5倍と速く収束している。

また、 $n+1$ 回の反復ごとに緩和係数 $\overline{\omega}_{j}^{(1)(3},\overline{\omega}_{j}$

) を $\overline{\omega}_{j}^{(5)},\overline{\omega}_{j}(7),$ $\cdots$ と変える定理 2..3の場合
の反復回数を

$m_{\omega_{J}^{(}}1.3$
), $(5,7)$ と表す。 $m_{\omega_{opt}}$ に比べて

$m_{\omega_{j}^{(1,3)}’}(5,7)$
の方が反復回数が約 1 /2倍と

速く収束している。
同様に $k=[ \frac{n+1}{2}]$ に対し $\text{た_{}1}-=[\frac{n}{2}]+1$ごとに緩和係数を $\overline{\omega}_{j}^{(1)},\overline{\omega}_{j}(3),\overline{\omega}j(5),$ $\cdots$ と変える定

理 2.4の場合の反復回数を $m_{\tilde{\omega}_{J}^{1,3,5}’}7$
と表す。
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$l_{x}=l\prime yy0=1\iota_{x}=u=.5$ , $l^{k}= \frac{l_{y}}{2-2\sqrt{l_{x}u_{x}}\cos\frac{k\pi}{n+1}}.$ ’ $u^{k}= \frac{u_{\mathrm{J}}|}{2-2\sqrt{l_{x}u_{\tau}}\cos\frac{k\pi}{\tau+1}}.$

,
に対して、

$??\cdot=10,\overline{k}=5,\overline{k}_{1}=6$ のとき

$l^{5}l^{3}=\iota^{1}==u^{5}u^{3_{=}}0.3u^{1}==0.269104\mathrm{s}71070552134879577\mathrm{s}27403\mathrm{s}_{6}6061158121,$

”
$\omega’\frac\omega_{3}^{1)}\omega_{\frac{1}{k}}^{5}/\frac{(}{1}.$)) $===3.\cdot 31181.490_{46}6502420196\mathrm{s}496\mathit{2}8<\geq<.2\mathit{2}2$

となるので、定理 2.4の最後の $\tilde{Z}\frac{(}{k}m+1$
) の修正が必要となる。 $\uparrow \mathfrak{n}_{\omega}\circ pt$ に比べて

$m_{\tilde{\omega}_{J}^{1,3,5.\prime}}-$
の

方が反復回数が約 2/5と速く収束している。
これらの数値実験例はいずれも緩和係数をブロック及び反復ごとに変える適応的ブロッ

ク改良 SOR法の有効性を示している。

謝辞 数値実験においては磯谷幸太郎君にいろいろとお世話になりました。
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