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1 はじめに

最近の有限要素法に関する研究から, 2つの話題を取り上げる. 初めの話題は, 外部

問題を等価な有界領域の問題に変換して解く方法 $(\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{n}- \mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{o}[1])$ である. 新たに必要とな

る境界条件に, いわゆる $\mathrm{D}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{N}$ (Dirichlet データを Neumann データに写す作用素) が現

れる. この作用素は非局所的 (non-local) なので, 対応する剛性行列に非零成分が増える.
次の話題は, 3次元軸対称問題の解析 (Tabata $[2],[3]$ ) である. 円筒座標系を用いて, 問

題は 2次元化されるが, そのために軸での特異性を持った微分作用素が現れる. 複数の重

み付関数空間の設定とそこでの種々の解析が展開される.
以下では, 領域 $\Omega$の要素分割に関して, 正則な分割列 [4] を考え, $h$ は各分割の最大要

素長を表すものとする.

2 外部問題の有限要素解析

\Omega を $\mathrm{R}^{2}$の領域で, ある有界閉領域の補集合とする. 流速 $u$ : $\Omegaarrow \mathrm{R}^{2}$ , 圧力 $p:\Omegaarrow \mathrm{R}$

を未知関数とする Stokes 方程式

$-\nu\triangle u+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}p=f$, (1)

divu $=0$ (2)

を考える. ここに, $\nu$は粘性係数, $f$ : $\Omegaarrow \mathrm{R}^{2}$ は与えられた関数であり, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[f]$

’

はコン

パク トであるとする. 境界条件は

$u=0$ $(_{X\in}\partial\Omega)$ (3)

であり,

$|u|=O(1)$ , $|p|=O(|x|^{-1})$ , $|\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}p|=o(|x|^{-2})$ $(|x|arrow+\infty)$ (4)

となるものを求める. 非有界領域 $\Omega$での問題 (1)$-(4)$ を解くのが目標である.

$R>0$ を
$\Omega_{a}\equiv\{x\in \mathrm{R}^{2};|x|<R\}\cap\Omega$
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が $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}[f]$ を含むように定める. 領域 \Omega での解 $(u, p)$ を $\Omega_{a}$に制限した関数は有界領域 $\Omega_{a}$で

問題 (1)$-(3)$ と境界条件

$\sum_{j=1}^{2}\sigma_{ij}(u, p)n_{j}=T_{i}(u)$ $(x\in\Gamma_{R}, i=1,2)$ (5)

の解になっている [1]. ここに,

$\Gamma_{R}=\{x;|x|=R\}$ ,

$\sigma_{ij}(u,p)=-p\delta_{i}j+2l\text{ノ}D_{i}j(u)$, $D_{ij}(u)= \frac{1}{2}(\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}})$ , (6)

$T_{i}(u)( \theta)=\frac{2\nu}{\pi R}\sum_{n=1}^{+\infty}\frac{\partial}{\partial\theta}\int_{0}^{2\pi}\frac{\cos(\phi-\theta)}{n}\frac{\partial}{\partial\phi}ui(R\cos\phi, R\sin\phi)d\emptyset$ $(i=1,2)$ (7)

である. このようにして, 元の問題は有界領域 $\Omega_{a}$の問題に帰着されるが, (5) は非局所境
界条件である.

境界条件 (5) は次のようにして導かれる. 非有界領域\Omega での解 $(u, p)$ は外部領域

$\Omega_{R}=\{x;|x|>R\}$

で方程式
$-\nu\triangle u+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}p=0$ , (8)

と (2) を満たし, 遠方での条件 (4) も満足している. $g$ : $\Gamma_{R}arrow \mathrm{R}^{2}$を与えられた関数とし,

境界条件

$u=g$ $(x\in\Gamma_{R})$ (9)

を課すると, この問題は $-$意的に解を持ち,

$u(r, \theta)=\sum^{\infty}u(n\theta)r^{-}n=+0n$ , $p(r, \theta)=\sum^{+\infty}pn=2n(\theta)r^{-}n$ ,

と表現できる. ここに, $u_{n}(\theta),$ $p_{n}(\theta)$ は gの Fourier係数を使って陽に表現できる. したがっ

て, \Gamma Rでの応力ベク トルである (5) 式左辺を $g=u_{|\mathrm{r}_{R}}$の Fourier 係数で表現することがで
き, それが (7) で与えられる $T_{i}(u)$ に他ならない. この鶉が Dirichlet $7^{\overline{-}}\backslash ^{\backslash }$一夕を Neumann
データに写す作用素である.

$\Omega_{a}$での問題を変分形式で表現するために, 関数空間

$V=\{v\in(H^{1}(\Omega)a)^{2};v=0(x\in\partial\Omega_{a}\backslash \Gamma_{R})\}$ , $Q=L^{2}(\Omega_{a})$

を導入する. 変分問題は, $(u, p)\in V\cross Q$ で

$a(u, v)+b(v,p)+a_{0}(u, v)=\langle f, v\rangle$ $(\forall v\in V)$ , (10)
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$b(u, q)–0$ $(\forall q\in Q)$ (11)

を求めることである. ここに,

$a(u, v)=2 \nu\int_{\Omega_{a}}\sum_{i,j=1}^{2}D_{i}j(u)Dij(v)dx$ , $b(v, q)=- \int_{\Omega_{a}}q\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}vdx$ ,

$a_{0}(u, v)= \frac{2\nu}{\pi}\sum_{n=1}^{+\infty}\int_{0}2\pi\int_{0}2\pi\frac{\cos n(\phi-\theta)}{n}\frac{\partial}{\partial\phi}u(R\cos\phi, R\sin\phi)\cdot\frac{\partial}{\partial\theta}v(R\cos\theta, R\sin\theta)d\phi d\theta$ ,

$\langle f, v\rangle=\int_{\Omega_{a}}$ fvdx
である.

補題 1. (i) a0は $V$ $\cross$ V上の連続–次形式である.
(ii) $a_{0}$は非負

$a_{0}(v, v)\geq 0$ $(\forall v\in V)$

である.

定理 1[1]. 任意の $f\in V’$に対して, 問題 (10), (11) の解は存在し $-$意である.
$V_{h}$ , Qhを $V,$ $Q$ の有限要素近似空間とする. $N$を自然数として, 双 $-$次形式 $a_{0}$を有限和

で近似した

$a_{0}^{N}(u, v)= \frac{2\nu}{\pi}\sum_{n=1}^{N}\int_{0}2\pi\int_{0}2\pi\frac{\cos n(\phi-\theta)}{n}\frac{\partial}{\partial\phi}u(R\cos\phi, R\sin\phi)\cdot\frac{\partial}{\partial\theta}v(R\cos\theta, R\sin\theta)d\phi d\theta$

を定義する. 有限要素近似問題は $(u_{h}, p_{h})\in V_{h}\mathrm{x}Q_{h}$ で

$a(u_{h,h}v)+b(v_{h,p_{h})}+a_{0}^{N}(u_{h}, v_{h})=\langle f, v_{h}\rangle$ $(\forall v_{h}\in V_{h})$ , (12)

$b(u_{h}, q_{h})=0$ $(\forall q_{h}\in Q_{h})$ (13)

を満たすものを求めることである.

定理 2[1]. $V_{h},$ $Q_{h}$が下限上限条件を満たしていると仮定する, すなわち, ある正定数

\beta が存在して, すべての $h$ に対して,

$\inf_{qh\in Q_{h}}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}v_{h}\in Vh\frac{b(v_{h},q_{h})}{||v_{h}||_{V}||qh||Q}\geq\beta$ (14)

が成立するとする. さらに, ある正整数 $k(\geq 1)$ が存在して, 任意の要素 K上で流速, 圧
力の近似空間は, それぞれ $k,$ $k-1$ 次の多項式を含んでいるとする,

$(P_{k})^{2}\subset Vh(I\{’)$ , 乃 k-I $\subset Q_{h}(K)$ .

このとき,

(i) 任意の $f\in$ V’に対して, 有限要素解 $(u_{h}^{N}, p_{h}^{N})$ は存在して $-$意である.
(ii) 厳密解 $(u, p)$ が $(H^{k+1}(\Omega_{a}))2\mathrm{x}H^{k}(\Omega_{a})$ に属しているとき, 誤差評価

$||(u_{h}, \mathrm{P}_{h})NN-(u, p)||_{v_{\mathrm{X}Q}}\leq c\{h^{k}(|u|_{(}Hk+1(\Omega_{G}))2+|p|_{H(\Omega_{a}}k))+\frac{1}{(N+1)^{k}}|u|_{(}H^{k+}1/2(\Gamma R))2\}$
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が成立する. ここに, $c$ は $h,$ $N,$ $u,$ $p$ に依存しない正定数である.

上の定理から, $N\sim 1/h$ なら,

$||(u_{h}^{N}, p^{N}h)-(u, p)||_{V\mathrm{x}Q}\leq chk(||u||_{((}H^{k+}1\Omega a))2+|p|_{H(\Omega)}k)a$

が得られる.

3 軸対称問題の有限要素解析

$\tilde{\Omega}$を 3次元軸対称領域とし, Stokes方程式 (1), (2) を考える. 流れは軸対称であるとす

る. $\Omega$を子午面とし, 円筒座標系 $x=(X_{1}, x_{2})$ を用いる. $x_{1}$は軸からの距離, $x_{2}$は軸方向

の座標である. このとき, $u=(u_{1}, u_{2})(X)$ を流速, $p=p(x)$ を圧力として, 元の問題は 2

次元領域\Omega での問題
$\nu Lu+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}p=f$ $(x\in\Omega)$ , (15)

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}_{1}u=0$ $(x\in\Omega)$ (16)

に帰着される. ここに

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}_{1}u=\frac{1}{x_{1}}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(X_{1}u)$ , $\triangle_{1}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}_{1}\cdot \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}$ , $L=[- \triangle_{1}+\frac{1}{x_{1}^{2}}0$ $-\triangle_{1}0]$

である. $\Omega$の境界�\Omega は 3 っの部分

$\partial\Omega=\mathrm{r}_{0}+^{\mathrm{r}}1+\mathrm{r}_{2}$ $(\Gamma_{0}\equiv\partial\Omega \mathrm{n}\{X_{1}=0\})$

に分かれており, 境界条件

$u=g^{1}(x\in\Gamma_{1})$ , $[\sigma(u, p)]n=g^{2}$ $(x\in\Gamma_{2})$ (17)

が課されている. ここに, $\sigma(u, p)$ は応力テンソル (6) である.

この問題の微分作用素は軸上で特異性をもっている. 重み付関数空間

$x_{1/^{2}2}^{t}’(\Omega)=\{v\in p’(\Omega);x^{\frac{1}{12}-t+|\beta}D\beta v|\in L^{2}(\Omega), 0\leq|\beta|\leq\ell\})$

$W_{1/2}^{l,2}(\Omega)=\{v\in D’(\Omega);x^{\frac{1}{12}}D^{\beta}v\in L^{2}(\Omega), 0\leq|\beta|\leq\ell\}$

を導入し,
$V(g^{1})=\{v\in X^{1,2}(1/2\Omega)\cross W_{1/2}^{1,2}(\Omega);v=g^{1}(x\in\Gamma_{1})\}$ ,

$V=V(0)$ , $Q=L_{1/}^{2}2(\Omega)\equiv W_{1/2}0,2(\Omega)$

を定義する.

(15) $-(17)\text{に対応する変分問題^{は}},$ $(u, p)\in V(g^{1})\mathrm{x}Q$ で

$a(u, v)+b(v, p)=<f,$ $v>$ $(\forall v\in V)$ , (18)

115



$b(u, q)=0$ $(\forall q\in Q)$ (19)

を満たすものを求めることである. ここに,

$a(u, v)=2U \int_{\Omega}\{\sum^{2}D_{i}j(u)D_{ij}(v)+\frac{u_{1}v_{1}}{x_{1}^{2}}\}X_{1}dXi,j=1$ ’
$b(v, q)=- \int\Omega q\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}_{1}vx_{1}dx$ ,

$<f,$ $v>= \int_{\Omega}f\cdot vx_{1}dX+\int_{\Gamma_{2}}g^{2}$ . $vx_{1}ds$

である.
$\phi_{i},$ $\psi_{j}$をそれぞれ節点 $P_{i},$ $P_{j}(\in\overline{\Omega})$ での流速, 圧力の基底関数とする. これらは, Descartes

座標系で下限上限条件 (14) を満たしているとする (例えば, $\mathrm{P}2/\mathrm{P}1$ 要素, $\mathrm{P}1+/\mathrm{P}1$ 要素

[5] $)$ . 各要素上で,
$\mathcal{P}_{k}\subset\{\phi_{i}\}$ , $\mathcal{P}_{k-1}\subset\{\psi_{j}\}$

であると仮定する. ここに, aは k次の多項式である ( $\mathrm{P}2/\mathrm{P}1$ 要素のときは $k=2,$ $\mathrm{P}1+/\mathrm{P}1$

要素のときは $k=1$ となる).
補題 2. 次の式が成立する,

$\emptyset i\in X_{1/2}^{1,2}(\Omega)$ $(P_{i}\not\in\Gamma_{0})$ , $\phi_{i}\in W_{1/}^{1,2}(2\Omega)$ $(\forall i)$ , $\psi_{j}\in L_{1/2}^{2}(\Omega)$ $(\forall j)$ .

近似空間 $W_{h}$ を
$(\phi_{i}, 0)^{T}$ $(P_{i}\not\in\Gamma_{0})$ , $(0, \phi_{i})^{T}$ $(\forall i)$ ,

の線形結合の全体, $Q_{h}$ を $\psi_{j}(\forall j)$ の線形結合の全体とする. $V_{h}(g^{1})$ と琉を

$V_{h}(g^{1})=\{v_{h}\in W_{h;}v_{h}(P_{i})=g^{1}(P_{i}) (P_{i}\in\Gamma_{1})\}$ , $V_{h}=V_{h}(0)$

により定義する.

問題 (18),(19) の有限要素近似は, $(u_{h}, p_{h})\in V_{h}(g^{1})\cross Q_{h}$ で

$a(u_{h}, v_{h})+b(v_{h}, p_{h})=<f,$ $vh>$ $(\forall v_{h}\in V_{h})$ , (20)

$b(u_{h}, q_{h})=0$ $(\forall q_{h}\in Q_{h})$ (21)

を満たすものを求めることである. Descartes 座標系のときと同様に, 円筒座標系でも上

述の要素に対して下限上限条件が成立する.
補題 3[2]. $h$ に依存しない正定数\beta が存在して

$\inf_{q_{h}\in Q_{h}v}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}h\in Vh\frac{b(v_{h},q_{h})}{||q_{h}||_{Q}||v_{h}||_{V}}\geq\beta$

が成立する.
関数空間 $X_{1/^{2}}^{\ell}’(2)\Omega$ と $W_{1/2}^{f2}$

)
$(\Omega)$ での近似理論を構成して, 次の誤差評価を得ることがで

きる.
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定理 3[3]. (i) 問題 (20), (21) の解 $(u_{h}, p_{h})$ は存在して –意である.

(ii) (18),(19) の厳密解 $(u, p)$ が $(W_{1/2}^{k+}(1,2\Omega))^{2}\cross W_{1/2}^{k,2}(\Omega),$ $k\geq 1$ , に属しているなら,

$||u-u_{h}||_{V}+||p-ph||_{Q}\leq Ch^{k}\{|u|_{(}W(\Omega))^{2}|1/2k+1,2+p|W_{1}(\Omega)\}k,2/2$

が成立する. ここに, $c$ は $h,$ $u,$ $p$ に依存しない正定数である.

安定化有限要素法 [6] を用いれば下限上限条件は必要でない. 軸対称問題 (18),(19) の

安定化有限要素近似に対しても, 定理 3と同様な結果が得られる [3].

4 おわりに

最近の有限要素近似の研究から 2 っの話題を取り上げた. これらは, 無限領域の問題,

特異性の問題を解決している. どちらの話題でも Stokes 問題を取り扱ったが, 得られた

解析結果は, 流体問題だけでなく構造問題でも有用である. その手法は–般的であり, い

ろいろな方向への発展が可能である.
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