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Abstract

本論文では門燈法による非線形最適化問題の解法を扱う. 本方法は修正 KKT 条
件に対する主双対空間上での Newton 法を基礎としているが, バリヤパラメータが主
双対変数に依存している点で通常の方法と異なっている. このバリヤパラメータ関数
を利用して主双対空間での正確なメリット関数を定義することが出来る. そして, 適
当な条件の下で Newton 法の反復ベクトルがこのメリット関数に対する降下方向に
なっていることが示される. 主双対空間で Armijo タイプの直線探索を実行すること
によって大域的収束性をもつアルゴリズムをつくることが可能であることを示す.

1 はじめに

本論文で扱う問題は

最小化 $f(x)$ . $x\in \mathrm{R}^{n}-$
$\nu\backslash$ $—$

$\text{条}$ {キ $g(x)=0,$ $X\geq 0$
(1)

である. ここで $f$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}$ と $g$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}^{m}$ は 2回連続微分可能であるとする. 線形
計画問題に対する内点法は理論的にも実際的にも非常に有効であることが知られている.
$([2],[4],[6])$ しかし, 非線形計画問題に対する同様な試みは現在のところそれほど多くは
ない. $([1],[3],[5],[7],[9],[10],[8])$ 本論文では [9] で提案された方法を拡張して, 主双対空間
上で大域的収束性をもった内点法を考える.
上記の問題に対するラグランジュ関数を

$L(w)=f(_{X)-y}tg(x)-z^{t}X$

と定義する. ここで $y\in \mathrm{R}^{m}$ と $z\in \mathrm{R}^{n}$はそれぞれ等式制約条件と非負条件に対する双対
変数である. また, $w=(x, y, z)^{t}$である. 上記の問題の Karush-.Kuhn-Tucker 条件は

$r(w)\equiv$$|\equiv=0,$ $x\geq 0,$ $z\geq 0$

数理解析研究所講究録
944巻 1996年 59-67 59



と表わされる. ここで中 v) は等式条件に対する残差ベクトルで, $X$は行列 diag$(X_{1}, \cdots, x_{n})$

を表わす.
$\mu$を正の定数, $e$ をすべて 1からなる $n$ 次元ベクトルとして, [9] では修正 KKT 条件

$r(_{1l}\sim,, \mu)\equiv r(w)-\mu\hat{e}=0,$ $\text{\^{e}}=$ (2)

を Newton法:

$J(w)\triangle w\equiv=-r(w)+\mu\hat{e}$

によって解くアルゴリズムが提案された. ここで, $J(w)\in \mathrm{R}^{()}2n+m\mathrm{X}(2n+m)$は関数 $r(w)$ の

ヤコビ行列で, $A(x)=\nabla g(X)^{t},$ $Z=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(Z_{1,n}\ldots\tilde{4})$ である. また, $\triangle w=(\triangle x, \triangle y, \triangle z)^{t}$

は反復ベクトルである. アルゴリズムの大域的収束のためにバリヤ-ペナルティ関数

$F(x)=f(X)- \mu\sum\log(xi)+\rho i\sum_{i}|gi(X)|$ (3)

を導入して, 適当な直線探索を採用することによって, $\mu>0$ に対して (2) の解として定

義されるセンタへの大域的収束が証明された. そして, l\sim の減少列に対して近似的最小化
が実施されて問題 (1) の近似的 KKT 点が求まる. [9] では, 変数 $x$ のみに対するメリット

関数 (3) を利用するために主変数 $x$ と双対変数 $y$ と $z$は異なる扱いを受けた. 本論文では

変数 $w$に対するメリット関数を使用する内点法を提案する. この意味で主変数と双対変数
は同等に扱われることになる. $\cdot$ 本方法は内記法であるので, 生成される点列は

$S_{0}=\{w\in \mathrm{R}^{n}\cross \mathrm{R}^{m}\cross \mathrm{R}^{n}|x>0, z>0\}$

で定義される集合 $s_{0}$に存在する. 以下では, 固定したバリヤパラメータ $\mu>0$ を使用し

た残差ベクトル (2) のかわりに, バリヤパラメータ関数 lt: $\mathrm{s}_{0}arrow \mathrm{R}^{1}$ を使用した以下の修
正 KKT 条件を扱う :

$r(\sim w, \mu(’\iota \mathit{0}))\equiv r(w)-\mu(w)\hat{e}=0$ (4)

この条件を修正 Newton法:

$J(w)\triangle w=-r(w)+\mu(w)\hat{e}$ (5)

によって解く方法が本論文のアルゴリズムの基礎となる.

2 主双対バリヤペナルティ関数

まず, S0で定義される主双対バリヤペナルティ関数を

$F(w)=f(X)- \mu(w)\sum_{i}\log(\frac{x_{i}}{\overline{x}_{i}})+\rho\sum_{i}|g_{i}(x)|$ (6)
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とする. ここで, $\overline{x}_{i}(i=1, \cdots, n)$ は- $\log$ (xi/勾が常に正となるような十分大きい正数
とする.
ベクトル $s=(s_{x}, s_{y’ z}S)$ を $w$の空間でのステップとする. このとき, メリット関数

$F(w+s)$ の 1次近似 $\mathrm{f}|(w, s)$ を

$F_{l}(w, s)$ $=$ $F(w)+ \nabla f(x)^{\_{s}}x-\mu(w)ext-1\sum_{i}S_{x}+\rho|gi(X)+\nabla g_{i}(x)^{t}Sx|-\rho\sum_{1}$
.

$|gi(X)|$

$- \triangle\mu(uf, s)\sum\log i(\frac{x_{i}}{\overline{x}_{i}})$

によって定義する. ここで, $\triangle\mu(w, s)$ は\mu (w+s) $-\mu(w)$ に対する 1次近似であり, 以下

で定義される. そして, $F(w)$ の変化分の 1次近似を

$\triangle F_{l}(w, s)=F\iota(w, S)-F(w)$

によって定義する. 修正 Newton 方程式 (5) の解を $\triangle w$ として $s=\triangle w$ とおくと

$\triangle F_{l}(w, \triangle w)$ $=$ $\nabla f(x.\mathrm{I}^{t}\triangle x-\mu(w)e^{t1}X^{-}\triangle x+\rho\sum_{i}|g_{i}(X)+\nabla g_{i}(x)^{\iota}\triangle x|$

$- \rho\sum_{i}|g_{i}(X)|-\triangle\mu(w, \triangle w)|\sum_{i}\log(\frac{x_{i}}{\overline{x}_{i}})$

$\leq$

$- \triangle x^{t}(\nabla_{x}^{2}.L(w)+x-1z)\triangle X-(\rho-||y+\triangle y||1)\sum_{1}$.
$|gi(X)|$

$- \triangle\mu(w, \triangle u’)\sum\log i(\frac{x_{i}}{\overline{x}_{i}}.)$ (7)

が成立する. この不等式の導出は [9] と同様になされる.
本論文の主要な提案となる S0上のバリヤペナルティ関数を次のように定義する.

$\mu(w)=\frac{\kappa||r(w)||_{1^{+}}^{pq}}{(\prod_{i=1}xiZni)^{p/n}}$

(8)

ここで\mbox{\boldmath $\kappa$}\in $(0, 1)$ , $p>0,$ $q>0$ は定数である 1. $\triangle\mu(w, \triangle w)$ を計算するためには $||r(w)||_{1}$

の変化の 1次近似 (それを $\triangle||r(w)||_{1}$ と表わす) を $r(w)$ 自身の変化の 1次近似

$\triangle r(w, \triangle w)\equiv J(w)\triangle w=-r(u’)+\mu(w)\hat{e}$

から計算しなくてはならない. この量は

$\triangle||r(w)||1$ $\equiv$ $||r(w)+\triangle r(w, \triangle w)||_{1}-||r(w)||1$

$=$ $||\mu(w)\hat{e}||1^{-||}r(w)||1$

$=$ $-||r(w)||_{1}+n\mu(w)$

1 (8) においては $l_{1}$ ノルムが採用されている. しかし, $l_{2}$あるいは $\iota_{\infty}$ノルムも同様に使用できる.
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によって計算される. これらの量を利用して $\triangle w$に対する $\mu(w)$ の変化の 1次近似を

$\Delta\mu(w, \triangle w)\equiv\frac{\kappa(p+q)||r(\mathrm{c}v)|.|^{p+q}1-1\triangle||\Gamma(w)||1}{(\prod_{i=1}^{n}X_{i}z_{i})^{p/n}}.-\frac{\kappa p||\uparrow\cdot(w)||_{1}^{p}+q\triangle(\Pi xi^{Z_{i})}}{7l(i\prod_{=1}^{n}XiZ_{i})p/n+1}$
(9)

と表わすことができる.
以下の補助定理が本論文の中心的結果である.

Lemma 1 $w\in S_{0}$ で\triangle wは (5) をみたすとする. このとき

$\triangle\mu(w, \triangle w)\leq-q(1-\kappa n(p+11+q/p)^{p}||r(w)||_{1}^{q-}1)\mu(w)$ (10)

が成立する.

証明 (9) から

$\triangle\mu(w, \triangle w)$ $=$ $. \cdot\frac{\kappa(p+q.)||r(w.)||_{1}^{p+1}q-.\{-||r(w)||1+n\mu(w)\}}{(\prod_{i=1}x_{i^{Z_{i}}}n)^{p/n}}-\kappa p||r(wn(\Pi x_{i})^{p/n})||p+q_{\sum_{z_{i}}}1i=1n\frac{(\mu(w)-x*^{Zi})}{x_{*}z_{i}}.\cdot$

$=$
$\frac{\kappa||r(w)||_{1}^{p+q}}{(\prod_{i=1}xizi\mathrm{I}^{p/n}n}\{-(p+q)+\frac{n(p+q)\mu(w)}{||r(w)||_{1}}-\sum_{=i1}n(\frac{p\mu(w)}{nx_{i}Z_{i}}-\frac{p}{n})\}$

$=$
$\frac{\kappa||r(w)||_{1^{+}}^{pq}}{(_{i=}\prod_{1}^{n}x_{i}\sim\gamma i)\mathrm{p}/n}\{-q+\mu(w)(\frac{(p+q)n}{||r(w)||_{1}}-\sum_{1i=}^{7}\frac{p}{nx_{i}Z_{i}}l)\}$

$=$
$-q \mu(w)+\frac{\kappa||r(w)||^{p}1^{+}q\mu(w)}{(_{i=1}\Pi^{n}X_{i^{Z}i})p/n}(\frac{(p+q)n}{||r(w)||_{1}}-\sum_{1i=}^{n}\frac{p}{nx_{i}Z_{i}})$

(11)

となる.
もし

$\frac{(p+q)n}{||r(w)||_{1}}-\sum_{i=1}^{n}\frac{p}{7lX_{ii}Z}\leq 0$

ならば (11) から

$\triangle\mu(w, \triangle w)\leq-q\mu,(w)$ (12)

となる.

そこで,

$\frac{(p+q)n}{||r(w)||_{1}}-\sum_{i=1}^{n}\frac{p}{nx_{i}Z_{i}}>0$ (13)
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が成立している場合を考える. 以下では, 良く知られた関係

$\frac{x^{t}\approx}{?},.\geq(_{i=1}\prod^{n}xi^{\approx}i)^{1/n}$

と

$\sum_{i=1}^{i\iota},\frac{1}{n.r_{i^{7}i}\sim}\geq\frac{1}{(_{i=}\prod_{1}^{n}XiZ_{i})^{1/n}}$

(14)

を使用する. まず

$\frac{(p+q)n}{||r(w)||_{1}}-\sum_{i=1}^{n}..\frac{p}{n\cdot r_{i}z_{i}}$ $\leq$

$\frac{(p+c_{\mathit{1}})\uparrow l}{||r(w)||_{1}}-\frac{p}{(\prod_{i=1}X_{i^{\mathrm{v}}}n\sim i)^{1}/n}$

$\leq$

$\frac{q_{ll}}{||r(u))||_{1}}+\frac{p\uparrow \mathrm{t}}{x^{t_{\mathcal{Z}}}}-\frac{p}{(\prod_{i=1}^{n}x_{ii}z)^{1/n}}$

$\leq$
$\frac{q_{7?}}{||r(w)||_{1}}$

.

であるから (11) より

$\triangle\mu(w, \triangle w)\leq-q\mu(w)+\frac{fiqn\mu(u’).||r(w)||_{1}\mathrm{P}+q-1}{(\prod_{i=1}xi^{\sim}J\cdot i\mathrm{I}^{p/n}n}$

,

(15)

となる. そして, (13) と (14) から

$\frac{(p+q)n}{||r(w)||_{1}}>.\sum_{?=1}\frac{p}{nx_{i}Z_{i}}n\geq\frac{p}{(_{i=1}\Pi^{n}xi\approx i)^{1/n}}$

,

となり

$\frac{||r(w)||_{1}}{(n\prod_{i=1}xi\sim i)^{1/n}\gamma}<\frac{(p+q)n}{p}$

(16)

を得る. (15) と (16) から

$\triangle\mu(w, \triangle w)$ $\leq$ $-q\mu(u))+\kappa qnp+1(1+q/p)^{p}||r(w)||_{1^{-}}^{q}1\mu(w)$

$=$ $-q(1-\kappa\uparrow l^{p+}1(1+q/p)^{p}||r(w)||_{1}^{q-}1)\mu(w)$

となり補助定理が証明された. $\square$

この補助定理から, もし定数\mbox{\boldmath $\lambda$}\in $(0, 1)$ が存在して

$\kappa n^{p+1}(1+q/p)^{p}||r(u))||^{q-1}1\leq\lambda<1$ (17)
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ならば

$\triangle\mu(\mathrm{t}c)\leq-q(1-\lambda)\mu(w)<0$

となる. もし $q=1$ ならば条件 (17) は

$\kappa n^{p+1}(1+1/p)^{p}<1$

となり定数のみを含む. そして補助定理 1の不等式 (10) は

$\triangle\mu(\mathrm{t}\iota’)\leq-(1-\kappa np+1(1+1/p)^{p})\mu(w)<0$

となる. 最も単純な $P$ と qの選びかたは

$p=q=1$

である. この場合, 上記の関係は
$2\kappa n^{2}<1$

と

$\triangle\mu(w)\leq-(1-2\kappa n)2\mu(w)<0$

となる.

3 アルゴリズムとその収束性

前節では, 適当な条件がみたされれば (7) と補助定理 1から (5) によって計算される
方向\Delta wはメリット関数 $F(w)$ の降下方向になることが示された. したがって, \triangle w方向に

直線探索を行うことによって関数 $F(w)$ の値を減少させることができる. 直線探索におけ
るステップ巾の決定のために Armijo のルールを使用する. まず, 許容領域の境界までの
最大のステップとして

$\alpha_{\max}=\min\{\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}i\{\frac{-x_{i}}{\triangle x_{i}}.|\triangle x_{i}<0\},$$\min_{i}\{\frac{-z_{i}}{\triangle z_{i}}|\triangle z_{i}<0\}\}$

を計算する. すなわち\alpha \in $[0, \alpha_{\max})$ は $S_{0}$における内点を与える. 次の点へのステップは

$\alpha=\overline{\alpha}\beta^{l}$ , $\overline{\alpha}=\min\{\gamma\alpha 1\max’\}$

によって与えられる. ここで, $\gamma\in(0,1)$ と $\beta\in(0,1)$ は定数で, $l$は

$F(w+\overline{\alpha}\beta^{l}\triangle w)-F(w)\leq\epsilon 0\overline{\alpha}\beta^{\iota_{\triangle}}Fl(w, \triangle w)$

をみたす最小の正整数である. ここで cco $\in(0,1)$ である.
以下に記述されるアルゴリズムの収束を証明するために, 関数 $F(w)$ の方向 $s$ に沿っ

た方向微分 $F’(w, s)$ が必要となる.

$F’(w, s)= \lim_{\alpha\iota 0}\frac{F(w+\alpha S)-F(w)}{\alpha}$

以下の二つの補助定理は [9] と同様に証明される.
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Lemma 2 $w\in S_{0},$ $w+s\in S_{0}$ とする. このとき

$F(w)+F^{J}(w, S)\leq F_{l}(w, S)$

が成立し, $\theta\in(0,1)$ が存在して

$F(w+s)\leq F(w)+F’(w+\theta s, s)$

となる. 口

Lemma 3 $w\in S_{0},$ $w+s\in S_{0}$ と $\epsilon_{0}\in(0,1)$ が与えられたとき, $\mathrm{f}\mathrm{i}(w, s)<0$ ならば十分
小さな\alpha $>0$ に対して

$F(w+\alpha s)-F(w)\leq\epsilon_{0^{\alpha F(s)}}\iota w$,

が成立する. 口

本論文のアルゴリズムを以下に示す.

Algorithm
(初期化) $w_{0}\in s_{0},$ $\rho>0,$ $\gamma\in(0,1),$ $\beta\in(0,1),$ $\epsilon 0\in(0,1)$ とする. $\epsilon\geq 0$ を収束判定パ
ラメータとする. $k=0$ とおく.
(Iteration) while $(||r(w_{k})||>\epsilon)$ repeat $\{$

(5) によってベクトル\triangle wkを計算する;
ステップ巾の初期試行値軌を

$\alpha_{k\max}$ $=$ $\min\{\min_{i}\{\frac{-(x_{k})_{i}}{(\triangle x_{k})_{i}}|(\triangle x_{k})_{i}<0\},$ $\min_{i}\{\frac{-(z_{k})_{i}}{(\triangle z_{k})_{i}}|(\triangle z_{k})_{i}<0\}\}$

$\overline{\alpha}_{k}$ $=$ $\min\{\gamma\alpha_{k\max}, 1\}$

によって計算する;

$F(w_{k}+\overline{\alpha}_{k}\beta^{l_{k}}\triangle wk)-F(w_{k})\leq\epsilon_{0}\overline{\alpha}_{k}\beta^{\iota_{k}}\triangle F_{l}(w_{k}, \triangle w_{k})$ ;

をみたす最小の正整数 $l_{k}$を求める;

$\alpha_{k}=\overline{\alpha}_{k}\beta^{l_{k}}$ ;

$w_{k+1}=w_{k}+\alpha_{k}\triangle w_{k;}$

とおく ;
$\}$ 口

以下の定理は上記のアルゴリズムの大域的収束性を証明する.

Theorem 1点 $w_{0}$における関数 $F(w)$ の準位集合 AF(wO) が有界で, 定数 $0<\lambda<1$ と

$0<\delta<1$ が存在して任意の $w\in\Lambda_{F}(w_{0)}$ において (17) と $x_{i}<\delta\overline{x}_{i},$ $i=1,$ $\cdots n$ が成立し

ているとする. さらに準位集合上で\triangle wは–様に有界, それぞれの $k$に対して $\nabla^{2}L(w_{k})$ は

非負定値で, $\rho\geq||y_{k}+\triangle y_{k}||_{1}$”\tau 成立しているとする. このとき, 点列 $\{w_{k}\}$ の任意の集
積点は $KKT$点である.
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証明. 仮定と (7), (17) より

$F(w_{k+1})-F(w_{k})$ $\leq$ $\epsilon_{0}\alpha_{k}\triangle F\iota(ufk, \triangle w_{k})$

$\leq$ $\overline{c}_{0}\alpha_{k}\{-\triangle x^{t}(\nabla^{2}L(xw\mathrm{I}+^{x^{-1}z)}\Delta_{X}-(\rho-||y+\triangle y||_{1})\sum|gi(X)|i$

$- \triangle\mu(w, \triangle w)\sum i\log(\frac{x_{i}^{\backslash }}{\overline{\alpha}_{i}}.\cdot.\mathrm{I}\}$

$\leq$ $-\epsilon_{0}\alpha k\triangle\mu(w, \triangle w)n\log\delta$

$\leq$ $-\mathrm{c}_{0k}’\alpha qn(1-\lambda)\mu(w)\log\delta<0$

を得る. 列 $\{F(w_{k})\}$ は狭義単調減少で下に有界だから

$karrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1\alpha k\mu(w_{k})=0$

となる. もし $\lim\inf_{karrow\infty}\alpha_{k}>0$ ならば\mu (wk)\rightarrow 0となり定理は証明される. そこで, 部

分列 $I_{1’}’\subset\{0,1,2, \cdots\}$ が存在して $l_{k}arrow\infty,$ $k\in K$となる場合を考える. このとき –般性を

失うことなく十分大きな $k\in K$に対して $l_{k}>0$ であると仮定できる. $l_{k}>0$ ならば, 点
$w_{k}+\alpha_{k}\triangle w_{k}/\beta$は不等式

$F(w_{k}+\alpha_{k}\triangle w_{k}/\beta)-F(w_{k})>\epsilon_{0}\alpha_{k}\triangle F_{l}(w_{k}, \triangle wk)/\beta$ (18)

をみたす. したがって, 補助定理 2より $\theta_{k}\in(0,1)$ が存在して

$F(w_{k}+\alpha_{k}\triangle w_{k}/\beta)-F(w_{k})$ $\leq$ $\alpha_{k}F’(w_{k}+\theta_{k}\alpha_{k}\triangle w_{k}/\beta, \triangle w_{k})/\beta$

$\leq$ $\alpha_{k}\triangle F_{l}(w_{k}+\theta_{k}\alpha_{k}\triangle w_{k}/\beta, \triangle w_{k})/\beta$ (19)

となる. このとき, (18) と (19) から

$\epsilon_{0}\triangle F_{l}(w_{k},$ $\triangle w_{k})<\triangle F_{l}(w_{k}+\theta_{k}\alpha_{k}\triangle w_{k}/\beta,$ $\triangle w_{k})$

を得る. この不等式から

$F\iota(w_{k}+\theta k\alpha k\triangle w_{k}/\beta, \triangle u\prime_{k})-F\iota(w_{k}, \triangle w_{k})>(\epsilon_{0^{-}}1)\triangle F\iota(w_{k}, \triangle w_{k})>0$

が導かれる. $l_{k}arrow\infty,$ $k\in I\iota^{\nearrow}$ならば上の不等式の左辺は $0$ に収束するから $\triangle \mathrm{f}\mathrm{i}(w_{k}, \triangle w_{k})arrow$

$0,$ $k\in K$となる. このことと補助定理 1から $\mu(u_{k}’)arrow 0,$ $k\in$ んである. したがって, 定理

は証明された. $\square$
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