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1 はじめに

9段数陽的 Runge-Kutta 公式で達成可能な次数は高々 7次である. この 9段数陽的
Runge-Kutta 公式の性質については田中らにより詳しく調べられ, さらに, 安定性や打
ち切り誤差の観点から, 従来知られているものより優れたいくつかの公式が提案されてい
る [$9|,[10!$ . このうち打ち切り誤差の点で優れている公式から, 最初の二つと最後二つの

分点をそれぞれ近付けた極限で 8次の精度が達成されることが予想され, 検討の結果分点
$c_{9}=1$ の公式で最初の分点 c2を $c_{1}=0$ に近付け, 同時に分点 c8を $c_{9}=1$ に近付けた 9段 8
次極限公式を得たので報告する. この 9段 8次極限公式には分点 c3,c4,c6,c7が自由なパラ
メタとして残る. 他のパラメタはこれらのパラメタを用いて表されているので, これら自

由なパラメタを決めることにより任意の公式が得られる. 例としてパラメタが有理数の二
つの公式を提案する. -つは達成し得る最大に近い安定領域を持つもので, もう一つはパ
ラメタが比較的簡単なものである.

2 極限公式

常微分方程式の初期値問題

$\frac{\mathrm{d}y}{\mathrm{d}t}=f(t, y)$ , $y(t_{0})=y\mathrm{o}$ ( $f,$ $y$ はベクトル)

の $s$ 段陽的 Runge-Kutta 系公式は次のように表わされる :

$f_{1}=f(tyn)n$”

$y_{i}=y_{n}+hj= \sum^{i-1}a_{i}jf_{j}1$
’ $f_{i}=f(t_{n}+c_{iyi}h,)$ $(i=2,3, \cdots, s)$ ,

$y_{n+1}=y_{n}+h \sum_{=i1}bifis$ .

9段公式で, 分点 $\mathrm{c}_{2}$ および $c_{8}$ をそれぞれ $c_{1}=0$ および $c_{9}=1$ に近付けた極限の次
の形の公式を考える :

$f_{1}=f(tyn)n$” $F_{2}=D(f(t_{n}, yn))\cdot v(f1)$ ,

$f_{\mathrm{s}}=f(t_{n}+C3h, yn+h(a31f1+h\alpha 3F2))$ ,

$yi=yn+h(ai1f1+j= \sum^{i-}aijf_{j}+h\alpha iF_{2})31$ , $f_{i}=f(t_{n}+c_{iyi}h,)$ $(i=4,5, \cdots, 8)$ ,

$\tilde{f}_{9}=A_{91}f_{1}+\sum_{j=3}^{8}A_{9}jfj+h\alpha_{9}F_{2}$ , $F_{9}=D(f(t_{n}+h, y_{8}))\cdot v(\tilde{f}9)$,

$y_{n+1}=y_{n}+h(b_{1}f_{1}+ \sum_{i=3}^{8}b_{i}fi+h\beta_{2}F_{2}+h\beta_{9}F_{9})$

数理解析研究所講究録
944巻 1996年 1-9 1



ここで, $D(f(t_{p}, y_{p}))$ は $f$ の $(t_{p}, y_{p})$ におけるヤコビ行 ZIJ, $v(f1)$ まベクトル (1, $f1^{1},$ $f1^{2}$ ,

..., $f1^{n})^{T},$ $v(\tilde{f}_{9})$ はベクトル $($ 1, $\tilde{f}_{9}^{1}$ , $\tilde{f}_{9}^{2}$ , $\cdot$ .., $\tilde{f}_{9}^{n})^{T}$ である (上付きの数は成分を表す). この

公式を極限公式と呼びパラメタを次の行列の形で表す :

3 次数条件式とその解

ここでは次の仮定を置く :

$b_{3}=0$ , $\alpha_{3}=\frac{c_{3}^{2}}{2}$ , $\sum_{j=3}^{i-1}a_{ij}C_{j}+\alpha i=\frac{c_{i}^{2}}{2}(i=4,5, \cdots, 8)$ , $\sum_{j=3}^{i-}aijC_{j}=\frac{c_{i}^{3}}{3}12(i--4,5, \cdots, 8)$ .

8次までの誤差項の係数を $0$ とおき, これらの仮定も入れ式変形を行うと, 次の条件

式に纏められる :

$a_{31}=c_{3},$ $a_{i1}+ \sum_{j=3}^{i-}a_{i}j=1C_{i}(i=4,5, \cdots, 8),$ $A_{91}+ \sum_{j=3}^{8}A9j=1,$ $\alpha_{9}+\sum_{3j=}^{8}A9jcj=1$ ,

$\sum_{i=j+1}b_{i}a_{ij}+\beta_{9}A9j=8bj(1-c_{j})$ $(j=4,5,6,7)$ , $\beta_{9}A_{98}=-\beta_{9}$ ,

$\sum_{i=4}^{8}b_{i}a_{i}3+\beta.9A_{93}=0$ , $\sum_{i=5}^{8}bi\sum_{j=4}^{i-1}a_{i}ja_{j}3+\beta 9j4\sum_{=}A9jaj3=08$ ,

$\sum_{i=6}^{8}bi^{\sum_{=}^{i1}a_{ij}}j5--\sum_{k=4}^{j}a1jkak3+\beta 9\sum A9j\sum_{kj=5=4}a_{jk}a_{k}3=08j-1$ ,

$\sum_{i=7}^{8}bi\sum^{i-1}aij\sum a_{jk}j=6k=5j-1k\sum_{4\iota=}a_{k}\iota^{a_{l}}3+-1\beta 9j\sum_{=6}A89j^{\sum^{-1}\sum_{=4}^{1}a_{k}}k=5jajkkl-\iota c\iota 3=0$ ,

$\sum_{i=6}^{8}bij5\sum_{=}^{i1}a_{i}j\sum ajkckak3+\beta 9\sum_{j=5}-jk=-148A9j\sum_{k=4}aj-1kjckak3=0$,

$b_{1}+ \sum_{4i=}^{8}b_{i}=1$ , $\sum_{i=4}^{8}b_{i}ci+\beta_{2}+\beta 9=\frac{1}{2}$ , $\sum_{i=4}b_{ii^{+2}}8C2\beta 9=\frac{1}{3}$ ,

$\sum_{i=5}^{8}b_{i}\sum_{=j4}^{i-1}aijc_{j}^{2}+\beta 9\sum_{=j4}8A9jc^{2}j\frac{1}{12’}=$ $\sum_{i=5}b8i\sum_{j=4}^{-}a_{ijj}c+\beta_{9}\sum i13j=48A_{9}j^{C^{3}=}j\frac{1}{20’}$

$\sum_{i=5}^{8}bi\sum^{i-1}a_{i}jc^{4}j+\beta j=49j4\sum_{=}^{8}A_{9}jc^{4}j=\frac{1}{30’}$ $\sum_{i=6}^{8}bi\sum^{i-1}a_{i}j=5jj\sum_{k=4}^{-1}ajkC^{3}k+\beta 9\sum_{=j5}A9j\sum_{=k4}^{j-}a_{j}kck=\frac{1}{120’}813$
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$\sum_{i=5}^{8}bi\sum^{i-1}a_{ij}c^{55}j=4j+\beta_{9}\sum_{=j4}^{8}A_{9j}c_{j}=\frac{1}{42}$ , $\sum_{i=6}^{8}b_{i}\sum_{j=5}a_{ij}\sum^{1}ajkc_{k}+\beta 4\sum_{=k=45}9A_{9j}\sum_{4jk=}^{-}ajkc4=i-1j-8j1\frac{1}{210’}k$

$\sum_{i=7}^{8}bi\sum^{i-1}a_{ij^{\sum^{j-1}a_{jk}}}j=6k=5k\sum_{\iota=4}^{1}a_{k}\iota C_{l}+\beta 39\sum^{8}-j=6A9j\sum_{k=5}^{j1}ajk\sum_{4l=}^{-}a_{k\iota}-k1c_{\iota}^{3}=\frac{1}{840}$ ,

$\sum_{i=6}^{8}bi\sum^{i-1}aijC_{j}\sum_{kj=5=4}aj-1jk^{C^{3}}k+\beta 9\sum_{=j5}A9jcj\sum_{4k=}^{j-1}a_{jk}8kC=3\frac{1}{168’}$

$\sum_{i=5}^{8}b_{i}j\sum_{=4}^{-}ai1ij^{C_{j}+}6\beta 9\sum_{j=4}A_{9jj}C6=8\frac{1}{56’}$ $\sum_{i=6}^{8}b_{i}\sum_{j=5}a_{ij}\sum_{=k4}ajkC_{k}+\beta 5\sum_{=5}9A\mathrm{i}-1j-1j89jk=4j\sum^{-}a_{jkk}1C^{5}=\frac{1}{336’}$

$\sum_{i=7}^{8}bi^{\sum^{-}a\sum a_{jk}}j=6i1ijk=5j-1k-\sum^{1}a_{k}lc^{4}l+\beta 9\sum A9j\sum^{-}a_{jk}\iota=4j=68j1k=5k-\sum_{4l=}a1k\iota^{c}\iota 4=\frac{1}{1680’}$

$b_{8}a_{87}a_{7665}aa54^{C_{4^{+\beta}}}9 \sum_{=7}3A9j\sum_{kj=6}^{-}Ajk\sum_{\iota}^{1}8j1k=-5A_{k\iota}\sum_{4m=}^{l}A\iota_{m}c^{3}=-1\frac{1}{6720’}m)$

$\sum_{i=6}^{8}bi\sum^{i-1}j=5aij^{C\sum^{-1}\sum_{j5}^{8}}jjk=4a_{jk^{+}}kC^{44}\beta 9=A_{9}jcj\sum_{k=4}^{1}A_{j}j-kC_{k}=\frac{1}{280}$,

$\sum_{i=6}^{8}bi\sum_{=j5}^{i}a_{ij}C^{2}\sum_{k}jjkC^{3}+\beta 9\sum^{8}aA9j^{C}j\sum^{-}kA_{jkk}2=-1j-=41j=5jk=41c^{3}\frac{1}{224}$,

$\sum_{i=7}^{8}bi^{\sum_{j=6}^{i-1}C\sum_{k5}^{-}\sum_{l=4}^{1}+}aijjj1=a_{j}kk-a_{kl}C_{l}3\beta 9\sum_{j=6}A9j^{C}j^{\sum_{=}a_{j}\sum_{l=4}^{-}a_{k}c_{\iota}\frac{1}{1120’}}kl38jk51-k1=$

$\sum_{i=^{-}\prime}^{8}b_{i}\sum_{j=6}^{i-1}aij\sum_{\mathrm{s}k=}^{j1}ajkCk\sum ak\iota cl+\beta 39\sum_{jl=4=6}A9j\sum_{=k5}^{-}ajkCk\sum_{\iota=4}^{1}a_{k}-k-18j1k-3lCl=\frac{1}{1344}$ . (1)

これらの条件式を解くのに, 補助のパラメタ $\rho_{i},$ $\sigma_{i},$ $\mathcal{T}_{i},$
$\phi_{i}$ を導入する :

$\sum_{i=j+1}^{8}biaij+\beta 9A_{9}j=bj(1-C_{j})^{\mathrm{d}}=\rho_{j}\mathrm{e}\mathrm{f}$ $(j=4,5,6,7)$ , $\beta_{9}A_{98}=\rho 8$ ,

$\sum_{j=k+1}^{8}\rho jajk=\sigma_{k}(k=4,5,6,7)\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f},\sum_{k=\iota+1}^{7}\sigma_{k}a_{k}l=\mathcal{T}\iota(l=4,5,6\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}),\sum_{k=l+1}^{6}\tau kakl=^{\mathrm{e}}\phi_{l}(l=4,5)\mathrm{d}\mathrm{f}$.

すると, 分母の因数がすべて $0$ でないという条件で $\rho_{i},$ $\sigma_{i,i}\mathcal{T},$
$\phi_{i}$ は

$\rho_{i}$ $=$ $\frac{28c_{jkl}CC-14(c_{k^{C+}}\iota cjC_{l}+C_{j}ck)+8(c_{j}+c_{k}+c_{l})-5}{840c_{i}2(c_{i}-Cj)(ci-Ck)(C_{\dot{x}l}-c)(c_{i}-1)}$ $(i,j, k, l=4,5,6,7)$ ,

$\rho_{8}$ $=$ $(70_{C_{4}C_{5}CC}67-42(C_{5}C_{6}c_{7}+C_{46^{C}}c7+C4^{C}5c7+C_{4}C5c6)$

$+28(c_{4}c_{5}+C_{4}c6+C4c7+C_{5}c6+C5c7+C6^{C}7)-20(C_{4}+C_{5}+c_{6}+C7)+15)$

$/(840(1-C_{4})(1-C5)(1-C6)(1-c7))$ ,

$\sigma_{i}$ $=$ $\frac{\rho_{i}(1-C_{i})}{2}(i=4,5,6,7)$ , $\tau_{i}=\frac{14c_{j}C_{k}-6(_{C}j+c_{k})+3}{5040_{C_{i}}2(c_{i}-cj)(_{C_{i}}-C_{k})}(i,j, k=4,5,6)$,

$\phi_{i}$ $=$ $\frac{-8c_{j}+3}{2016\mathrm{o}C_{\mathrm{i}}2(c_{i}-c_{j})}$ $(i,j=4,5)$ (2)
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と-意に解け, さらに c4と $c_{5}$ の満たすべき制約条件が得られる :

$(56c_{4}^{2}-42_{C_{4}}+9)C_{5}-3c4=0$ . (3)

全てのパラメタは上に得られた補助のパラメタの有理式として以下のように書ける :

$b_{i}= \frac{\rho_{i}}{1-c_{i}}$ $(i=4,5,6,7)$ , $\beta_{9}=-\rho_{8}$ ,

$b_{8}= \frac{1}{3}-(\sum b_{i^{C_{i}}}22+\beta_{9})i=74$
’

$\beta_{2}=\frac{1}{2}-(\sum b_{i^{C}}i+\beta_{9})i=84$
’

$b_{1}=1- \sum_{i=4}8b_{i}$ . (4)

$A_{98}=-1$ ,

$a_{87}= \frac{\sigma_{7}}{\rho_{8}}$ , $A_{97}= \frac{\rho_{7}-b_{8}a_{87}}{\beta_{9}}$ ,

$a_{76}= \frac{\tau_{6}}{\sigma_{7}}$ , $a_{86}= \frac{\sigma_{6}-\rho_{7}a_{76}}{\rho_{8}}$ , $A_{96}= \frac{\rho_{6^{-}}\Sigma_{i}^{8}=7b_{i}a_{i6}}{\beta_{9}}$ ,

$a_{65}= \frac{\phi_{5}}{\tau_{6}}$ , $a_{75}= \frac{\tau_{5}-\sigma_{665}a}{\sigma_{7}}$ , $a_{85}= \frac{\sigma_{5}-\Sigma_{i}^{7}=6\rho_{i}a_{i}5}{\rho_{8}}$, $A_{95}= \frac{\rho_{5}-\Sigma_{i}^{8}=6iba_{i5}}{\beta_{9}}$ ,

$a_{54}= \frac{c_{5}^{3}(c_{5^{-}}c_{4})}{c_{4}^{3}}$ , $a_{64}= \frac{\phi_{4}-\tau_{5}a_{54}}{\tau_{6}}$ , $a_{74}= \frac{\tau_{4}-\Sigma_{i}^{6}=5\sigma_{i}a_{i4}}{\sigma_{7}}$ ,

$a_{84}= \frac{\sigma_{4}-\Sigma_{i}^{7}=5\rho_{ii}a4}{\rho_{8}}$ , $A_{94}= \frac{\rho_{4^{-}}\Sigma_{i}^{8}=5b_{i}a_{i4}}{\beta_{9}}$ . (5)

$a_{43}= \frac{c_{4}^{3}}{3c_{3}^{2}}$ , $a_{i3}= \frac{c_{i}^{3}-3\Sigma_{j=4}i-1aijc_{j}^{2}}{3c_{3}^{2}}(^{j}=5,6,7,8)$ , $A_{93}=- \frac{\Sigma_{i=4}^{8}b_{i}a_{i3}}{\beta_{9}}$ ,

$\alpha_{3}=\frac{c_{3}^{2}}{2}$ , $\alpha_{i}=\frac{c_{i}^{9_{\sim}}}{2}-\sum_{=j3}^{i-1}a_{i}j^{C_{j}}(i=4,5, \cdots, 8)$ , $\alpha_{9}=1-\sum_{3j=}^{8}A_{9}jcj$ ,

$a_{31}=c_{3}$ , $a_{i1}=c_{i}- \sum_{j=3}^{i-1}a_{ij}(i=4,5, \cdots, 8)$ , $A_{91}=1- \sum_{i=3}^{8}A_{9j}$ . (6)

上の式に (3) から得られる $c_{5}$ の式と補助のパラメタの式を代入すれば, すべてのパラメ

タが $c_{3,4,6,7}ccC$ , の有理式で表される. 以上から四つの自由なパラメタを持つ 9段 8次
極限公式が導かれた.

4 自由なパラメタの決定

自由なパラメタを決める方針としては次の点を考慮する. 即ち, 絶対安定領域の広さ,

パラメタの絶対値の大きさと簡単さである. この公式の安定領域を決める多項式は

$r(z)=1+z+ \frac{z^{2}}{2!}+\frac{z^{3}}{3!}+,$ . . $+ \frac{z^{8}}{8!}+\gamma 9z^{9}$

である. いろいろな $\gamma_{9}$ に対して $|r(z)|<1$ となる領域を図 1に示す. 図 1から
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図 1: いろいろな $\gamma_{9}$ の値に対する絶対安定領域

図 2: $c_{4}=9/26$ と 1/4に対する絶対安定領域

$\gamma_{9}\in(\frac{1}{620000}, \frac{1}{580000})\approx(0.1613\cross 10^{-5},0.1724 \cross 10^{-5})$ (7)

で安定領域が広いことが分かる. これは。4の範囲でほぼ

$0.1446<c_{4}<0.1522$ と $0.3455<c_{4}<0.3477$ (8)

なので, この範囲内の有理数でパラメタの大きさと桁数の長さとから $c_{4}=9/26$ に決め,

残りの三つの自由なパラメタをさきに述べた方針に従って決めると次の自由なパラメタの
組が得られる :

$c_{3}= \frac{1}{3}$ , $c_{4}= \frac{9}{26}$ , $c_{6}= \frac{3}{4}$ , $c_{7}= \frac{1}{4}$ . (9)

もう –組, 安定領域は広くはないが分点の分母分子が全て 1桁で他のパラメタも比較的簡
単な組として

$c_{3}= \frac{1}{4}$ , $c_{4}= \frac{1}{4}$ , $c_{6}= \frac{7}{8}$ , $c_{7}= \frac{3}{4}$ (10)

を挙げる. $c_{4}=1/4$ に対する公式を公式 1. $c_{4}=9/26$ に対する公式を公式 2と呼ぶこと
にする. これらの公式のパラメタをそれぞれ表 1と表 2に, 安定領域を図 2に示す.
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図 3: 例 1の最終ステップにおける最大の誤差

5 数値例

ここで導いた公式が 8次の精度であることは, 8次までの誤差項 200項の係数の元の
式に代入して確かめたが, ここでは数値例 [2] に依って示す.

例 1

$\frac{\mathrm{d}y_{1}}{\mathrm{d}t}=y_{2}y_{3}$ , $y_{1}(0)=0$ ,

$\frac{\mathrm{d}y_{2}}{\mathrm{d}l}=-y_{1}y_{3}$ , $y_{2}(0)=1$ ,

$\frac{\mathrm{d}y_{3}}{\mathrm{d}t}=-k^{2}y_{1}y2$ , $y_{3}(0)=1$ , $k^{2}=0.51$

を $t=0$ から 60まで刻み幅 $h$ を変えて積分する. 最終ステップにおける最大の誤差を
図 3に示す. 計算は HITAC M-880の FORTRAN 4倍精度で行った. 参考のため Cooper,
Verner の 11段 8次公式 [4] による結果も添える. 図 3から, すべての公式の累積誤差

は $h^{8}$ に比例しており 8次の精度を達成している事が分かる.

次に, ここで導いた公式の安定区間を確かめるために, 中程度の固さの単–方程式 [8]
をいろいろな刻み幅で 100 ステップ積分した結果を表 3に示す.
例 2

$\frac{\mathrm{d}y}{\mathrm{d}l}=100(\sin x-y)$ , $y(\mathrm{O})=0$ .

表 3から公式 1では $h\geq 0.05$ で破綻するが, 公式 2では $h<0.07$ まで計算が続行でき
ていることが分かる.
結論として, 予想した通り $c_{2}arrow 0,$ $C_{8}-C_{9}=1$ の極限で 9段 8次の極限公式が存在す
ることが分かった. さらに, ここで与えた公式は効率のよい公式であると云える. なぜな
ら, 固い方程式に対しては陽的 Runge-Kutta 法, 特に高次公式は使わないし, 高次公式

が適用できる問題に対して 8次の精度を得ようとすれば通常の Runge-Kutta 法では 11
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段が必要である. 公式に含まれる微分係数に関していえば, 個々の偏微分係数ではなくヤ

コビ行列とベクトルの積が必要なのであって, これは自動微分法によりほとんどの場合関

数計算とほぼ同じ程度の手間で簡単に求められ, 現今では幾つかのシステムも提供されて
いる $[1],[5],[11]$ . 従って, 公式 1は安定領域こそ広くはないが係数が比較的簡単であり,

手間の面で効率の良い推奨できる公式といえる.
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表 1: 公式 1

表 3: 例 2の数値解の相対誤差
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$\circ\triangleleft$

$\kappa_{\triangleleft}\sqrt\backslash$

$\dot{\mathrm{o}}\mathrm{i}$

網
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