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1. はじめに

連続性や微分可能性, 均衡点定理 (不動点定理), 微分包含式 ([1]), さらには最適化問題
への応用 $([2],[3])$ など, 集合値写像に対する研究者の関心が高まってきている. とりわけ,

数理計画法の分野では, 実数値関数やベクトル値関数は定義域の各点に対してただひとつ
の要素を対応させる集合値写像とみなすことができるため, 集合値写像を目的写像および
制約写像にもつ計画問題が微分不可能な関数やベクトル値関数を統–的に取り扱うひとつ
の方法として, 幅広い注目を集めている.
本論文の目的は, 集合値写像を目的写像および制約写像にもつ最適化問題 すなわち集

合値写像最適化問題に対して非線形計画問題における Kuhn-Tucker 型の最適性の条件を
求め, さらに, 与えられた集合値写像最小化問題に対して双対問題 (集合値最大化問題) を
定義し, この 2つの問題の間に Wolfe タイプの双対定理が成立することを示すことである.
このため, 第 2節において, 集合値写像に対して derivative の定義とその基本的な性質

を与える. 第 3節では, 集合値写像最小化問題を定式化し, 最適解を定義する. 第 4節で
は, 前節で定義した問題に対して, 最適解の特徴づけを行う. そして, 第 5節では, 与え

られた集合値最小化問題に対して双対問題 (集合値最大化問題) を定義し, これらの問題の

間に Wolfe タイプの双対定理が成立すること示す.

2. 数学的準備

ここでは, 以下の議論で用いられる記号, 定義および集合値写像に関する基本的性質を
簡単に紹介しよう.

$R^{n}$ を $n$-次元ユークリッド空間, $R_{+}^{n}\equiv\{x\equiv(x_{1}, X_{2}, \cdots, x)nT\in R^{n}|x_{i}\geqq 0,$ $i=$

$1,2,$ $\cdots,$ $n\},$ $R_{-}^{n}\equiv-R_{+}^{n}$ とする. ただし, $T$ はベクトル $x$ の転置である. $R_{+}^{n}$ の内部を

int $R_{+}^{n}$ によって表す. すなわち, int $R_{+}^{n}\equiv\{x\in R_{+}^{n}|x_{i}>0, i=1,2, \cdots, n\}$ である.

ベクトル $x,$ $y\in R^{n}$ に対して, その内積を $\langle x, y\rangle$ とかく. $R^{n}$ の 2っのベクトル $x,$ $y$ に

対して, $x-y\in R_{+}^{n}$ であるとき, $x\geqq y$ とかき, $x-y\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{+}^{n}$ であるとき, $x>y$ とかく.

Definition 2.1. $X,$ $Y$ をそれぞれ $R^{n},$ $R^{l}$ の空でない部分集合とする. 各 $x\in X$ に対し

て, $Y$ の部分集合を対応させる関係が与えられているとき, この関係を $X$ から $Y$ への集

合値写像といい, $F:X\sim \mathrm{Y}$ とかく.

通常の写像 $f$ : $R^{n}arrow R^{\ell}$ は $x\in R^{n}$ に対して, ただひとつの点 $\{f(x)\}\subseteq R^{l}$ を対応させる

集合値写像と看倣すことができ, –価写像などとよばれる.
集合値写像 $F:X\sim Y$ が与えられたとき, Dom $(F)\equiv\{x\in X|F(x)\neq\emptyset\}$ , Range $(F)\equiv$

{ $y\in \mathrm{Y}|y\in F(x),$ $x\in$ Dom $(F)$ }, Graph $(F)\equiv\{(x, y)\in X\cross \mathrm{Y}|y\in F(x)\}$ &k‘
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’き, それぞれ $F$ の有効定義域, 値域, グラフという. 以下では, 一般性を失うことなく,

$X=R^{n},$ $Y=R^{l}$ とする.
$F:R^{n}\sim*R^{l}$ が与えられたとき, $\hat{F}$ : $R^{n}\sim R^{l}$ を

$\hat{F}(x)\equiv F(X)+R_{+}\mathit{1}\equiv\{y+d\in R^{l}|y\in F(X), d\in R_{+}^{l}\}$

によって定義する. ただし, $F(X)=\emptyset$ のとき, $F(x)+R_{+}^{\mathit{1}}\equiv\emptyset$ である.

$F:R^{n_{\wedge*}}R^{l},$ $G:Rn\sim Rm$ が与えられたとき, 集合値写像 $H\equiv F\cross G:R^{n}\sim*R^{l}\mathrm{X}R^{m}$

および $\hat{H}$ : $R^{n,}\Leftrightarrow R^{l}\mathrm{x}R^{m}$ をそれぞれ
.

$H(x)\equiv F(x)\cross G(x)\equiv\{(y, z)\in R^{\mathit{1}}\cross R^{m}|y\in F-(x), z\in G(x)\}$

$\hat{H}(x)\equiv H(X)+(R_{+}^{\mathit{1}}\cross R_{+}^{m})$

によって定義する. ただし, $F(x)=\emptyset$ , あるいは $G(x)=\emptyset$ であれば, $H(x)\equiv\emptyset$ である.

したがって, Dom $(H)=\mathrm{D}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}(\hat{H})=\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(F)\cap \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}$$(G)$ である.

Definition 22. $F:R^{n}\sim>R^{\ell}$ は Graph $(F)$ が凸集合であるとき, 凸写像であるという 1.

$F$ が凸写像であれば, $\hat{F}$ も凸写像である.

Definition 23. $F:R^{n}\sim R^{\ell}$ は $\hat{F}$ が凸写像であるとき, $R_{+}^{l}-$凸写像であるという.

Lemma 21. $F:R^{n}\sim R^{\mathit{1}}$ が凸写像であるための必要十分条件は,

$\lambda F(_{X})+(1-\lambda)F(y)\subseteq F(\lambda_{X}+(1-\lambda)y)$ , $\forall x,$ $y\in R^{n},$ $\forall\in[0,1]$

が成立することである.

Definition 2.4. $F$ ; $R^{n}\sim R^{l},$ $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ とする. $x^{O}$ のある近傍 $N(x^{O})$ およ

び正の数 If が存在し, すべての $x,$ $x’\in N(X^{O})$ に対して

$F(x)\subseteq F(x’)+I\mathrm{t}^{F}||x-x^{J}||B$ (2.1)

が成立するとき, $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であるといい, 実数 $IC$ をリプシッ

ツ係数という. ただし, $B\equiv\{x\in R^{l}|||x||\leqq 1\}$ である.

Definition 25. $S$ を $R^{n}$ の空でない任意の部分集合, $x^{O}\in S$ とする. ベクトル $u\in R^{n}$

はゼロに収束する正の実数列 $\{t_{n}\}$ およびに収束する点列 $\{u^{n}\}$ が存在し, すべての自

然数 $n$ に対して, $x^{O}+t_{n}u^{n}\in S$ が成立するとき, $S$ の $x^{O}$ における接ベクトル (tangent

vector) といわれる. $S$ の $x^{O}$ における接ベクトルの全体からなる集合を接錐 (tangent cone)
といい, $T(S;x^{o})$ とかく.

$1F(x)$ が凸集合のとき, $F$ は凸値写像といわれる.
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Definition 26. $S$ を $R^{n}$ の空でない任意の部分集合, $x^{O}\in S$ とする. ベクトル $u\in R^{n}$

はゼロに収束する任意の正の実数列 $\{t_{n}\}$ に対して, Iこ収束する点列 $\{u^{n}\}$ が存在し, す

べての自然数 $n$ に対して, $x^{o}+t_{n}u^{n}\in S$ が成立するとき, $S$ の $x^{o}$ におけるウルシェスク

の接ベクトル (Ursescu’s tangent vector) といわれる. $S$ の $x^{O}$ におけるウルシェスクの接

ベクトルの全体からなる集合をウルシェスク錐 (Ursescu cone) といい, $T^{U}(S;x^{o})$ とかく.

定義から明らかなように, 接錐およびウルシェスク錐は原点を含む空でない閉錐である.

Lemma 22. $S$ を $R^{n}$ の空でない凸集合とし, $x^{o}\in S$ とする. このとき, $\tau(s_{;x^{O}})$ は閉

凸錐であり,

$S-\{x^{o}\}\subseteq T(S;x^{o})=T^{U}(S;x^{o})$

が成立する.

Definition 27. $S$ を $R^{n}$ の空でない任意の部分集合とし, $x^{o}\in S$ とする. このとき,

$N(S;x^{\circ})\equiv\{y\in R^{n}|\langle y, x\rangle\leqq 0, \forall x\in T(S;x^{O})\}$

を $S$ の $x^{O}$ における–般化された引導 (generalized normal cone) という.

Definition 28. $F$ : $R^{n}\sim R^{\mathit{1}},$ $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ とする. このとき, $DF(x^{O}, y^{o})$ :
$R^{n}\sim R^{\ell},$ $D^{U}F(X^{O}, y)O$ : $R^{n}\sim R^{l}$ を

$v\in DF(x^{O}, y)\circ(u)\equiv\{v\in R^{\ell}|(u, v)\in T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(F);(x^{O}, y^{o}))\}$

$v\in D^{U}F(x^{oO}, y)(u)\equiv$ { $v\in R^{l}|(u,$ $v)\in T^{U}$ (Graph $(F);(x^{oo},$$y))$ }

によって定義し, それぞれ $F$ の $(x^{OO}, y)$ における $u$ 方向の derivative, ウルシェスク deriva-
tive という. 特に, Graph $(DF(x^{O}, y^{O}))=$ Graph $(D^{U}F(x^{o}, y)\mathit{0})$ が成立するとき, $F$ は

$(x^{oo}, y)$ において derivable であるという.

$F:R^{n}\sim R^{\mathit{1}}$ が凸写像であれば, Lemma 22から, $F$ は任意の $(x, y)\in$ Graph $(F)$ にお

いて derivable である.

Definition 29. $F:R^{n}\sim R^{\ell},$ $(x^{O}, y^{O})\in \mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(F)$ とする. このとき, $\partial F(x^{oo}, y)$ : R仁!
$R^{n}$ を

$\partial F(x^{O\circ}, y)(v)\equiv$ { $u\in R^{n}|(u,$ $-v)\in N$(Graph $(F);(x^{O},$ $y^{o}))$ }

を $F$ の $(x^{o}, y)O$ における $v$ 方向の codifferential という.

つぎの Lemma が成立することは明らかである.
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Lemma 23. $F$ : $R^{n}\sim R^{l},$ $G:R^{n}\sim R^{m},$ ( $(x^{ooo}, y, z)\in$ Graph $(H)$ とする. このとき,
任意の $u\in \mathrm{D}\circ \mathrm{m}(DH(x^{oO}, y, Z^{o}))$ に対して,

$DH(x^{O}, y^{o}, z^{o})(u)\subseteq DF(x^{oO}, y)(u)\cross DG(x^{OO}, z)(u)$ (2.2)

が成立する. さらに,

(i) $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $(x^{oo}, y)$ において derivable である

(ii) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $(X^{O}, z^{o})$ において derivable である

のいずれかが成立すれば, 任意の $u\in \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(DH(x^{o}, y^{OO}, z))$ に対して,

$DH(x^{O}, y^{O}, z^{o})(u)=DF(x^{O}, y^{o})(u)\cross DG(x^{O}, z^{\circ})(u)$ (2.3)

が成立する.

Lemma 24. $F:R^{n}\sim\rangle$ $R^{f},$ $G:R^{n}\sim R^{m},$ $(x^{O}, y^{o})\in$ Graph $(F),$ $(x^{O}, z^{O})\in$ Graph $(G)$ と
する. このとき, 任意の $u\in \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(D\hat{H}(x^{o}, y, z)OO)$ に対して,

$D\hat{H}(x^{o}, y^{\circ O}, Z)(u)\subseteq D\hat{F}(x^{o}, y^{o})(u)\cross D\hat{G}(x^{O}, z)o(u)$ (2.4)

が成立する. さらに,

(i) $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{O}, y^{O})$ において derivable である

(ii) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(x^{Oo}, z)$ において derivable である

のいずれかが成立すれば, 任意の $u\in \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(D\hat{H}(x^{O}, y^{\circ}, Z^{O}))$ に対して,

$D\hat{H}(x^{O}, y^{o}, \mathcal{Z}^{o})(u)=D\hat{F}(x^{O}, y^{o})(u)\cross D\hat{G}(x^{OO}, z)(u)$ (2.5)

が成立する.

Lemma 2.5.$\cdot$

$F$ : $R^{n}\sim R^{p},$ $(x^{o}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ とする. $T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}.(F.).;(x^{oo}, y))$ が凸集
合であれば, このとき, Range $(DF(x, y)\circ \mathit{0})$ は $R^{l}$ の凸集合である.

3. 問題の定式化と解の定義

集合値写像 $F$ : $R^{n}\sim\succ R^{l}$ , および $G:R^{n}\sim R^{m}$ が与えられたとき, つぎの問題を考え
よう.

(P) $|$
$\min_{\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{Z}\mathrm{e}$ $G(_{X})\cap F(_{X})R_{-}m\neq\emptyset$ (3.1)

問題 (P) において, 目的写像 $F$ が–価写像であれば, 問題 (P) はベクトル値最小化問
題となる. したがって, 問題 (P) に対して, 実行可能解および最適解をつぎのように定義
しよう.
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Definition 31. $(x^{O}, y^{O})\in R^{n}\cross R^{l}$ は, $y\in F(x^{O}),$ $G(X^{O})\cap R_{-}^{m}\neq\emptyset$ であるとき, 問題

(P) の実行可能解であるという.

Definition 32. 問題 (P) の実行可能解 $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ は, $y<y^{O}$ を満たす他の実

行可能解 $(x, y)$ が存在しないとき, 問題 (P) の弱パレート最適解であるという.

問題 (P) に関連するつぎの問題を考えよう.

$(\hat{\mathrm{P}})$
$|$ $\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{o}$ $0\in\hat{G}(x)F(X)$ (3.2)

$(x^{O}, y^{o})\in R^{n}\mathrm{x}R^{\ell}$ は $y^{O}\in\hat{F}(X^{O}),$ $0\in\hat{G}(.x^{O})$ であるとき, 問題 (P) の実行可能解であ
るという. 実行可能解 $(x^{O}, y^{o})$ は, $y<y^{O}$ を満たす他の実行可能解 $(x, y)$ が存在しないと

き, 問題 $(\hat{\mathrm{P}})$ の弱パレート最適解であるという.
問題 (P) と問題 $(\hat{\mathrm{P}})$ の間には, つぎの関係が成立する.

Theorem 31. $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ が問題 (P) の弱パレート最適解であるための必要十
分条件は, $(x^{o}, y^{o})$ が問題 (P) の弱パレート最適解となることである.

4. 必要条件と十分条件

ここでは, 前節で定義した問題 (P) に対して, ある実行可能解が問題 (P) の弱パレー
ト最適解であるための必要条件および+分条件を与えよう.

Theorem 41. $(x^{O}, y^{O})\in \mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(F)$ を問題 (P) の弱パレート最適解とし, $z^{O}\in\wedge(x^{O})\cap R_{-}m$

とする. このとき,

$D\hat{H}(x^{O}, y, z)\circ o(u)\cap \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}^{l}\cross \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}^{m}\neq\emptyset$ (4.1)

を満たす $u\in R^{n}$ は存在しない.

証明 $(v, w)\in D\hat{H}(x^{O}, y^{o}, z^{o})(u),$ $v<0$ , および $w<0$ を満たす $(u, v, w)$ が存在すると

仮定しよう. このとき, ゼロに収束する正の実数列 $\{t_{n}\}$ および $(u, v, w)$ に収束する点列
$\{(u^{n}, v^{n}, w^{n})\}$ が存在し, すべての $n$ に対して

$y^{o}+t_{n}v^{n}\in\hat{F}(x^{O}+t_{n}u^{n})=F(x^{o}+t_{n}u^{n})+R_{+}^{\mathit{1}}$ (4.2)

$z^{O}+t_{n}w^{n}\in\hat{G}(x^{o}+t_{n}u^{n})=G(x^{O}+t_{n}u^{n})+R_{+}^{m}$ (4.3)

が成立する. ゆえに, 各 $n$ に対して, $d^{n}\in R_{+}^{\ell}$ および $r^{n}\in R_{+}^{m}$ が存在し, すべての $n$ に

対して,

$y^{o}+t_{n}v^{n}-d^{n}\in F(x^{o}+t_{n}u^{n})$

$z^{O}+t_{n}w^{n}-r^{n}\in G(x^{o}+t_{n}u^{n})$

が成立する. このとき, 十分大きなすべての $n$ に対して, $y^{O}+t_{n}v-nd^{n}<y^{O},$ $z^{O}+t_{n}w-nr^{n}\leqq$

$0$ であるが, これは $(x^{O}, y^{o})$ が問題 (P) の弱パレート最適解であることに反する. 口
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Theorem 42. $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の弱パレート最適解, $z^{O}\in\hat{G}(X^{O})\cap R_{-}^{m}$

とし, $T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H});(x^{O}, y^{o}, z^{O}))$ は凸集合であるものとする. このとき,

$\langle\lambda, v\rangle+\langle\mu, w\rangle\geqq 0$ , $\forall(v, w)\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(DH(x^{O}, yz^{O})\circ,)$ (4.4)

$(\lambda, \mu)\geq(0,0)$ (4.5)

を満たすベクトル $\lambda\in R^{\ell},$ $\mu\in R^{m}$ が存在する. さらに, $P(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{H}(x^{o}, y, z)Oo))=R^{m}$

であれば, $\lambda\geq 0$ である. ただし, $P(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{H}(x^{O}, y, z)\circ \mathit{0}))$ は Range $(D\hat{H}(x^{O\circ}, y, z^{O}))$

の $R^{m}$ への射影である.

証明 Lemma 25から, Range $(D\hat{H}(x^{oOO}, y, z))$ は凸集合である. ゆえに, Theorem 4.1
から, Range $(D\hat{H}(x^{o}, y^{OO}, z))$ と int $R^{l}\cross \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R^{m}$ とを分離する超平面が存在する. すなわ
ち, (4.4) および (4.5) を満足する $\lambda\in R^{I},$ $\mu\in R^{m}$ が存在する. .

さて, $P(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{H}(x, y^{\circ\circ}O, \mathcal{Z})))=R^{m}$ であると仮定しよう. このとき, $\lambda=0$ であれ

ば, (4.4) から, $\mu=0$ がえられるが, これは (4.5) に反する. ゆえに, $\lambda\geq 0$ である $\square$

$(x^{o}, y^{O}, Z^{o})\in$ Graph $(\hat{H})$ において $\lambda\neq 0$ であるとき, 問題 (P) は $(x^{O}, y^{o}, Z^{\circ})$ において

normal であるという.

Corollary 4.1. $(x^{O}, y^{o})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の弱パレート最適解, $z^{O}\in\hat{G}(X^{O})\cap R_{-}m$

とし, $T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H});(x^{OO\circ}, y, z))$ は凸集合であるものとする. このとき, (4.5) および

$0\in\partial\hat{H}(x^{o}, y, z^{\circ}O)(\lambda, \mu)$ (4.6)

を満たすベクトル $\lambda\in R^{l},$ $\mu\in R^{m}$ が存在する.

Corollary 42. $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の弱パレート最適解, $z^{O}\in\wedge(x^{O})\cap R_{-}m$

とし, $T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H});(x^{ooO}, y, z))$ は凸集合とする. このとき,

(i) $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{O}, y^{o})$ において derivable である

(ii) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(x^{oo}, z)$ において derivable である

のいずれかが成立すれば, (4.5) および

$\langle\lambda, v\rangle+\langle\mu,$ $w$ ) $\geqq 0,$ $\forall(v, w)\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{F}(x^{o}, y^{\circ})\cross D\hat{G}(x^{o}, Z^{\circ}))$ (4.7)

を満たすベクトル $\lambda\in R^{l},$ $\mu\in R^{m}$ が存在する. さらに, $P(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{H}(x^{O}, y^{\circ}, Z^{\circ})))=R^{m}$

であれば, $\lambda\geq 0$ である.

$F$ が $R_{+}^{\mathit{1}}-$凸写像, $G$ が $R_{+}^{m_{-}}$凸写像であれば, 任意の $(x^{O}, y^{\circ}, z^{O})\in$ Graph $(\hat{H})$ において
$T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H});(x^{oo\circ}, y, z))$ は凸集合となる. したがって, 以下の corollaries がえられる.

Corollary 43. $F$ : $R^{n}\sim\succ R^{l}$ および $G$ : $R^{n}\sim R^{m}$ はそれぞれ $R_{+}^{l}-$凸, $R_{+}^{m_{-}}$凸写像と
し, $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の弱パレート最適解, $z^{O}\in\hat{G}(x^{o})\cap R^{m}+$ とする. こ

のとき, (4.4), (4.5) および (4.6) を満たすベクトル $\lambda\in R^{\ell},$ $\mu\in R^{m}$ が存在する. さらに,
$P(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{H}(x^{O\circ}, y, \mathcal{Z}O)))=R^{m}$ であれば, $\lambda\geq 0$ である.
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Corollary 44. $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の弱バレ一 $\text{ト}$最適解, $z^{O}\in\hat{G}(x^{O})\cap R_{+}^{m}$

とし, $F:R^{n}\sim R^{l}$ および $G:R^{n}\wedge*R^{m}$ はそれぞれ $R_{+}^{l}-$凸, $R_{+}^{m_{-}}$凸写像とする. このとき,

(i) $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{O}, y^{O})$ において derivable である

(ii) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(x^{oo}, z)$ において derivable である

のいずれかが成立すれば, (4.5) および (4.7) を満たす満たすベクトル $\lambda\in R^{l},$ $\mu\in R^{m}$ が

存在する. さらに, $P$ (Range $(D\hat{H}(xO,O\circ y,$$\mathcal{Z}))$ ) $=R^{m}$ であれば, $\lambda\geq 0$ である.

さてつぎに, 問題 (P) のある実行可能解 $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ が弱パレート最適解であ
るための十分条件を与えよう.

Theorem 43. $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の実行可能解, $z^{O}\in\hat{G}(X^{\circ})\cap R_{-}m$ とし,

Graph $(\hat{H})-\{(x^{o}, y^{O}, 0)\}\subseteq.T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H});(x^{o}, yz)\circ,\circ)$ が成立するものとする. このとき,

(4.7) を満足する $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{\ell}$ および $\mu\geqq 0,$ $\mu\in R^{m}$ が存在すれば, $(x^{O}, y^{O})$ は問題 (P)
の弱パレート最適解である.

証明 $(x^{o}, y)O$ が問題 (P) の弱バレ– ト最適解でなければ, このとき, $\overline{y}<y^{O}$ を満たす

問題 (P) の実行可能解 $(\overline{x},\overline{y})$ が存在する. このとき, 仮定から任意の $\overline{z}\in G(\overline{x})\cap R_{-}^{m}$ に対
し $\dot{\text{て}}(\overline{x}-x^{o},\overline{y}-y^{\circ},\overline{z})\in T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H});(x^{O}, y, z)oo)$ が成立する. すなわち,

$(\overline{y}-y^{O},\overline{z})\in D\hat{H}(x^{o}, y^{\circ}, z^{O})(\overline{X}-X^{o})$

が成立する. このとき, (4.7) を満足するすべての $\lambda\in R^{p},$ $\mu\in R^{m}$ に対して,

$\langle\lambda,\overline{y}-y^{O})+\langle\mu,\overline{z}\rangle<0$

が成立するが, これは矛盾 口

Theorem 44. 問題 (P) において $F$ : $R^{n}\sim>R^{l},$ $G$ : $R^{n}\sim R^{m}$ をそれぞれ $R_{+}^{l}-$凸, $R_{+}^{m}-$

凸写像 $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(H)$ を問題 (P) の実行可能解とする. このとき,

$\langle$ $\lambda,$ $v)+\langle\mu, w\rangle\geqq 0$ , $\forall(v, w)\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{F}(x^{O}, y^{O})\cross D\hat{G}(x^{O}, 0))$ (4.8)

を満足するベクトル $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{l}$ および $\mu\geqq 0,$ $\mu\in R^{m}$ が存在すれば, $(x^{O}, y^{o})$ は問題

(P) の弱パレート最適解である.

証明 $F:R^{n}\sim*R^{l},$ $G:R^{n}\sim R^{m}$ が $R_{+}^{\ell}-$凸, $R_{+}^{m_{-}}$凸写像であれば, Graph $(\hat{H})$ は凸集

合である. したがって, Lemma 22から, $(x^{O}, y^{O}, 0)\in$ Graph $(\hat{H})$ において Graph $(\hat{H})-$

$\{(x^{o}, y^{\circ}, 0)\}\subseteq T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\ovalbox{\tt\small REJECT});(x^{o}, y^{o}, 0))$ が成立する. さて, $(x^{O}, y^{o})$ が問題 (P) の弱バレ $-$

ト最適解ではないと仮定しよう. このとき, $\overline{y}<y^{\mathrm{o}}$ を満たす問題 (P) の実行可能解 $(\overline{x},\overline{y})$

および $\overline{z}\in G(x)\cap R^{m}-$ が存在し, $(\overline{x}-x^{oO},\overline{y}-y,\overline{z})\in T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\ovalbox{\tt\small REJECT});(x^{O}, y^{o}, 0))$ が成立す
る. すなわち,

$(\overline{y}-y\overline{z})\circ,\in D\hat{H}(x^{o}, y^{o}, \mathrm{o}))(\overline{X}-X^{\circ})$

が成立する. $\lambda\geq 0,$ $\mu\geqq 0$ なので,

$\langle\lambda,\overline{y}-y^{O}\rangle+\langle\mu,\overline{z}\rangle<0$

であるが, これは (4.8) に反する. 口
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5. Wolfe の双対定理

つぎの集合値写像最大化問題 (WDP) を考えよう.

(WDP)

maximize $F(x)+UG(x)$

subject to $y\in F(x)$

$z\in G(X)\cap R_{-}m$ (5.1)
$U\in u---\{U\in R^{lm}\cross|U\geqq 0\}$

Range $(D\hat{F}(X, y)+UD\hat{G}(x, z))\cap \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}l=\emptyset$

問題 (WDP) は問題 (P) の双対問題とよばれる. まず, 問題 (WDP) に対して, 実行可

能解および最適解の定義を与えよう. .
$(x, y, z, U)\in R^{n}\cross R^{\ell_{\mathrm{X}}}R^{m}\cross \mathcal{U}$ は, 問題 (WDP) の制約条件を満たすとき, 実行可能解

であるという. また, 問題 (WDP) の実行可能解 $(x^{O}, y^{\mathrm{o}}, z^{o}, U^{\circ})$ は, $y^{o}+U^{o}z^{o}<y+Uz$

を満たす他の実行可能解 $(x, y, z, U)$ が存在しないとき, 問題 (WDP) の弱パレート最適解

であるという.

Lemma 51. $(x^{O}, y^{o}, z^{o})\in \mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\hat{H})$ とし, $T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}}(\hat{H};(x^{o}, y, z)\circ O))$ は凸集合であるも

のとする. さらに,

(a) $F$ : $R^{n}\sim\succ R^{l}$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{o}, y^{o})$ において

derivable である

(b) $G$ : $R^{n}\sim\rangle$ $R^{m}$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(x^{O}, z^{O})$ において

derivable である

のいずれかが成立するものとする. このとき, つぎのことは同値である.

(i) ある $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{I}$ および $\mu\geqq 0,$ $\mu\in R^{m}$ が存在し, $0\in\partial.\hat{H}(x^{o}, y^{Oo}:’ Z.)(\lambda, \mu)$ が成立

する. :

(ii) ある $U\in \mathcal{U}$ が存在し, Range $(D\hat{F}(x^{\mathrm{o}}, y^{\circ})+UD\hat{G}(x, z)oo)\cap \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}^{l}=\emptyset$ が成立する.

ただし, $\mathcal{U}\equiv\{U\in R^{\ell\cross m}|U\geqq 0\}$ である.

証明 条件 (a), あるいは (b) が満だされるとき, Lemma 2.4より,

$D\hat{H}(x^{o\circ O}, y, z)(u)=D\hat{F}(X^{O}, y^{o})(u)\cross D\hat{G}(x^{oO}, Z)(u)$ $\forall u\in \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(D\hat{H}(x, y, z)\circ oO)$

が成立することに注意しよう.
まず, (i) が成立するとき, (ii) が成立することを示そう. Codifferential の定義から,

$\langle\lambda, v\rangle+\langle\mu, w\rangle\geqq 0,$
$\forall(v, w)\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{F}(x^{O}, y^{o})\cross D\hat{G}(X^{O}, z^{o}))$ (5.2)

が成立する. $\lambda\geq 0$ なので, 一般性を失うことなく, $\Sigma_{i=1}^{\ell}\lambda i=1$ と仮定しよう. $\ell\cross m$

行列 $U$ を $U\equiv 1\mu^{T}$ によって定義すると, $U\in \mathcal{U}$ であり, $\lambda^{T}U=\mu^{T}$ である. ただし,
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$1\equiv(1,1, \cdots, 1)^{T}\in R^{\ell}$ である. このとき, (5.2) から, 任意の $v+Uw\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{F}(x^{oo}, y)+$

$UD\hat{G}(x^{O}, Z^{o}))$ に対して,

$\langle\lambda, v+Uw\rangle=\langle\lambda, v\rangle+\langle\mu, w\rangle\geqq 0$

が成立する. ゆえに, $v+Uw\not\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}^{\ell}$ である.
っぎに, (ii) が成立すると仮定しよう. Lemma 25から, Range $(D\hat{F}(x^{O}, y^{o})+UD\hat{G}(X, z)oo)$

は $R^{l}$ の凸集合である. したがって, 分離定理から, ある $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{l}$ が存在し, す
べての $(v, w)\in$ Range $(D\hat{F}(x^{O}, y^{O}))\cross \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{G}(x^{\circ \mathit{0}}, z))$ に対して, $\langle\lambda, v+Uw\rangle\geqq 0$

が成立する. $\mu^{T}\equiv\lambda^{T}U$ とおくと, このとき, $\langle\lambda, v\rangle+\langle\mu, w\rangle\geqq 0$ であり, したがって,
$0\in\partial^{\wedge}(x^{O}, y^{oo}, z)(\lambda, \mu)$ をえる .

$\square$

$F$ : $R^{n}\sim R^{\mathit{1}},$ $G$ : $R^{n}’\Leftrightarrow R^{m}$ がそれぞ n $R_{+}^{l}-$凸, $R_{+}^{m_{-}}$凸写像であれば, 任意の
$(x^{O}, y, z)\circ \mathit{0}\in$ Graph $(H)$ において, $T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h} (\hat{H};(x^{o}, y^{O}, \mathcal{Z}^{O})))$ は凸集合である. ゆえに,
つぎの Lemma がえられる.

Lemma 52. $F$ : $R^{n}\sim R^{\ell}$ および $G$ : $R^{n}\sim R^{m}$ はそれぞれ $R_{+}^{\mathit{1}}-$凸, $R_{+}^{m_{-}}$凸写像であり,
$(x^{\circ}, y^{o\circ}, z)\in$ Graph $(\hat{H})$ とする. さらに,

(a) $F$ は $x^{o}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{oO}, y)$ において derivable である

(b) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(X^{O}, Z^{O})$ において derivable である

のいずれかが成立するものとする. このとき, つぎのことは同値である.

(i) ある $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{l}$ および $\mu\geqq 0,$ $\mu\in R^{m}$ が存在し, $0\in\partial\hat{H}(x^{OOO}, y, z)(\lambda, \mu)$ が成立
する.

(ii) ある $U\in \mathcal{U}$ が存在し, Range $(D\hat{F}(x^{OO}, y)+UD\hat{G}(x^{o}, \mathcal{Z}^{\circ}))\cap \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}\ell=\emptyset$ が成立する.

まず, 問題 (P) と (WDP) の間に弱双対定理が成立することを示そう.

Theorem 5.1. 問題 (P) の任意の実行可能解 $(x, y)$ および $z\in G(x^{\circ})\cap R_{-}^{m}$ に対して,
$T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}} (\hat{H};(x, y, z)))$ は凸集合であり, Graph $(\hat{H})-\{(x, y, 0)\}\subseteq T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\hat{H});(x, y, z))$

が成立するものとする. さらに,

(i) $F$ は $R^{n}$ 上で局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は任意の $(x, y)\in$ Graph $(F)$ において

derivable である

(ii) $G$ は $R^{n}$ 上で局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は任意の $(x, z)\in$ Graph $(G)$ において

derivable である

のいずれかが成立するものとする. このとき, $y<y’+Uz’$ を満たす問題 (P) および問
題 (WDP) の実行可能解 $(x, y),$ $(x’, y”, Z, U)$ は存在しない.
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証明 $(x, y, z, U)$ が問題 (WDP) の実行可能解であれば, $(x, y)$ は問題 (P) の実行可能
解である. さらに, Lemma 51から, $0\in\partial D\hat{H}(x, y, z)(\lambda, \mu)$ を満たす $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{l}$ およ

び $\mu\geqq 0,$ $\mu\in R^{m}$ が存在する. したが\rightarrow \supsetて, 任意の $(v, w)\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(D\hat{F}(x, y)\cross D\ovalbox{\tt\small REJECT}(x, z))$

に対して, $\langle\lambda, v\rangle+\langle\mu, w\rangle\geqq 0$ が成立する. ゆえに, Theorem 43から, $(x, y)$ は問題 (P)
の弱パレート最適解である. さて, $y’<y+Uz$ を満たす問題 (P) の実行可能解 $(xy);,$’ が

存在すると仮定しよう. $U\geqq 0,$ $z\leqq 0$ なので, このとき, $y’<y$ であるが, これは $(x, y)$

が問題 (P) の弱パレート最適解であることに反する. 口

Theorem 52. $(x^{O}, y^{o})\in \mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(F)$ を問題 (P) の実行可能解, $z^{O}\in G(x^{o})\cap R_{-}^{m}$ とする.
$T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{h}}} (\hat{H};(x^{ooO}, y, z)))$ は凸集合であり, $(x^{o}, y^{O}, 0)\in \mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\hat{H})$ に対して Graph $(\hat{H})-$

$\{(x^{o}, y^{O}, 0)\}\subseteq T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\ovalbox{\tt\small REJECT});(x^{oo\circ}, y, z))$ が成立するものとする. さらに,

(i) $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{O}, y^{o})$ において derivable である

(ii) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(X^{O}, Z^{o})$ において derivable である

のいずれかが成立するものとする. このとき, $(x^{O}, y^{o})$ が問題 (P) の弱パレート最適解であ
り, 問題 (P) が $(x^{OOO}, y, z)$ において normal であれば, ある $U\in \mathcal{U}$ が存在し, $(x^{O}, y^{O\circ}, \mathcal{Z}, U)$

は問題 (WDP) の弱パレート最適解となる.

証明 $(x^{O}, y^{o})$ が問題 (P) の弱パレート最適解であり, $(x^{OO\circ}, y, z)$ において normal で
あれば, Corollary 41 から, ある $\lambda\geq 0,$ $\lambda\in R^{\ell}$ および $\mu\geqq 0,$ $\mu\in R^{m}$ が存在し,
$0\in\partial\hat{H}(X^{O}, y, z)\circ o(\lambda, \mu)$ が成立する. したがって, Lemma 5.1から, ある $U^{o}\in \mathcal{U}$ が存在
し, Range $(D\hat{F}(x, y)\circ \mathit{0}+U^{\circ}D\hat{G}(X, Z^{\circ})O)\cap \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}R_{-}^{l}=\emptyset$ が成立する. すなわち, $(x^{o}, y^{OO}, Z. ’ U^{o})$

は問題 (WDP) の実行可能解である. $y^{o}+U^{o}z^{o}<y’+U’z’$ である問題 (WDP) の実行可
能解 $(x’, y’, z’, U^{J})$ が存在すると仮定しよう. このとき, $(x’, y’)$ は問題 (P) の実行可能解
であり, かつ $U’z’\leqq 0$ である. したがって, $y^{O}+U^{o}z^{\circ}<y’+U’z’\leqq y’$ が成立するが, こ

れは Theorem 5.1に反する. 口

最後に $F$ および $G$ がそれぞれ $R_{+}^{p}-,$ $R_{+}^{m_{-}}$凸写像であるときに, 弱双対定理および双対

定理が成立することを示そう.

Theorem 53. $F$ および $G$ はそれぞれ $R_{+}^{l}$ -凸, R+m-呑写像であり,

(i) $F$ は $R^{n}$ 上で局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は任意の $(x, y)\in$ Graph $(\hat{F})$ において

derivable である

(ii) $G$ は $R^{n}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は任意の $(x, z)\in$ Graph $(\hat{G})$ にお

いて derivable である

のいずれかが成立するものとする. さらに, 問題 (P) の任意の実行可能解 $(x, y)$ および

$z\in G(X^{O})\mathrm{n}R_{-}^{m}$ に対して, Graph $(\hat{H})-\{(x, y, \mathrm{o})\}\subseteq T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\hat{H});(x, y, z))$ が成立する

ものとする. このとき, $y<y’+Uz’$ を満たす問題 (P) の実行可能解 $(x, y)$ および問題

(WDP) の実行可能解 $(x’, y”, z, U)$ は存在しない.
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Theorem 54. $(x^{O}, y^{O})\in$ Graph $(F)$ を問題 (P) の実行可能解, $z^{O}\in G(x^{O})\cap R_{-}m$ とし,
$(x^{O}, y^{o}, 0)\in$ Graph $(\hat{H})$ において Graph $(\hat{H})-\{(x^{o}, y^{o}, 0)\}\subseteq T(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\hat{H});(x^{O}, y^{Oo}, z))$ が

が成立するものとする. さらに, $F$ および $G$ はそれぞれ $R_{+}^{\ell}-$凸, $R_{+}^{m}-$凸写像であり,

(i) $F$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{F}$ は $(x^{O}, y^{O})$ において derivable である

(ii) $G$ は $x^{O}$ において局所リプシッツ連続であり, $\hat{G}$ は $(x^{oO}, z)$ において derivable である

のいずれかが成立するものとする. このとき, $(x^{O}, y^{O})$ が問題 (P) の弱パレート最適解で
あり, かつ問題 (P) が $(x^{OO\circ}, y, z)$ において normal であれば, ある $U^{o}\in \mathcal{U}$ が存在し,
$(x^{O}, y^{o}, z^{o}, Uo)$ は問題 (WDP) の弱パレート最適解となる.
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