
零次元ラシネフ空間あれこれ

津田光– (愛媛大学工学部)

$0$ . はじめに

我々は, S. Watson によって発見された方法 (以下ワトソン法と呼ぶ) を

使って, ラシネフ空間についての万有空間をいろいろなケースについて構
成してきた [K-T1, $[\mathrm{T}0- \mathrm{T}1],[\mathrm{T}-\mathrm{W}]$ .
しかしながら, その基本となる論文 $[\infty 1]$ は未だに pending になったまま
であって, このままでは van Douwen の残した Black Box はなくなった $[\mathrm{T}0]$

代わりに, 新たな Black Box を残すことに成りかねない (例えば [T1] の中
で必要な同相写像拡張定理の証明など)
そこで, 書き上げたまま推敲せずにほっておいた論文 $[\infty 2]$ も -緒にし

て, この機会にもっと読みやすく書き直そうと思い立ったわけである [Tl.

その過程で, 次のような新しい結果が得られたのでそれを改めて報告して
おきたい.

1. Lasnev [L] によって発見された Countable Nowhere First Countable space
(以下 $\mathrm{L}_{0}$ と略記) は homogeneous である.

2. 任意の濃度 $a$ に対して $\beta\geqq\alpha$ が存在して, 次の性質を持つ $\sigma- \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}$

なうシネフ空間 $\mathrm{w}_{\beta}$ が存在する :netweight of $\mathrm{w}_{\beta}=\beta$ and $\mathrm{w}_{\beta}$ is rigid.

定義 位相空間 X が rigid とは, X から自分自身への同相写像が identity
だけであるときを言う (i.e. Homeo $(\mathrm{X},\mathrm{X})=\{\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{X}}\}$ ).

1. semicanonical cover & homogeneity of decomposition spaces

上に述べた 1の結果は単独に (つまり homogeneity を直接) 証明すること

も恐らくできそうである (場合分けが複雑になりそうだが, 本質的には以
下の我々の証明と同じ議論になってしまうだろう) が, ここで述べる方法
では universal space のある種の特徴付けを使って, $[\infty 2]$ の中で我々が作っ

たラシネフ空間 (以下 $\mathrm{D}_{\omega}k$略記する) と $\mathrm{L}_{0}$ は $\prod\overline{[\mathrm{i}]}$相になることを証明する.

このラシネフ空間 $\mathrm{D}_{\omega}$はすでに $[\infty 2]$ の中で homogeneous であることを証明

してあるので求める結果が得られるわけである.
では $\mathrm{D}_{\omega^{\text{の}}}$ homogeneity はどのようにして示されるかというとワトソン法

に使うモデル空間の semicanonical cover をうまく取ってやるのである.
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図 1にある pair $(\mathrm{X},\mathrm{A})$ の $\mathrm{S}$ . $\mathrm{C}$. cover を例に取って事情を説明しよう. ここ

では X は, カントール集合 $\mathrm{C}$ をイメージしている (その実現はユークリッ

ド平面の中の直積集合 $\mathrm{c}^{2}$ を考えているから, この場合 $\mathrm{X}=\mathrm{C}^{2}$ となる).
更に A は, 上部の boundary 部分であって, X の中では nowhere dense
となっているが, 位相的には $\mathrm{C}$ と Aは同相である.
各 角領域が $(\mathrm{X},\mathrm{A})$ の $\mathrm{s}.\mathrm{c}$ . cover の元であって, それぞれも $\mathrm{C}$ と同相で互
いに disjoint な集合となるように取ってあると思って見ていただきたい.
つまり全体として集合 $\mathrm{X}\backslash \mathrm{A}$ の clopen cover を形成するように取ってあるつ
もりの絵である.

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{c}$ . cover の定義はあちこちに書いたので, ここでは繰り返さないが, 形
式的には, A の位相的な性質 (つまり $\mathrm{C}$ と同相であるかどうかといったこ
と) には無関係に, 言わば A との距離だけに注意すれば, 各角は作る
ことができ, 立派に $\mathrm{s}$ . $\mathrm{c}$ . cover としての役割を果たすものが作れる (この
図にあるように Aに近づくにつれて各 角領域の直径が小さくなって行き
さえずればよい)
しかし, この図にあるように, A の binary な open base (あるいは,
covering の列で, 1つ前の covedng を細分して行く, 集合 Aの re丘 ning
sequence と言ってもよい)を使って, 自然に作ると, いろいろ好都合なこ
とが分かっている (例えば, そういう 2つの $\mathrm{s}.\mathrm{c}$ . cover の問には, それら
を保存するような X上の同相写像が存在し, これは $[\infty 1]$ の中で証明した
同相写像拡張定理に本質的に利用される) .
従って, そのような $\mathrm{S}.\mathrm{C}$ . cover を以下 standard $\mathrm{S}$ . $\mathrm{C}$ . cover と呼ぶことにす
ス
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$\mathrm{D}_{\omega}$を作る上で使用する standard $\mathrm{s}$ . $\mathrm{c}$ . cover は pair としては, 有理数空間 Q

と無理数空間 Pの直積空間 Q $\cross$ Pのそれを用いる. つまり)$\backslash$ で言えば, Xの

中の稠密部分集合 Yで $\mathrm{Y}\approx \mathrm{Q}\cross \mathrm{P}$ であって, かつ B $=\mathrm{Y}\cap \mathrm{A}$ がまた $\mathrm{Q}\cross \mathrm{P}$ と

同相となるような pair $(\mathrm{Y},\mathrm{B})$ の $\mathrm{s}$ . $\mathrm{s}$ . $\mathrm{c}$ . cover を用いるわけである.
この Yの $\mathrm{S}$ . $\mathrm{C}$ . cover として $\mathrm{C}$上の binary な base をそのまま利用して, その
制限からできる $\mathrm{s}$ . $\mathrm{s}$ . $\mathrm{c}$ . cover を使って構成した物が $\mathrm{L}_{0}$ であると言ってよ

い (厳密には $(\mathrm{Y},\mathrm{B})$ をそのまま使うわけではないのだが, 基本的な構成は
同じである)

それに対して, D\mbox{\boldmath $\omega$}では YCZCXである集合 Zで無理数空間と同相なもの
を考えて, Z上の standard $\mathrm{S}$ . $\mathrm{C}$ . cover からスタートして構或する.
この間の事情は, 普通, 無理数空間の open base としては, $\mathrm{C}$ の (binary)
base を制限した集合を考えないで, 完備な物を考える (cf. [$\mathrm{E}$ , Example
4.1231)ことに対応している. もちろん, 我々の求めているラシネフ空間
は最終的には $\mathrm{Q}\cross \mathrm{P}$ から作られるのだから, $\mathrm{Q}\cross \mathrm{P}$ の上の $\mathrm{s}$ . $\mathrm{s}$ . $\mathrm{c}$ . cover か
ら直接に構成することも考えられるわけであるが, それはうまく行かな
い. ある意味の完備性が必要なわけである (それは同相写像拡張定理ひい
ては homogeneity に関係してくる)

2. 高濃度で rigid な空間

homogeneous な空間については, どんな (位相濃度) についても

homogeneous な物が作れる (例えば, 位相濃度 $\alpha$ のベールの零次元空間).
我々の方法では, どんなネットワーク濃度についても homogeneousなう
シネフ空間が作れる (勿論それらは適当な族についての万有空間になって
いる) . –方 rigid な空間については, コンパクト距離空間でそのような
物が作れることが知られている [C]. そこで次のような問題が出てくる.

問題 $0$ どんな無限濃度 $\alpha$ に対しても rigid なうシネフ空間でそのネット
ワーク濃度が $\alpha$ なものが存在するか ?

2の結果は, これについての部分解を与えるものであって, その構成には
次の集合論の補題が必要となる.

補題 任意の非可算濃度 $a$ に対して, 次の性質を持つ $\beta\geqq\alpha$ が存在する.
$\beta=|$ { $\gamma$ : $\gamma<\beta$ でかつ cardinal number} I.

例えば, $a=\omega_{1}$に対してこの補題を適用すれば $\beta=\omega$ となる.
$\omega_{\mathrm{I}\prime\prime\sim}$
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この補題によって, ワトソン法に使う各 pair $(\mathrm{X}\gamma,\mathrm{A}\mathrm{Y})$ に出てくる閉集合 A\mbox{\boldmath $\gamma$}

として, 各 $\gamma$ についてすべて異なる位相濃度の\leftarrow discrete距離空間を取っ

て来ることが出来るので, それらをそれぞれつぶして出来るラシネフ空間
は濃度が\mbox{\boldmath $\gamma$} の rigid なものとなるのである (rigid であることの証明には

[T2]で開発した判定法のちょっとした改良定理を使う) .

3. 残された問題

問題 $0$ に関連して次のことが (少なくとも当方には) 分からない.

問題 1. どんな非可 濃度 $\alpha$ に対しても, rig.id. な $\#\Xi\Re \text{空間でそ}\backslash \cdot,\text{の位相濃}$

度が $a$ なものが存在するか ?

当方は工学部へ移ったばかりで忙しくて, 当分この方面の勉強は開店休業
状態であるが, まだまだ面白い結果が出てきそうな分野だから, 興味を持
たれる方がたくさん出てくることを期待している..

先田 研究室の掃除をしていたら, S. Eilenberg から十年以上も前に
もらった手紙が出てきた. そのうち散逸してしまいそうだから, 直接関係

$r$

はないが, (ここで述べたことに限らず) いろいろな問題についての興味
を喚起する意味で付録として掲げさせていただきたい (手書きの読めない
部分は, 当時 Rochester に居た Prof. AH. Stone に読んでもらったことを
付記しておく [S] $)$ . $\cdot$

‘ $\mathrm{v}$ .,. $\mathrm{e}$

’ $<$

とにかく大切なことは好奇心と情熱だという自戒の意味も込めて.

109



$\mathrm{S},$

$\Xi_{7}\angle e\sim \mathfrak{Q}/r_{\mathrm{Y}i}$

$65\mathrm{R}\mathrm{O}\mathrm{E}8\cup \mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{H}\circ \mathrm{U}\mathrm{s}\in$

STAG $\mathrm{P}\mathrm{L}\mathrm{A}\mathrm{C}\in$

LONOON $\mathrm{S}\mathrm{W}\mathrm{t}\epsilon 5\mathrm{A}\mathrm{A}$

O18280ae3ロ

$\tau_{\mathrm{b}\sqrt}g^{4_{\nabla}}$
工 q $Y\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\mathrm{a}_{\mathrm{c}p\prime}$ 4 $\text{μ}$
$\mathcal{T}_{\mathfrak{k}\vee}d_{\alpha}\text{ノ}$

$\iota.\mathit{0}_{\mathrm{t}\prime}$ &\mbox{\boldmath $\lambda$}l<r $+$ $\mathrm{n}_{\eta}a$
$\tau \mathrm{c}\mathrm{o}\backslash \mathit{4}\backslash AA$

$[]_{\mathrm{t}\backslash }L\iota \mathrm{A}A$肥

$\alpha_{6\wedge \mathit{0}\backslash }.LpXu\omega$
$\ _{\mathrm{c}\alpha[]}\wedge[]\sim$

$+$ $\eta$
$\mathrm{h}_{\wedge\prime}d_{\mathrm{s}^{\partial}}$ .

工
$\eta\backslash p\iota$ \llcorner r楓

$\forall^{a-}$
く紅\check $t\prime r^{\alpha}ae$

$\iota \mathrm{a}3^{\mathit{1}\frac{-}{}\lrcorner}u$
$\mathrm{t}_{\theta}\mathrm{f}^{do}?\gamma$ $\omega,e$ $\iota\wedge$ $\mathfrak{R}A\backslash A$ $[]\eta^{\backslash }r^{\mathrm{t}}\gamma$ .

[tbカト ? $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}\}_{\backslash ^{\backslash }\mathit{0}\iota}\nu$. $\mathrm{L}J\mathrm{C}$

$\eta^{\mathrm{A},\mathrm{k}\mathrm{v}\mathrm{e}}\cdot a\sim\sim 4\sim[]\epsilon r_{S}$

$a\sim A$
$\downarrow\theta[] L\mathrm{b}_{\backslash rightarrow}*\cdot$

&A $\mathrm{t}\circ$

$” \mathrm{k}^{\backslash }\iota\delta$ $\omega m\ -c-\mathit{0}-\rho^{\text{し}}\dot{\mathrm{t}}4rightarrow-es\mathrm{r}$
$ae_{\sim\sim}$

$\infty\ \cdot\ \int 1\mathit{4}lA$ $\Phi \mathrm{r}_{\iota 4}o\mathrm{L}$ $l_{\mathrm{c}\prime}^{\backslash }\epsilon$ $\circ \mathrm{c}e_{\mathit{0}[]\backslash }‘\iota_{4\mathrm{r}}-"\alpha\sim\eta 1p_{Q}.u_{\gamma}|$.

$\vee*\wedge e\mathrm{t}-$
$O\mathrm{t}^{\wedge 4\prime}$. $\mathrm{f}^{\mathrm{Y}\mathrm{r}4p}’ \mathrm{b}^{-}-$

$\mathrm{q}\infty\not\subset$
\tau w\breve e{艇つ $*$ $rightarrow \mathrm{P}larrow \mathrm{n}_{?}$し c ’

$.\mathrm{L}$ レ\iota \sim $\mathrm{t}$ “
$\mathrm{t}\mathit{4}\prime \mathrm{r}\mathrm{L}A-$ $\Phi \mathrm{b}o\triangleleft F$

$\mathrm{f}_{\wedge}d‘ \mathrm{t}$
$\circ \mathrm{r}$ $\mapsto$

$[]\backslash \alpha\sim d_{\backslash }M$ $L$ $\alpha[]\ell\angle$
$\phi_{\mathit{0}^{\lrcorner}}-$ $w$ $s\backslash \sim \mathrm{b}eae\llcorner\prec^{o\sim}"\backslash$ $\mathit{0}\Leftarrow$

& $\Phi \mathfrak{u}_{t^{\mathrm{Q}}\gamma}$ $cf$ $\mathfrak{t}_{\eta^{d_{\partial}}r^{Cu}}’\Psi^{\mathrm{c}aS}$ ” $a-<$ $\Phi[] \mathrm{k}_{1\backslash }’ a\sim$

& -

$\urcorner_{p}1$
$\mathrm{q}^{\iota\triangleright_{2}\dot{*}}\lrcorner\vee$

$\iota \mathrm{A}\omega\$ $\ell[]-t$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\eta^{\mathrm{a}\nu}\mathrm{k}$
$\mathrm{v}^{\mathrm{c}e_{\mathrm{C}_{-}}}$

$\iota\iota$

$\mathfrak{t}e_{\sim}$ $\uparrow\iota\backslash \rho \mathrm{k}_{e_{\wedge}}^{\backslash }.+$ 4 $\alpha$
$\mathrm{C}_{O\sim_{t^{\wedge e}}}.k$

$4\wedge d\infty A\varphi$ $\Psi^{\alpha_{-}}$.

い
$\{\ []$ $\cup^{\prime\propto e}" c\mathrm{b}^{\iota_{O}}$“ . $\sigma_{\urcorner \mathrm{W}}$

$\propto$

$\alepharrow(\llcorner-arrow$

$\triangleright[].\Psi \mathrm{r}r^{A}$ $\eta$

$a\mathrm{m}).<t$ 亀A $\mathrm{W}\mathcal{H}\mathrm{A}\iota_{4}^{\backslash }e-$

ノ
$\$ $-\mathrm{H}\Leftrightarrow c$ $\iota \mathrm{s}$

$\iota\backslash \wedge$

$\ _{\vee\Psi}\cdot$ $\#$ いしやレ 1 $\mathrm{p}_{\backslash \mathrm{t}}\sim-\mathrm{O}$
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$\overline{\perp}$ $[] larrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$rightarrow \mathrm{L}-\infty$ $\downarrow \mathrm{r}$ $\mathrm{N}_{e\sim}\mathrm{k}_{*A}$

$1-$ $\mathrm{g}_{F}*$ $\psi^{\mathrm{L}_{\tau\sim \mathrm{k}\prime}}$ .

$rightarrow\angle$

$.\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\simrightarrow \mathrm{r}d-\vee\wedge\backslash \mathrm{t}l_{\angle \mathrm{a}}‘ \mathit{3}^{\lrcorner}$
$\infty\ltimes^{\backslash }e$ ($\iota_{L}‘\sim\wedge\cdot l\mathrm{A}_{L^{O}}\mathrm{f}$ No $\infty$.

$\mu\mu\triangleright 1oJ\$ yo- $cp\wedge$
$\gamma \mathrm{R}C\alpha$ $\mathrm{t}\backslash \mathrm{A}\rho.\iota\infty$ $-Ao\sim-\wedge$’

$\mathrm{n}_{\gamma}$

$\mathrm{b}-\mathrm{k}[]^{\prec L}\gamma\downarrow_{\backslash }\backslash$

$\mathrm{k}$

$\mathrm{Y}^{o-}$
$a\sim A$

$\gamma\circ\cdot\vee’\nu-A\mathrm{t}_{\vee}\mu^{\underline{|}}$

$*^{\backslash }A^{\nu}$ $M_{\mathrm{t}^{\triangleleft Ap_{2}}},$ .

S. Eilenberg
${ }$

Aug. 11, 1985
Dear Professor Tsuda,
$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{Y}\mathrm{o}\mathrm{S}$

.
ur letter of May 2

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\prime \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{d}$

me with considerable delay
$\mathrm{b},\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{l}$

of my

I $\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{e}\dot{\mathrm{e}}$ with you that ”good problems” in general topology are in very
short supply. Most questions have negative answers and sometimes leads to
interesting counter-examples.

$\mathrm{H}‘ 0_{\vee}$

wever an active
$\mathrm{f}\mathrm{i}.\mathrm{e}‘ 1\mathrm{d}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}.\mathrm{n}\mathrm{o}..\mathrm{t}1’.\mathrm{i}$ v.e.o$\mathrm{n}$

,counter-examples only!
Perhaps the cause is that general $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\dot{\mathrm{o}}$logists have isolated themselves

from nearby fields which often provide good sources of $!^{\mathrm{n}\mathrm{S}}\mathrm{P}^{\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}}\mathrm{r}\mathrm{a}$ .
I was interested about finding out as much as I could about full

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{g}}$ories of the category of topological spaces which are cartesian closed.
The question whether every compact space is the quotient of a compact
Hausdorff space cropped up in this connection. Since the answer is $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{e}}.$’

the matter is no large of interest.
P. T. O.

I shall return to New York in early September, and will remain $\mathrm{t}\acute{\mathrm{h}}\mathrm{e}\mathrm{r}\dot{\mathrm{e}}$

until the middle of November. Afterwards you can reach me in London.
My best greeting to you and you.r”-general topological” colleagues.

. Sincerely ! ’‘
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