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1 はじめに

多くの流れの中で渦度はしばしば薄い層状の領域に集中する。それら層状領域の微
細構造を理解するために、非圧縮、単位密度流体の–様ストレイン場中の速度場 :

$v(_{X,y}, \sim t\vee,.)=$ ( $c\iota\backslash ?$ , by, $c\approx$ ) $+u(’.\mathfrak{r}, y, \dagger,)$ , (1)

を考える。 ここで、 $0,,$ $b,$ $c$ は $a+b+c=0$ をみたす定数、 $u=(u, v, 0)$ を仮定する。 $\vee$.
のとき、 渦度は\mbox{\boldmath $\omega$} $\equiv \mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}v=(0,0, \omega(x, y, t))$ となり、 Navier-Stokes 方程式 $(\mathrm{N}\mathrm{S})$ !は、流

れ関数 V\nuと渦度の \approx -成分\mbox{\boldmath $\omega$} $=-\triangle\psi$を用いて、以下の形に表すことが出来る :

$\frac{\partial}{\partial t}.\omega+\mathit{0}\cdot X^{\frac{\partial}{\partial_{\backslash }\tau}\omega}+by\frac{\partial}{\partial y}\omega+\frac{\partial(\omega,\uparrow l1)}{\partial(\prime t,?/)}‘=C\omega+|\text{ノ}\triangle\omega$ , (2)

$u= \frac{\partial\psi}{\partial?/},$
$v=- \frac{\partial\psi}{\partial x}$ . (3)

$a=b<0$ 又は $c\iota<0,$ $b=0(a=0, b<0)$ のときには、容易に方程式 (2) の厳密

解を得ることが出来る $($ e.g. Saffman $1992)_{0}a=b<0$ のときの軸対称な解は Burgers

vortex $\mathrm{t}_{1}\rceil$) $\mathrm{e}\text{、}$ -方 $Cl\cdot<0,$ $b=0((\iota=0, b<0)$ のときの\mbox{\boldmath $\omega$} $=\omega(!)(\omega=\omega(y))$ で表され

る解は Burgers vortex $1\mathrm{a}.1^{\Gamma}\mathrm{e}\mathrm{r}$ と呼ばれる $0$ 乱流をこれら Burgers 渦のランダムな集合体

としてとらえるモデル (Townsend 1951, Corrsin 1962, Tennekes 1968, Safflllan 1968)

は、 $k/k_{d}>>1$ で与えられる far dissipation range(ここでは遠散逸領域と訳す) におけ

るエネルギースペクトル
$E(k)\propto \mathrm{e}\mathrm{x}_{1})(-\beta k^{2})$ , (4)

を与える。 ここで\betaはある定数、砺は�く olmogorov の波数である。Lundgren (1982) の

提案した乱流モデルは Kohnogorov の慣性小領域スペクトルを与えるが、遠散逸領域
においては (4) と同様なスペクトルを与える。彼のモデルで使われている $\mathrm{N}\mathrm{S}$ の近似解

は局所的に Burgers vortex layer と同じ構造を持つことが Pullin &Saffman (1992) に

より示されている。
一様ストレイン場と速度場 uを各々大きい渦と小さい渦の局所的な表現であるとみ

なせば、方程式 (2) において $c\iota,$
$b$ 又は $c$ を含む項は大きい渦と小さい渦の相互作用、 $-$
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方、非線形項 $J\equiv\partial(\omega, \mathrm{t}/,)/\partial(x, y)$ は小さい渦どうしの非線形相互作用を表すことにな
る。小さい渦どうしの非線形相互作用を無視する場合、上の 2次元モデル (2) を流れの
3次元性を考慮したモデルに–般化することは容易であり、J項を無視した乱流の 3次

$\overline{\pi}\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}_{0}\mathrm{m}$ shear モデル ( $.\backslash$ Ionin &Yaglom 1975) は (4) と同様なスペクトルを与える。
品、最近の直接数値計算 (I\v{c}err 1990, Chen et al. 1993, etc.) では、遠散逸領域に

おけるエネルギースペクトルが波数 $k$に対し $\exp(-\zeta\iota\cdot k)$ ;(\alpha =定数) のように減衰する
ことが示されている。この様な遠散逸領域におけるスペクトルの指数的減衰は、いくっ
かの乱流の two-point closure 近似によっても導かれている (Kraichnan $19\overline{\mathrm{o}}9$ , Tatsunfi
1980: Kaneda 1993)。これらの理論は、遠散逸領域のエネルギースペクトルを支配す
るダイナミクスにおいて小さい渦どうしの相互作用 (波数空間における局所的相互作
用) が大きさが非常に異なる渦の間の相互作用 (波数空間における非局所的相互作用)
より重要であることを示唆する。

2つのスペクトル、すなわち (4) と $\exp(-\mathrm{o}k)$ の違いは、上記の J項を無視した乱
流モデルが流れ場の微細構造を支配する渦のダイナミクスの重要な側面を見落として
いる可能性を示唆している。実際の乱流において、小さい渦間の非線形相互作用が
般的にゼロでなく、その非線形性が流れ場の微細構造を支配する重要な鍵を握ってい
ると考えることが出来る。非線形という点に関連して、Robinson &Saffman (1984) が

$\epsilon\equiv(c’-|_{))}/(\mathrm{r}\iota+b)\ll 1_{\text{、}}$ Re\equiv $\int\int$ \mbox{\boldmath $\omega$}dnd切/(2\mbox{\boldmath $\pi$}1 ) $\ll 1$ の場合に (2) の解を摂動展開した
ことは注目に値する。彼らの解は、Burgers vortex tube を軸対称でない場合 (非線形)
に拡張したものになっている。しかしながら、その解の摂動展開の各項は (4) と同様な
スペクトルを与え、 また、 その摂動展開から流れ場の微細構造の厳密な解析的性質を
導くことは困難である。
これらの考察の下、本研究の主要な目的は $J\neq 0$ の場合に (2) の厳密解を求め、そ

の厳密解を基に流れ場の微細構造を研究することである。ここでは (2) の厳密解とし
て.l/軸方向に薄い針鼠を考える。 \S ‘2 では、解を特別な形に仮定して (2) を–変数の非線
形常微分方程式 (ODE) に帰着させる。 $()\Omega \mathit{0}3$ では、 その ODE の解を数値的に求め、それ
を基に流れ場の Fourier spectrum を数値的に評価する。そこで得られる結果は、流れ
場の Fourier spectrum の高波数における指数関数的減衰を示すものである。 \S 4では、
$,()\mathrm{r}\backslash )2$ で得られた ODE の厳密解の解析的構造 (すなわち、複素 y平面における特異点の分
布) を調べ、流れ場の微細構造 (Fourier spectrum の高波数における振る舞い) との

関連を調べる。そこでは、 Fourier spectrum の高波数における指数的減衰の減衰係数
が溢出に–番近い特異点の実軸からの距離とよく -致することが示される。 $\mathrm{f}i5v$ で結論
と議論を行う。

2 渦層を表す非線形常微分方程式の導出
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式 (1) によって表される薄い渦層を考える。 \approx -軸と平行な渦線の粘性による拡散、
$\mathrm{I}_{\vee}^{\sim}$.-平面に向かう渦線の対流 (b<0)、友び $\approx$-軸方向の渦線の伸び $(c>0)$ のバランスの

下、 渦線が Ie.\tilde \check -平面と平行な層状領域に集中していると仮定する。
無次元量含, $\hat{y}.,\hat{t},\hat{\psi|},\hat{\omega}$を

$.\cdot|$

. $=(_{l}\text{ノ}/|b|)^{1/\underline{\cdot})_{\wedge}}.\cdot\iota^{\mathrm{Y}}.,$ $y=(l\text{ノ}/|b|)^{1/arrow)}.\iota\hat{J},$ $t$. $=(1/|b|)\hat{t.}$ ,

$\psi(\backslash \cdot \mathrm{t}_{:}.y, t)=|\text{ノ}.\mathrm{t}^{/}\wedge|(.?^{\wedge}" \tau_{\mathfrak{k}}\hat{J}\cdot\hat{t})$ , $\omega(.\iota\cdot, y, t)=|b|\hat{\omega}(.\hat{\mathrm{t}}\cdot,\hat{y},\hat{t})$ ,

により導入すると、 (2) は無次元形で

$\frac{\partial}{\partial\hat{t}}\omega+(1-\hat{c\cdot})\sim?’\frac{\partial}{\partial_{1}^{\wedge}}.\cdot\hat{\omega}-_{J}\hat{\iota}\frac{\partial}{\partial\hat{\iota}/}\hat{\omega}+\frac{\partial(\hat{\omega},\hat{\psi’})}{\partial(_{l}\wedge.,\hat{y})}.\cdot=\hat{C}.\hat{\omega}+\triangle\hat{\omega}\wedge$ , $(\check{\mathrm{o}})$

と表せる。 ここで、 $\triangle^{\wedge}=(\partial/\partial_{l}^{\wedge}.\cdot)^{\underline{)}}+(\partial/\partial\iota\hat{/})^{2}$ であり、 $b<0$ と $\hat{c}\iota$. $+\hat{c}=C1./|b|+c/|b|=$

$-b/|b|=1$ を用いた。 (以下では表記の簡単化のためハット記号を省略する。)

次に $.\iota$.-軸方向の特徽的長さが y-軸方向のそれより十分大きいと仮定し、流れ関数\psi

を.\iota のべきで展開する ;

$\mathrm{t}_{t}’’(.\cdot 1" y, \mathrm{f})=CJ(y, t)+.\cdot\iota\cdot f(y, f)+\cdots$ (6)

このとき、 毛母\mbox{\boldmath $\omega$} $=-\triangle\iota^{/}$’は、

$\omega(.\tau, y, t.)=-g’’(y, \dagger)+.\cdot 1^{\cdot}f\prime\prime(y, t)+\cdots$ (7)

となる。 ここでプライム記号は $y$についての微分を表す。

$j$(, f等に対する境界条件は、渦層の外部での流れを考慮して決める。ここでは、流
れが渦層の外部で ( $\mathrm{r}.\iota.\iota\cdot.$, by, $C_{\vee}^{\sim}.$ ) に漸近的に近づいていく、すなわち、 $|y|arrow\infty$ において

$g’(y, t)arrow O(|y|^{0})$ , (8)

$f(y, \dagger)arrow O(|\iota/|0),$ $f’(y, f)arrow o(|y|^{-1})$ (9)

であることを要求する。 これらは各々、 $|.\iota\cdot|$ を有限としたとき、 $|y|arrow\infty$ で

$\mathrm{t}\iota=(\partial\psi’/\partial y)=_{jC}+xf’’arrow O(|y|^{0})$ ,

$\mathrm{c}’=-(\partial\uparrow/,/\partial_{\mathrm{L}}.\cdot)=-farrow O(|y|^{0})$

を意味する。
上記境界条件を満たす (5) の厳密解のクラスは、 (6) の g項と f項のみを残すことに

より得ることが出来る。実際、 $g$ と fが各々

$. \frac{\partial}{\urcorner-}.(-g’’)+yg+\prime\prime\prime cg’+\prime Jc^{\mathrm{t}\mathrm{i})}\mathrm{v}=f’’’Cj-g’’’f$,$\overline{\partial^{-}t}^{(-g}\prime\prime)+yg+cg’’+cj^{1}\prime\prime\prime\iota \mathrm{V}’=f’’c’j-g’’’f$, (10)
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$\frac{\partial}{\partial t}(-f’J)+(1-2_{C}+f’)(-f;’)-(y+f)(-f\prime\prime\prime)+f^{(\mathrm{i}_{\mathrm{V})}}=0$ (11)

を満たすとき、 \psi =g+xfは (5) を満足する。
$f\equiv 0$ は (11) の–つの解であるが、 このとき定常性を仮定すると (10) は線形常微

分方程式
$yjC”+(_{C}-1)g+g’’=0\prime\prime$ , (12)

に帰着する。 (12) の解は–般に合流型超幾何関数を用いて表すことができる。特に、
$c=1$ の場合には、 Burgers vortex layer: $\omega\equiv-jC’’=\omega 0\mathrm{e}d\mathrm{x}_{1^{)}}(-.\frac{1}{2}y^{-)}’$を得る。 ここで\mbox{\boldmath $\omega$}o

は任意定数である。 また、 一般の $c$ の値に対して、

$\omega(y)=\int_{-\infty}^{\infty}\hat{\omega}(k)\mathrm{e}^{\mathrm{i}ky}\mathrm{d}y$ .

により定義されるスペクトルが高波数 $k$に対し

$\hat{\omega}(k)\propto|k|^{c-}1\mathrm{e}^{-k^{2}}/\underline{.)}$

のように減衰することを示すことが出来る。それゆえ、線形方程式 (12) の解はエネル
ギースペクトルの高波数における指数的減衰を説明することが出来ない。
非線形相互作用を表す厳密解のクラスは、 (6) で f項を残すことにより得ることが

出来る。 $F(y.t)=-y-f(y, t)$ と置くと (11) と (9) は、各々、

$\wedge\underline{\partial}.F’’-2_{CF}\prime\prime-F^{\mathrm{i}}\mathrm{V}-F\prime F’’+FF’’’=0$ ,$-\vee F’’-2CF^{r\prime}-F1\mathrm{v}-F’F’’+FF’’’=0$ , (13)
$\partial t$

$F’(y, t)arrow-1$ , $(yarrow\pm\infty)$ (14)

となる。 (13) を $y$について–度積分すると

$\frac{\partial}{\partial t}F’-2cF;-F^{\prime;\prime}-(F’)^{2}+FF’’=2c-1$ , (15)

を得る。 ここで積分定数は $yarrow\pm\infty$ における境界条件から決定した。定常な厳密解
$F(y)l\mathrm{h}_{\text{、}}$

$-2cF’-F’;’-(F’)^{2}+FF’’=2c-1$ , (16)

と (14) より得ることが出来る。

3 定常解とその Fourier Spectrum

式 (16) において $F_{1}(y)=F’(y),$ $F_{2}(y)=F’’@)$ とすると、-階の常微分方程式系 :
$F’$ $=$ $F_{1}$ ,

$F_{1}’$ $=$ $F_{2}.$ , (17)

$F_{\underline{9}}’$ $=$ $-2cF_{1}+FF_{2}-F_{1}^{\mathit{2}}+1-2c$ .
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表 1: $F’(0)$ の値

を得る。 ここでプライムは $y$についての微分を表す。与えられた初期条件 $F(\mathrm{O}),$ $F_{1}(0)$ ,
$F\underline{)}(0)$ に対し (17) を数値的に解き、十分大きい $|y|$ に対し $F(y)$ の値を評価することは
容易である。そこで、境界条件 (14) を満たす $(1_{\overline{l}})$ の解を得るために shootillg method
を用いる。その際、 $F(0),$ $F_{1}(0)$ 及び $F_{2}.(0)$ の値を調整して (14) を満たすようにする。
ここでは簡単のため、Fが $y$について奇関数であると仮定するので $F(\mathrm{O})=F_{2}(0)=0$ と

なり、決めるべき値は $F_{1}(0)$ のみである。微分方程式系 (17) の数値積分には 4次のル
ンゲクッタ法を用い、刻みは $\Delta y=0.\mathrm{o}\mathrm{O}1$ とした。また、基準 $|F’(10.0)-(-1)|<\epsilon\ll 1$

が成立するとき、境界条件 (14) は満たされていると判断した。表 1は\epsilon =10--(のとき

の各 $c$ の値に対する $F_{1}(\mathrm{O})=F’(\mathrm{O})$ の値である。
数値計算の経験からは、 (i) 上記基準を満たす $F’(\mathrm{O})$ の値と $c$ はほぼ線形関係に

あること、 $(\mathrm{i}\mathrm{i})F$‘(0) の値が表の値に近いとき、 $F’(10.\mathrm{o})$ の値と $F’(0)$ の値もほぼ線形
関係にあることが分かった。それゆえ、各 $c$

. の値に対し、 \epsilon の値を小さく設定しても
$F’(\mathrm{O})$ の値は組織的に求めることが可能である。例えば、 $c=3.0$ に対し、 $\epsilon=10^{-1\mathit{2}}$ は

$F’(0)=-3.143.3448\mathrm{s}093$ で、 $\epsilon=10^{-17}$は $F’(0)=-3.1433448809258242_{\overline{0}}$ で満たされ
る: ただし、 これらの計算は各々 $\triangle y=0.\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}1$ , 0.00001とし、四倍精度で行った。 $F’(\mathrm{O})$

を正確に決めることにより、 $F’(y)\text{がより早く}-1$ に収束することが分かる。
図 1と図 2は各々F’(.-l/) と $F”(y)$ の各 $c$ の値に対する関数形である。$l\downarrow/x=-(1+F’)_{\text{、}}$

$\omega/.l$ . =F/’であるので、図 1と 2か日、各々、速度場と渦山場のプロファイルを知るこ
とができる。 $F(y)$ が $y$ について奇関数であること及び\mbox{\boldmath $\omega$}/x $=$ F”であることを考える
と、 この節で得られた渦輪場\mbox{\boldmath $\omega$}(x, $y$ ) は x\sim 各々について反対称であることが分かる。
図 3は表 1の結果を図示したもので、横軸が c、縦軸が $F’(0)$ である。 $F’(y)=-1$

は $c$ の値に関わらず (16) の解であるので、図には $F’(0)=-1$ も図示した。図 3の 2
つの線は $c\approx 1.\check{\mathrm{o}}$ で交差していることが観察できる。解の安定性についての知見を得る
ために、 (16) の解 (この節で求めた定常解 $F’(y)^{[.\}^{r}}\mathrm{q}\uparrow \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{d}]$ と $F’(y)=-1$ ) への摂動

$F’(y)=F’(y)1^{\mathrm{s}}\mathrm{f}\mathrm{C}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{y}1+\delta\exp(-y2)$ ,
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$F’(y)=-1+\delta\exp(-y^{2})$

の時間発展をいくつかの\mbox{\boldmath $\delta$}の値に対して、 (15) を数値的に解くことにより調べた。その
結果は、 (i) 解 $F’(y)=-1$ は $c<1.5$ で安定、 $c>1.5$ で不安定、 (ii) 解 $F’(y)^{[}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{y}]$ は

$c<1.5$ で不安定、 $c>1.5$ で安定であることを示唆しするものであった (詳細は省略)。
(16) の解は $F’(\mathrm{O})$ の値で特徴付けされるため、図 3は解の分岐ダイアグラムを与えて
いると解釈することができる。式 (15) に基づく安定性についての結果を考慮し、以下
では $c>1.\overline{\mathrm{o}}$ における定常厳密解:F‘ $(y)^{[\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{d}_{\}}}\mathrm{e}\mathrm{a}’]$ を基に微細構造を調べる。

Fourier spectrum

速度 $\iota/(.\iota\cdot, y)=-(1+F’(y))x$ よ、 $x$-軸方向に相似形であるので、ここでは単に
$\iota\iota(y)=-(1+F’(y))$ とし、 $\mathrm{t}l.(y)$ の Fourier 変換

$1^{\wedge}/.(k)= \int_{-\infty}^{\infty}\cdot\iota(y)\exp(-\mathrm{i}ky)\mathrm{d}y$ (18)

を考える。
$\iota/(\wedge.k)=\int_{-1^{-}}^{1’}u(y)\exp(-\mathrm{i}ky)\mathrm{d}y+\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{l}(]’, k)$ (19)

と表し $\text{、}1^{\wedge}l(k)$ を右辺の区間 $(-]’, ]’)$ における積分で近似する場合、近似の良し悪し
は $\mathrm{E}_{11}\cdot(\iota’, \lambda\cdot)$ の大小によって決まる。部分積分により、 $\mathrm{E}_{\mathrm{I}}\cdot \mathrm{r}(l’, k)$ は $k\gg 1$ において

\sim (Y)I/A2程度と評価できる。 これにより、上記近似が有効である $(_{1^{\wedge}}.|.(k)\gg \mathrm{E}_{\Gamma \mathrm{I}}\cdot(k, l^{r})$

となる \mbox{\boldmath $\lambda$} の十分な範囲を得る) ためには、 $|1l’.(]\vee)|$ が十分に小さい必要があることが分か
る。前述の通り、今問題としている厳密解に関しては $F’(0)$ を詳細に決めることで $|\cdot\iota \mathrm{t}’(\iota r)|$

を計算精度の範囲内でいくらでも小さくすることができる。 $\overline{\iota‘}(y)=u(y)(-]’\leq y<l^{r})$ ,
$=0(y<-.11lJ\geq l^{r})$ を定義すると、 21 $r$-周期関数の Fourier 展開を考えることがで
きる :

$\sum_{j=-\infty}\overline{\mathrm{t}/}(y+2j\iota’)=\sum_{=I^{)}-\infty}$
$c_{p}\exp(\mathrm{i}\pi py/\iota\cdot r)$ .

ここで、 Fourier 係数
$c_{l^{J}}= \frac{1}{21’}\int_{-\iota’}^{1’}?l(y)\exp(-\frac{\mathrm{i}\pi q_{J}y}{1’})\mathrm{d}y$ (20)

は FFT を用いて計算することができる。 (19) と (20) の比較により、 $2Y_{C_{l^{J}}}\text{が}\cdot\hat{u}.(\pi_{P}/l^{r})$

の近似を与えることが分かる。
図 4は、上記で $l^{r}=20.0$ として得られた $|1^{\wedge}l(k)|$ の自然対数を横軸 $k$で図示したもの

である。曲線は下から上に $c$ の値 $c=2.0,2.2,$ $\cdots,$ $3.0$ に対応する。 $c$ の値によらず、各
スペクトルが $k$に対して指数関数的に減衰している様子が観察できる。そこで、スペク
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トルを $|\iota l(\wedge k)|=\beta k^{\gamma}\exp$ (-o匍の形に仮定して、 ($y$ と $\gamma$の評価を行った。評価は 3つの
離散データ $\iota((\wedge k),$ $\{k=\pi(p-1)/]’, \pi p/]_{\backslash }’\pi(\mathit{1}J+1)/l^{r}\}$ から得られる連立方程式を数値
的に解くことにより行った。図 5は-o\acute $\mathrm{V}\mathrm{S}$ . んの図である。各曲線は下から上へ $c$ の値

$c=2.0,2.2$ , $\cdots,$ $3.0$ に対応する。 $-\zeta|$’の値が kが大きくなるにつれ、 $c$ の値に依存した
ある –定値に漸近していく様子が観察できる。図 6は\mbox{\boldmath $\gamma$} $1^{r}\mathrm{S}$ . $k$の図である。 \mbox{\boldmath $\gamma$}の値が kが

大きくなるにつれ、 $c$ 依存性が小さくなり、一定値に漸近していく様子が観察できる。

4 厳密解の Analytic structure と Fourier spectrum

前節で得られた厳密解の解析的構造を調べるために、ここではまず厳密解の原点
$y=0$ における Taylor 展開

$F(y)=, \sum_{=\iota 0}\Gamma \mathfrak{l}.\prime ly’’$
(21)

を考える。 (21) を (16) に代入すると Taylor 係数。。の間の帰納的関係式 (省略) を得
る。与えられた $0_{0}.,\mathit{0}_{1},$ ($l_{2}$に対し、 $c\iota.,,$ $(\uparrow 1\geq 3)$ はその関係式から –意的に決定するこ
とができる。 (21) と境界条件 (14) 及び $F(-y)=-F(y)$ とのつじつまを合わせるため
に、 oo $=\mathit{0}\underline{\cdot)}=0,$ $C\{.1=F’(0)$ とし、 $F’(\mathrm{O})$ の値は表 1のものを使う。こうして得られ
る $\Gamma l_{\mathrm{t}1},$ $(’?\geq 0)$ を用いて構成した $(\mathrm{d}/\mathrm{d}.\iota/)\Sigma_{7}^{\backslash \mathrm{r}}\wedge,=0^{\mathit{0}}t1y^{??},$ $(N=50,7\check{\mathrm{o}}, 100)$ 都 3で得られた
F’@) を $c=2.0$ の場合に比較したものが図 7である。両者は方法の違いに関わらず
$|y|<A^{\mathrm{t}_{4}\backslash \Gamma})$において非常に良い–致を見せている。 ここで $A^{\{N)}$は、 Taylor 展開を第 $\perp\nwarrow \mathrm{T}$

項で打ち切ったものから得られる $F’(y)$ が急な増大又は減少を示す $y$の値である。図は
$A^{(\mathrm{V})}$‘ が $Narrow\infty$ で–定値 $A(\infty)$ に収束する様子、すなわち (21) の収束半径が有限で

あることが示唆する。そこで、各 $c(>1.5)$ の値に対し Taylor 係数 $c\iota_{1}..$, の 77.-依存性を調
べてみる。図 8は、 $1_{11}|c\iota_{\underline{)}}.\cdot j-1|\mathrm{V}\mathrm{S}$ . $j$のグラフで、下から上に $c=2.\mathrm{o},$ $2.2.,$ $\cdots.3.0J$ に対応
する。整数 $j\gg 1$ に対し $\mathit{0}_{2j-1}\sim B$ (-l)j(‘-o/の様に振る舞うことが分かる。Fが奇関
数であることを反映して $C’\underline{\cdot)}j$は全て $0$ である。 $\mathit{0}\underline{\cdot)}j-1$ の振る舞いは Taylor 展開の収束半
径が $\mathrm{e}^{a/\underline{\cdot)}}$であり、複素 y平面の虚数軸上 $y=\pm c\iota \mathrm{i}(\alpha=\mathrm{C}^{\mathrm{f}1/2})$ に–位の極があることを
示唆している。表 2は、 $\ln|c|2j-1|1^{r}\mathrm{S}$ . $j$のグラフで最小二乗法による Fitting を行い a と

$|B|/2$ を見積もった結果である。具体的な値に対する議論を行う前に、 -位の極の存
在が特異点解析と矛盾しないことを示す。

(16) の解が特異点 $y_{0}$の近傍で局所的に $F(y)=A(y-y_{0})^{\lambda}$ とかけると仮定する。 こ

こで $y0\text{及び}\wedge’${ は (16) と (14) から決定される未知定数である。 $F(y)=A(y-J?0)^{\lambda}$ を

(16) に代入すると、 $y=/l0$の近傍で主要な項は、非線形四 $-(F’)^{\underline{)}}+FF’$と粘性項-F’
で、 それらは/\ $=-1,$ $A=-6$ のときバランスする。方程式 (16) のみを基にした解析
では g。は未定のままであるが、現れるべき特異点が位数 1の極であるという事実は、
上記 Taylor 係数の数値解析結果と –致する。また $A=-6$ であるという事実は、表 2
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表 2: $\alpha$ と $|B|/2$ の値

の $|B|/2\approx 6.0$ と良い–致をみせることから、F(力の原点近傍の振る舞いは、虚数軸
上の特異点-6/(y\pm c{’i) により、 よく特徴付けされている様子が分かる。
関数の Fourier 変換、例えば (18) を考えるとき、その波数 $karrow\infty$ での漸近的な

振る舞いは、その関数の実軸に–番近い特異点によって支配される。 この事実と上の
結果を考慮して、 $F$ を

$F(y)=-6( \frac{1}{y-0\cdot \mathrm{i}}+\frac{1}{y+0^{\text{ノ}}\mathrm{i}})+\phi(y)$ (22)

の様に書き表す。 ここで、 $‘ 3(y)$ は $\pm c\iota\cdot \mathrm{i}$ 以外の非主要な特異点からの寄与と考えること
ができ、 $|y|arrow\infty$ のとき $\mathit{6}(y)arrow$ -yである。 (22) より、 $\iota\iota$ に対する近似として、

$\mathrm{t}((y)=-(1+F(y))\approx-6(\frac{1}{(_{J}\iota-C1\prime \mathrm{i})^{\mathit{2}}}+\frac{1}{(y+\mathit{0}!\mathrm{i})^{2}})$ (23)

を得る。 これより $\iota\iota(\wedge k)$ の $karrow\infty$ の振る舞いを評価すると、

\^u $(k)\sim-6_{T}lk\epsilon \mathrm{x}_{\mathrm{P}()}-c\iota\prime k$ (24)

を得る。

\S 3では、 {$|(\wedge k)$ の形として\beta k\mbox{\boldmath $\gamma$} $\exp(-\mathrm{O}^{\prime k)}$ を仮定した。 (24) は $karrow\infty$ において、 (i)
$c$

. によらず\mbox{\boldmath $\gamma$}\rightarrow 1であること、及び (ii) $\mathit{0}$は虚数軸上の特異点の実軸からの距離として
与えられることを示している。図 5には、Taylor 係数の数値解析により得た $\mathfrak{a}$の値を破
線で表した。図 5からは、 $\int 3$ における Fourier spectrum の数値的評価と (24) の評価

が、特に l‘の大きいところで良い–致を見せることが確認できる。 また、 図 6では\mbox{\boldmath $\gamma$}の

値が $k$の大きいところで、 $c$ によらずある –定値 $(\approx 1)$ に漸近していく様子が観察でき
たが、 その事実も (24) と矛盾していない。

5 結論と議論

本研究では、一様ストレイン場中の渦層を表す $\perp\backslash ^{\tau}\mathrm{S}$ の厳密解を得、それを基に速度

場の微細構造を調べた。そこではまず、 $\wedge\backslash ^{\mathrm{v}}\mathrm{S}$ の解をある形に仮定し NS を–変数非線形
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常微分方程式に帰着させた。次に無限遠での境界条件を満たす、非線形常微分方程式の
解を近似的に求め、それを基に速度場の Fourier spectrum を数値的に評価した。また、
厳密解の原点における Taylor 展開を考え、厳密解の解析的構造を調べ、 それを基に速
度場の Fourier spectrum の波数 $karrow\infty$ における漸近的な振る舞いを評価した。後者
は、 速度場の Fourier spectrum が波数 kが大きいところで、 $k$に対し、 $k$ exp(-0匍の

ように減衰することを示唆し、前者はこれと矛盾しないものであることが分かった。
また、厳密解の解析的構造として、複素平面における虚数軸上の、実軸対称な 2つ

の特異点が重要な意味をもち、上記スペクトルの指数的減衰の割合 aはこれら特異点の
実軸からの距離とよく -致することが分かった。上記特異点 (極) の位数は方程式の
非線形項と粘性項のバランスから決定されることからも、本研究で求めた厳密解にお
いては非線形性が重要な役割を演じていることが分かる。

変数線形常微分方程式に帰着する Burgers 渦を基にした場合、スペクトルはガウ
ス形になる。本研究で得られた速度場のスペクトルの指数的減衰は、DNS 及び乱流の
two-poillt closure 理論から得られる遠散逸領域におけるスペクトルと定性的に–致す
ることから、遠散逸領域 (非常に細かいスケール) においても非線形性は重要な役割
を演じていることが分かる。
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$F’(\gamma)$ $F$
”

$(\gamma)$

図 1: (左) 方程式 (17) の解 $F’(y)=F_{1}(\mathit{1}j)$ の図。初期値は表 1の値を用いた。 曲線は上から

$c=0.2,0.4$ . $\cdots.3.0$ に対応する。 図 2: (右) 同じく $F$“ $(y)=F_{2}(y)$ の図示 曲線は上から

$c=3.0,2.8$ . $\cdots.0.2$ に対応する $\iota_{-}^{-}$’

$F’(\mathit{0}J$ 的 lu(k)l

図 3: (左) 表 1の値 $F’(0)$ vs $c$ の図示。図 4: (右)1111 $l^{\wedge}\iota(\mathrm{k})|$ vs $k$.の図 $\mathfrak{l}^{-}-$

, 各曲線は下から

$c=2.0.2.2$ . $\cdots.3.\mathrm{o}$ に対応する $‘–_{\mathrm{t}}$
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-alpha gamma

図 $\mathrm{c}^{V_{):}}$ (左)l $h(k)|=$ $|\mathit{1}\mathit{3}k^{\gamma}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{P}(-ak)$ を仮定した時の-cv(A) の値 Cl 破線は (24) 及び表 2を基にした

もの。各曲線及び直線 (破線) は下から $c=2.0.2.2$ . $\cdots,$ $3.0$ に対応する。図 6: (右) 同じく $\gamma(k)$

の値。 曲線群はり (7) の値が小さいものから順に $c=2.0,2.2,$ $\cdots,$
$3.\mathrm{o}$ に対応する。破線は (24)

を基にしたもの.–

$F’(\gamma)$ 的 laD2j- $7$]$/$

図 7: (左)c $=2.0$ のときの数値解 $F’(y)$ の比較。点線は shooting $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}_{0}\mathrm{d}_{\text{、}}$ 実線は Taylor 展開
を打ち切ったもの ; 発散が $y$ の小さいところで起きるものから順に $N=50,75,100$ に対応す

る。 図 8: $(\text{右})\ln|f|\mathit{2}j.-1|\mathrm{v},\mathrm{s}j$の図。傾きが急なものから順に $c=2.0,2.2,$ $\cdots 3.0i$ に対応する $‘-^{\mathrm{I}}-$
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